
1) (Ат)т = А;

2) (А + В )т = Ат + Вт ;

3) (п • Ат) = п  • Ат -» п  6 Л/;

4) (А ■ В )т = Вт ■ Ат

2.5. Matriz inversa

Para cada пйтего а  *  0 , existe um пйтего inverso a -1 , que a multiplicafSo 

a  • a -1 =  1 . Рага as matrizes quadradas tambem se introduz о mesmo tipo de 

compreensSo analitica.

D E F IN IC A O : matriz А~г chama-se inversa em correspondent:ia com a 

matriz quadrada A, se depois da multiplicafifo das mesmas, tanto a direita со то  

a esquerda, оЫ ёт-se a matriz linica:

Uma matriz inversa apresenta as seguintes condi?5es de existencia:

1) A matriz A tem que ser quadrada e nestas condi96es a matriz inversa ser£ 

tambem da mesma ordem;

2) Se о determinante da matriz A -» |Л| Ф 0, entao a matriz possui a inversa e 

a matriz quadrada considera-se n3o especial (invertivel);

3) Se о determinante da matriz A -* |>4| =  0, entao a matriz nao possui a 

inversa e a matriz quadrada considera-se especial (singular)

Caso |Л | Ф 0, analisa-se uma matriz quadrada de ordem n, que se chama 

matriz associada. que esta constituida por complemento algebrico dos 

elementos da matriz Л е а  sua matriz transposta. Assim a matriz inversa 

apresenta a seguinte f6rmula:

A - 1 ■ A =  A • A ' 1 =  E (4)

complemento algebrico (5)

Exemplo. Determine a matriz inversa das seguintes matrizes:
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а)
1 2

А=

3 4

Para resolvermos, temos os seguintes passos:

1) Calcular о determinante da matriz;

|A|=

1 2

3 4

|A | =  - 2  Ф 0, en ta o  ex is te  a inversa .

2) Calcular os menores da matriz, juntamente com о complemento algebrico;

1 2

3 4

An = (~1)1+1 • 4 = 4 ; A12 = ( -1 )1+2 • 3 = -3

A2i  = ( ~ 1 ) 2+1 ■ 2 = - 2  ; A22 = ( - 1 ) 2+2 -1  = 1

3) Formar uma matriz com os valores dos menores obtidos;

4 -3

-2 1

4) Escrever a matriz transposta com os valores dos menores obtidos;

4 -2

Лт =

-3 1
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5) Escrever os valores encontrados na formula da matriz inversa ( 5 );

A-1   AT
\A\ ca

A-1 = ——

-3

-2

Obs.: A solu(?ao e sempre bom manter dessa forma.

Para verificarmos esta solu?ao, temos que multiplicar a primeira matriz com a 

sua matriz inversa. Caso encontrarmos matriz unitaria, entao a matriz inversa foi 

bem calculada.

-2 4 - 6  -2 + 2

-3 12-12 -6+4

-2 0 ' 1

1 _
2

0 *2 0

b)

3 4 -2 3 4 -2

A= -2 1 0 —* -2 1 0

2 3 0 2 3 0
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1 0 -2 0 -2 1

A ,i  =  ( " 1 ) 1+1 
8

= 0 ;A 12 =  ( - ! ) » « = 0; A13 =  ( —1 )1+:

3 0 2 0 2 3

-U 1 hJ 3 -2 3 4

A 21 = ( - 1 ) 2+1 -  -6; a 22 — (—1)2+2 = 4 ;A23 = (—1)2+3

3 0 2 0 2 3

4 -2

<N1rn 3 4

A31 =  ( - 1 ) 3+1 =2; A32 =  ( —1 )3+2 = 4; A33 =  ( —1)3+3

• 4 - 2  0 -2 1

0 0 -8 0 -6 2 0 -6 2 ’

A= -6 4 -1 - A T = 0 4 4 -> Л-1 =  — •16 0 4 4

.2 4 11. .-8 -1 11 . .-8 -1 11

Verificando, teremos:

'3 4 -2 " 0 -6 2 ' 1 0 0

-2 1 0 0 4 4 = 0 1 0

2 3 0 . . - 8 -1 11. . 0 0 1 .

Visto que: A • A~x =  E, entao a matriz inversa foi calculada corretamente.

Na pratica, podemos ainda localizar a matriz inversa de uma determinada 

matriz A, de seguinte maneira:

1) Com ajuda da matriz unitaria -  E\
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Agora ё so transformar a matriz A em matriz unitaria. A matriz que se 

encontrara a esquerda - ё a chamada matriz inversa de A.

(А - г \Е )

Exemplo: determine a matriz inversa da seguinte matriz:

1 2

|A|=

3 4

|A| =  - 2  =£ 0, entao existe a inversa

Fazendo:

( '
0 l

2 \

V о l 3 4 /

Podemos notar que о elemento a n  =  1 (que se encontra a direita depois da barra 

vertical), entao nao ha necessidades de toca-lo. Temos que ter no lugar do 

elemento a21 zero. Vamos multiplicar о oposto de 3, isto ё, - 3  com os 

elementos da primeira linha e adicionaremos com os elementos da segunda linha.



- 3  ij  +  /2

r 0 l 2H‘ 0 1 2

\  0 l 3 4 /  V - 3 1 0 - 2

No lugar do elemento —2, temos que ter 1. Neste caso vamos somente 

multiplicar os elementos da segunda linha com — ^ , isto ё, о inverso de —2 .

2 о

- 1/2
*2(-1/2)

No lugar do elemento 2, temos que ter zero. Neste caso vamos multiplicar о 

oposto de 2 ( —2) com os elementos da segunda linha e adicionar com os 

elementos da primeira linha.

-2 l2 + h

Г
0 1 2) J -2 1 1

° )\3 /2 - 1 /2 0 1 /  \3 /2 - 1 /2 0 1 /

Logo:

Ou ainda:

A - '  = ( ~ 2 1 ^л  \3 /2  —1 /2 /

Л' 1 =  - К - 3

2) Com ajuda da expressao carateristica da matriz A.
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/ « и  

^a 21

a i 2'  

a 22 ‘

(X

VO

i

0 \  /  a l l  — A a 12

Я/ \  ^21 a 22 — A-

Calculando о determinante, teremos:

Д=
flu  -  A a 12

a21 Я22 — Л

(a n  — Л.) ' ( a 22 — A) — (a 12 • a 2i)

Д — ^11 ' ^ 22^  Л12 * ^ 21'

Suponhamos que a multiplica^ao dos elementos a u  • a 22, ser£ igual a um 

certo n E R, e a multiplica?ao dos elementos a 12 • a 2 i, m  e  R, neste caso 

teremos:

Д =  A2 -  nA -  m

Igualando a determinada expressao a zero, teremos:

A2 -  nA -  m  =  0

Passando os elementos X. a direita, obteremos:

- m  =  -A 2 +  nA

Multiplicando a determinada expressao obtida c o m   , teremos:
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(-m = -A2 + nA) ■ (-^ j)

1 _  Я -пЕ  

Л m

Escrevendo j , pela propriedade -  =  а  г, teremos:

A-1 =

Substituindo X com teremos:

jT 1 =

X - n E
m

A — nE
m

Esta ё a matriz inversa de A.

Onde: m i  о determinante do sistema. 

Pelo que:

f lu

*21

a 12\ /  °11 
1 - n  

22 / \a 21

A 2 -  n A -  m E  = AO 

I

a 1 2 \

a a 22

'm

0

0

.0

O'

0 /

Exemplo: determine a matriz inversa da seguinte matriz:

1 2

A=

3 4
1 2

|A|=

3 4
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|А| =  - 2  Ф 0, en ta o  ex is te  a in versa  

а  2 \  /А  0 \  /  1 — А 2

^3 4 /  \ 0  А / V 3 4 - А

Д=
1 - А

3 4 - А

i

(1 — А) • (4  — А) — (2 • 3)

Д =  А2 — 5А +  4 — 6 

i

А2 -  5А -  2 =  О 

i

( - 2  =  -А 2 +  5 А ) - ( - £ )  

I

1 А - 5 Е  
А _  2

i

А - 5 Е
A ^ = '

Substituindo X com A , teremos:

Л - 1  =
Л - 5 £
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Esta ё a matriz inversa de A

Onde: 2 ё о determinante do sistema, logo existe a matriz inversa. 

Continuando a opera^o , teremos:

A - 5 E

i

Ou ainda:

A -1 =

A~l =

2 

i

f 1 2 \  /5  ON

\3  4 /  Vo________5У
2

■)

'■ '- ie , d
Exemplo: determine a matriz inversa da seguinte matriz:
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А =

А—
1 3 2
О 2 1
3 4  1

|А| =  - 5  =£ 0, en tao  ex is te  a in versa

1) Com ajuda da matriz inversa;

/1 0 0 1 3 2\
0 1 0 0 2 1

Vo 0 1 3 4 1/

C om o о elem ento a n  = 1 , entao n3o ha necessidades de toca-lo. Tem os que 

ter no lugar do elem ento a 31 =  3 zero. Vam os multiplicar о oposto de 3 ( - 3 )  

com  os elem entos da primeira linha e adicionaremos nos os elem entos da terceira 

linha.
-3/! + h

/1 0 0 1 3 2\ ( i 0 0 1 3

0 l 0 0 2 i H 0 1 0 0 2
Vo 0 1 3 4 1/ V -3 0 1 0 - 5

N o  lugar do elem entoa22 =  2, tem os que ter 1. N este caso vam os som ente 

dividir os elem entos da segunda linha por 2, isto ё, multiplicar a linha com: К

(  1 0 0 1 3 2 A 1 f  1 0 0 1 3

0 1 0 0 2 1 ■ H
0 1 /2 0 0 1

V - 3 0 1 0 - 5 - 5 / V -3 0 1 0 - 5

N o  lugar do elem ento a 32, tem os que ter zero. Vam os multiplicar os 

elem entos da segunda linha com  oposto de —5 e adicionarem os na terceira linha.

5 i2 +  i3

1 0 0 l 3 2 \ f  i  o 0 1 3
0 1 /2 0 0 1 1 /2  U  I 0  1 /2 0 0 1

1 CO о l 0 - 5  - 5  /

CM1ЛГО1 1 0 0
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No lugar do elemento a 12 =  3, temos que ter zero. Vamos multiplicar os 

elementos da segunda linha com oposto de 3 e adicionaremos na primeira linha.

-3 12 + lt

1 0 0 1 3
2 \  ( x

- 3 / 2 0 1 0 1 /2
0 1 /2 0 0 1 1 /2  U  0 1 /2 0 0 1 1 /2

- 3  5 /2 1 0 0 - 5 / 2 /  V - 3 5 /2 1 0 0 - 5 / 2

No lugar do elemento - 5 / 2 ,  temos que ter 1. Neste caso vamos somente 

multiplicar os elementos da terceira linha com —2/5 .

13(- 5/2)
- 3 / 2 0 1 0 1 /2  \ (  1 - 3 / 2 0 1 0 1 /2

1 /2 0 0 1 1 /2 -  0 1 /2 0 0 1 1 /2
5 /2 1 0 0 - 5 / 2 / \6 /5 - 1 - 2 / 5 0 0 1

No lugar do elemento a 13 =  1 /2  , temos que ter zero. Neste caso vamos 

somente multiplicar os elementos da terceira com oposto de 1 / 2 , e adicionar na 

primeira linha.

- l / 2/з + h
1 - 3 / 2 0 1 0 l / 2 \ / 2 / 5  - 1 1 /5 1 0 0
0 1 /2 0 0 1 1 /2 -  0  1 /2 0 0 1 1 /2

6 /5 - 1 - 2 / 5 0 0 1 / \ 6 / 5  - 1 - 2 / 5 0 0 1

No lugar do elemento a 23 =  1 /2 , temos que ter zero. Neste caso vamos 

somente multiplicar os elementos da terceira com oposto de 1 / 2, e adicionar na 

segunda linha.

- 1/ 2*3 + h

/2 /5  - 1 1 /5 1 0 0 \ /  2 /5  - 1 1/5 1 0 °\
0 1 /2 0 0 1 1/2 Ы - 3 / 5  1 1 /5 0 1 0\6 /5  - 1 - 2 / 5 0 0 1 /  ̂ 6 /5  - 1 - 2 / 5 0 0 1 /
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Logo:

Ou ainda:

/  2 / 5  - 1  1 /5  >
A - 1 =  - 3 / 5  1 1 /5

V 6 / 5  - 1  —2/5У

f - 2  5 - 1 >
- 5  - 1  ./ Г ^ - i  3

V—6 5 2

2) Com ajuda da expressao carateristica da matriz Л. 

Exemplo: determine a matriz inversa da seguinte matriz:

A =
П  3 2 \
0 2 1

<3 4  1У

Д=
1 3 2
0 2 1
3 4  1

|A | =  - 5  =£ 0, en tao  ex is te  a inversa

<1 3 2 \  /А  0  0 \  ( l - X  3 2 V
0 2 1 - 0  A 0 =  0  2 -  A 1

<3 4  1 /  VO 0 А / V 3 4  1 - V

Д=
1 — A 3 2

0 2 — A 1
3 4  1 -  A

(1  -  A )(2  -  A ) ( l  -  A) +  9 -  ( 6 ( 2  -  A) +  4 (1  -  A )) 

I

д =  - Я 3 +  4A2 +  5A -  5 

i

- A 3 +  4Л2 +  5A -  5 =  0
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I

—S -Л’ —4Л*-5Л-(—A) 

i

1 Я2 -  4Я -  5 E 
Я ~  —5

I

,  Я2 -  4Я -  5E  

Я "  ^ 5

Substituindo X com A, teremos:

, A2 - 4 A -  SE л- i  __________
A - 5

1

Esta e a matriz inversa de A. 

Continuando а орегафйо, teremos:

, A2 -  4A -  5E
A ~ ' = — = s —

i

/ 1  3 2 \ 2 / 1  3 2 \  / 5  0  0 \
0 2 1 - 4  0  2 1 -  0 5 0

r i _  \ 3  4  1 /  \ 3  4  1 /  VO 0 5 /

i

/ 7  17  7 \  / 4  12 8 \  / 5  0  0 \
3 8  3 -  0  8  4  -  0  5 0

, - i  V6 2 1  1 1 /  V l 2 1 6  4 /  Vo 0  5 /A  _  _

i

/ 3  5 - 1 \  / 5  0  0 \
0 8 - 1  -  0  5 0

r i . V—6  5  7  /  Vo 0  5 /

I
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-1 _
- 5

/  2 /5  - 1  1 /5  ч
А - 1 =  - 3 / 5  1 1 /5

V - 6  - 1  —2 / 5 /
Ou ainda:

2.6. G ra d u a te  de uma Matriz

Para resolu93o e investiga9ao de uma serie de problemas aplicativos de 

matematica, a graduagao de matrizes possui um grande significado [16].

Na matriz A de tamanho m  x  n, a elimina93o de quaisquer linhas e colunas, 

pode-se obter submatrizes quadradas de ordem k , onde к < m in(m ; n). Os 

determinantes destas submatrizes s3o chamados de menores de ordem к da 

matriz A.

Exemplo, a partir da matriz Лзх4 pode-se obter submatrizes da primeira, 

segunda e terceira ordem.

D E F IN /Q A O : chama-se gradua93o de uma matriz, a mais elevada ordem 

dos menores diferentes de zero desta matriz.

Gradua93o de uma matriz designa-se por ra n g  A, ou r (A ), ou ainda podemos 

por e simplesmente designar por grad.(_A).

A partir da defini9ao, analisa-se que:

a) Gradua9ao da matriz Лтхп nao ultrapassa о menor dos seus tamanhos, isto 

ё, g r ad( A)  < m in(m; n);
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