2.7. Problema de Herinelto Casimiro: critério de verificacdo do produto da

multiplicacdo de duas matrizes quadradas nio usando a matriz inversa

Um dos teoremas da aritmética relacionada com a multiplicagdo de dois
nimeros @ ¢ b do conjunto dos numeros reais, afirma que o resultado da
multiplicag@o destes nimeros é um certo niimero ¢ do conjunto dos nimeros reais.

Pergunta: como verificar que o resultado da multiplicagdo destes dois
numeros esta correto?

Existe um método de verificagdo. Este método chama-se inverso da
operagdo, isto €, se o nuimero a multiplicar com b, o resultado da multiplicagdo
serd 0 nimero ¢. Entdo a divisdo do nimero ¢ com btem que ser igual ao

numero a:

aXxb=c->c+b=a.

Ex.1:
2X3=6-36+3=2,
Conclusdo: Multiplicagio foi feita corretamente
Sera que esta operagdo de verificagdo também funciona na aritmética matricial?
Para as outras operagdes: adigdo e subtragio de duas matrizes de tamanhos iguais o
método da operagdo inversa funciona. Serd que pode-se utilizar este método na

multiplicagdo de matrizes? Vamos na pratica: se duas matrizes A e B, quando

multiplicados obtém-se uma certa matriz C, logo seria valida a expressio:
(4) x (B) = (0); entdo: (C) + (B) = (4).
Mas a divisdo nas operagdes sobre matrizes ndo existe. Contradigio!
Ex.2:
4= 08=( 2
(A4 (B)
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!

G oG 9=G 7%

Logo:

Logo podemos concluir que:
(4) x (B) = (€);(C) + (B) # (A).

Pergunta: como pode-se saber que o produto da multiplicagdo destas duas
matrizes é verdadeiro?

Eu sugiro o seguinte critério de verificagdo: duas matrizes A e B, o produto
da multiplicagdo dos seus determinantes é igual ao determinante do produto da

multiplicagdo das ambas matrizes.

detA x detB = det|A x B|

AA X AB = |A X B|

Ou ainda
|A| x |B| = |A % B|
l
detA |Zu 12| X detB |a11 a12| = det |(a11 a12) x (au a12)|
21 22 a;, Qzz az; Qaz Ay, Q2
Prova:

Dadas matrizes A, B:
a1 a2 (bu b12)
A= ,B =

azy Qz2
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Multiplicando, teremos:
AXB

(au alZ) x (bu blZ) _ (aubu +aizbyy  aybyp + a12b22)
a1 Gz by, by, Az1b11 + Qy2by;  ap1bz + azzby,
Calculando o determinante, teremos:

Ay1b11 + @i2b7y  ay1bi; + agzby;
az1b1y + azzbyy a1 by + az3b;;

l
(ay1b1y + ay2b21)(az1b12 + azzb52) — (@y1b12 + @12b22)(az1b41 + az2b24)

l
Grrbrr@z1bys + @12071. 21 by5 + 11 D11 22Dz, + @rabrrrezrbr—
—arrbrrr@orbry — Q12b2;. 21011 — @41 D13. Q32021 — @rrbrrrarrbar
l

ay1b11.a33b55 — Q12b2;5. A51D11 — Gy1b12. Ap2b51 + A42b;1. g1 by,

Logo:
AA X AB = |A %X B|.
Ex.3:
Sera que a matriz
5 10
3 2 )'

considera-se o Produto verdadeiro da multiplicagdo das matrizes:

G oG 2
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Vamos verificar utilizando o critério de Herinelto Casimiro de verificagio

do produto da multiplicagfio destas duas matrizes quadradas:

de“"i (z)xdetBﬁ i=det|(1 2% (3 2

1 0 1 4
l
—2x10= |§ 12°|
l
-20 = -20.
Conclusido:
5
G 2)

considera-se o produto verdadeiro da multiplicagio das matrizes:
_{1 2 _(3 2
A=, O)eB_(l 2)
Nota: Este método de verificagio funciona com as matrizes quadradas de

qualquer tamanho.

Com ajuda da matriz inversa, podemos verificar de seguinte modo:

a) Como a multiplicagio de duas matrizes ¢ feita multiplicando as linhas com
as colunas, entdo neste caso temos que calcular a inversa de uma das matrizes:

A lou B

b) A matriz produto C deve multiplicar com a matriz inversa, que serd igual a
matriz A caso calcularmos a inversa da matriz B e sera igual a matriz B caso
calcularmos a inversa da matriz A.

Concretamente, temos:

AXB=C
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A-B-B'=C-B!

Sabendo que:
B-Bl=E

Teremos:

A-E=C-B?
Sabendo ainda que:

A'E=A
Entéo teremos:
A=C-B!

)
A expressdo (6) ¢ também um dos métodos para verificar o produto da
multiplicagdo de duas matrizes quadradas. Agora vamos verificar o produto da

multiplicagdo das matrizes do exercicio acima com ajuda deste método:
(1 2y.,_¢(3 2
A_(1 0)'3"(1 4)
Calculando a inversa da matriz B:

R -0 %D

)

(1/3 0|(1) 120//33)"(—11//310 3/010(1) 2{3)

1

(1/3 0 |1 2/3>_,( 2/5  -=2/10)1 2/3)
-1/10 3/10[0 1 -1/10 3/10f0 1 /)
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Verificando se a multiplicagfo destas duas matrizes esta correta, teremos:
A=C-B™?
l
G g) = (g 120) ' (—21//510 —32//1%)0)
)
G 9=G o
Conclusio: A multiplicagdo foi feita corretamente.

O segundo método, sem duvidas considera-se o mais trabalhoso. Para
verificagdo rapida, o primeiro método € o preferivel.

Em casos que uma das matrizes possuir determinante zero, para que
possamos verificar o produto com ajuda da matriz inversa temos que usar a
matriz que ndo possui determinante zero, visto que uma matriz inversa s6 existe
se o determinante da matriz for diferente de zero (A# 0). Se os determinantes
das duas matrizes forem iguais 4 zero, entio o método da matriz inversa de

verificacdo ndo sera possivel.

Ex.4:

a=( Pie=( )
Produto:

(140 411(6))

Verificamos que:

=t -0
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Entdo vamos buscar a inversa da matriz A:

1 =(372 —1y2)

Agora vamos verificar o produto da multiplicagdo das matrizes A e B, com
ajuda da seguinte férmula:
AT'A-B=A"1-C
1

B=A1-C
M

-2
; 2)=(3/2 —11/2)'(140 10
l
G 9=G 2
Conclusdo: o produto é verdadeiro.

Ex.5:

-G Y-

Produto:

2 1

(6 3)

Verificamos que:
=12 =

B=lo 0| =0

Ent3o vamos buscar a inversa da matriz A:
1_f(1 0
A= (—3 1)'
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Verificando o produto, teremos:

B=4A"1-C

6 0= DG 3)
l
(6 0= o
Conclusio: o produto é verdadeiro.

Depois de um estudo profundo sobre as matrizes (sucessores dos
determinantes) é sempre bom recordar que matriz, pela primeira vez, foi
mencionada na China antiga, a chamada entfo na altura por «quadrado magico».
A principal aplicagdo da matriz foi a resolugdo de equagdes lineares (como o seu
antecessor — determinantes). Os quadrados magicos foram conhecidos um pouco
mais tarde pelos matematicos arabes, provavelmente naquele momento surgiu o
principio de adi¢do de matrizes. Depois do desenvolvimento da teoria dos
determinantes no final do século XVII, o matematico Gabriel Cramer comegou
a desenvolver a sua teoria ¢ publicou a famosa «regra de Cramer» em 1751. Em
torno deste mesmo periodo de tempo, surgiu o famoso «método de Gauss». A
teoria das matrizes comegou a sua existéncia no meio do século XIX nas obras
de William Hamilton e Arthur Cayley. Os resultados fundamentais na teoria
das matrizes pertencem aos matematicos Weierstrass, Jordan, Frobenius. O
termo «matriz» foi introduzido por James Sylvester em 1850.

Em diante, como a pratica faz-nos mais aperfeigoados e preparados, os
estudantes tém a oportunidade de executarem uma série de exercicios de
aplicagdio (2). Estes exercicios por sua natureza ndo apresentam um nivel de

complexidade extrema. Boa sorte!
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Exercicios de aplicacﬁo"‘
=2=

1) Determine a matriz inversa com ajuda dos menores:

2
a=( 3)
b)

4= %)

1 2 4
c)A= (0 3 1)
1 2 0

0 3 -2
d) (1 1 3 )
2 0 -1

2) Determina a matriz inversa:

a) Com ajuda da matriz unitaria;
_ (1 01-2 1\,

ana=(, | )s

aa=( O )

1 0 03 10
a3)A= (0 1 0f-2 1 5):
0 0 11-1 2 4
1 0 01 2 O
a.4)A=(O 1 012 0 5).
0 0 11 3 1

* Solugdes na pagina 173 e com orientagdes metodolégicas.
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b) Com ajuda da formula do valor préprio de um vector.

enya=(3 - O

224=(; 3)-( 2

3 -1 1 A 00
b3)A= (5 1 2) -{0 1 0).

1 1 2 00 A
3) Realiza as seguintes operagdes:

a)A+ 3B —2C,se:

A=(3 -7 1),B=(§ 0 _1),C=(3 -2 1

-2 4 0 1 7 5 0 -1
b) AB + CB, se:
311
4 5 2 ( ) 4 1 3
A= ,B=14 2 6].C= .
(—1 2 7) 2 5 2 51 -1
¢)AB—-EeBA—-E,se:
3
= 1
A=(4 2,6 1 2 )
-6

d)-5A+ BC — E, se:

N
—

-2 2
A=(3 4)'B=(; 100 §,c=(é g)
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e) ABC + 2E, se:

3 4 1 -1 2
_ B 0 4 7
A-(S 1 3).3—(3 4)(2 3 1)

1 2 4

f) (A)T — BC, se:

_ 7 0
3 -7 (324N, ,
(_240)130118
2 55 9/\_, 4

g) AE — EA + AB, se:

1 3 4 3 2 -1
A=(0 2 —1),B=(1 -1 2).
3 1 =2 1 4 0

h) (A + 3B) — 3(E + AB), se:

0 2 4 -1 2 0
A=(-l 3 1),B=(0 1 —2).
1 -2 2 2 1 -1

1) AB + CB — AC, se:

4=C D=(F 9e=C )
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