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Рерманъ /У1ин1<овс1<1й.

Проетранство и время.

Воззр-Ьн1я на пространство и время, зд-fecb разви- 
ваемыя, возникли на опытно-физической почв-Ь. Въ  ̂
этомъ ихъ сила. Они направлены къ коренному пере
вороту въ нашемъ отношеши къ пространству и вре
мени. Отнын-fe пространство и время, разсматриваемыя 
отд"Ьльно и независимо, обращаются въ т-Ьни и только 
ихъ соединен1е сохраняетъ самостоятельность.

I.

Я хочу прежде всего изложить, какимъ чисто мате- 
матическимъ путемъ можно было-бы перейти отъ при
нимаемой въ настоящее время механики къ видоизм-fe- 
неннымъ идеямъ о npocTpancTB-fe и времени. Уравнен1я 
механики Ньютона обладаютъ двоякою инвар1антностью.

Съ одной стороны ихъ форма сохраняется, если 
мы подвергнемъ принятую систему пространственныхъ 
координатъ произвольному из м- Ьне н1ю по  л о ж  е- 
н i я; съ др\той стороны, они не изм-Ьняются также и 
въ томъ случа-Ь, если координатная система подвер
гается р а в н о м - Ь р н о й  т р а н с л я г и и ;  не играетъ 
также никакой роли и моментъ, отъ котораго отсчи-
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ГЕРМАНЪ lillinKOBCKlii.

тывается время (нулевая точка времени). Обыкновенно 
считаютъ акс1омы геометр]’и уже установленными, когда 
переходятъ къ акаомамъ механики, и поэтому дв-fe ука- 
занныя иивар]антности р'Ьдко приводятся заразъ.

Каждая изъ нихъ устаповляетъ опред-Ьленную группу 
преобразован1 Й, не изм-Ьняющихъ дифференд1 альныхъ 
уравнен]й механики. Существован1е первой группы 
считаютъ основною характеристикою пространства. На 
вторую группу смотрятъ съ н-Ькоторымъ презр-Ьшемъ, 
какъ-бы мимоходомъ указывая, что физическ1я явлен1я 
никогда не могутъ дать р-Ьшительнаго указашя на то, 
не находится-ли пространство, предполагаемое покоя
щимся, однако, въ равном-Ьрной трансляши. Такъ об-fe 
группы существуютъ одна вполн-Ь независимо отъ дру
гой. Н хъ вполн-fe разнородный характеръ м-Ьшалъ раз- 
сматривать ихъ совм-Ьстно. Но именно совм-Ьстно со
ставленная полная группа, разсматриваемая какъ д-Ь- 
лое, наводитъ на мнопя мысли.

Мы постараемся представить отношен1я графически. 
Пусть X, у, Z обозначаютъ прямоуголышя координаты 
для пространства, а t— время. Предметомъ нашего вос- 
пр1ят1я являются всегда M-fecTa и времена, связанныя 
между собою. Никто не замЬчалъ м-Ьста иначе, какъ 
въ опред-Ьленное время, и не зам-Ьчалъ времени иначе, 
какъ въ опред’Ьленномъ м-fecT-b. Но я, однако, отдамъ 
дань догмату о независимомъ значен1и времени и м-fecTa— 
я назову пространственную точку въ опред-Ьленный 
моментъ времени, т.-е. систему значен!й х, у, z, t... 
м 1 р о в о ю  т о ч к о ю .  Многообраз1е вс-Ьхъ мыслимыхъ 
м1ровыхъ точекъ х, у, г, t называется м i р о м ъ. Я  могъ 
бы см-Ьло начертить на доск-fe четыре м1ровыя оси. 
Уже о д н а  начерченная ось состоитъ изъ колеблю
щихся молекулъ и, сверхъ того, принимаетъ участ1е въ 
движен1и земли, т.-е. уже достаточно даетъ матер1ала 
для абстракцш; для математика дальн-Ьйшая абстрак1 ия,



соеди неиная съ числомъ 4, уже не представляетъ боль
шой трудности. Чтобы нигд-Ь не им-кть д-Ьла съ з!яю- 
шею пустотою, представимъ себ-fe, что во вс-Ьхъ мЬ- 
стахъ и во всякое время сутествуетъ  что-нибудь. Не 
буду называть это н-Ьчто ни матер1ею, ни электриче- 
ствомъ, назову его субстан 1 йею. Мы и обращаемъ наше 
BHHMHHie на субстан 1иальную точку, находящуюся въ 
MipoBofl точк-Ь X, у, Z, t, и представляемъ себ-fe, что 
мы можемъ просл-Ьдить эту субстанц1альную точку во 
всякое другое время. Элементу времени dt пусть соот- 
в-ктствуютъ изм-Ьнен1я dx, dy, dz пространственныхъ 
координатъ этой субстанщальной точки. Мы получаемъ 
такимъ обраномъ для изображен1я в-Ьчной жизни суб- 
стан1йальной точки кривую въ Mipfe, м 1 р о в у ю  ли- 
н i ю, которой точки соотв-Ьтствуютъ однозначно изм Ь- 
нен1ямъ параметра t отъ —  до -[-оз. Весь мipъ яв
ляется тогда разложеннымъ въ подобныя м i р о в ы я 
лин1и, и я хочу сейчасъ же выразить мн-Ьше, что физи- 
ческ1е законы должны найти свое полн'Ьйшее выра- 
жен1е въ вид-к B3 anMooTHomeHiH между этими м1ровыми
ЛИН1ЯМИ.

Понят1я пространства и времени разъединяютъ мно- 
гообраз1е ж, у, z для # =  О и для двухъ сторонъ t >  О 
и i <  0. Если мы ради простоты будемъ считать неиз- 
м'Ьняемою нулевую точку времени и пространства, то 
первая группа механики указываетъ на возможность 
подвергать оси ж, у, z для времени < =  О произволь
ному враш,енш около нулевой точки, соотв-Ьтствую- 
щему однородному линейному преобразован1ю, не из- 
м-Ьняющему выражешя x^ -\ -if^ z '^ .

Существован1е второй грз^пы указываетъ на то, 
что мы можемъ, также не изм-Ьняя выражен1я механи- 
ческихъ законовъ, замЬнить х, у, z, t . . .  выраже- 
н1ями x — at, y — z — 'it, t при какихъ угодно по- 
стоянныхъ а, |3, Y. Ось времени можетъ тогда полу-

1*

ПРОСТРАНСТВО И ВРЕМЯ. -S



ГЕРМАНЪ МИНК0ВСК1Й.

чить произвольное направлен1'е къ верхней половин’Ь 
Mipa i  >  0. Какое же отношен1е им-Ьетъ требован1е 
ортогональности въ пространств-!; къ этой полной 
свобод'Ь оси времени?

Чтобы установить эту связь, возьмемъ положитель
ный параметръ с и разсмотримъ образъ

С2 t2 — x^ — y^—  Z^z=l.

Онъ состоитъ изъ двухъ разд-Ьленныхъ t =  0 полъ, 
аналогичныхъ двумъ поламъ двуполаго гиперболоида. 
Мы разсматриваемъ полу въ области t> Q  и мы раз- 
сматриваемъ теперь тНЬ однородный линейныя преобра- 
зован1я X, tj, Z, t въ новыя четыре перем-Ьнныя х ’, у', 
г', t', при которыхъ получается соотв-Ьтствующее вы- 
ражен1е этой полы въ новыхъ координатахъ. К ъ  этимъ 
преобразован1ямъ, очевидно, относятся вращешя про
странства около нулевой точки. Полное понят1е о про- 
чихъ преобразован1яхъ мы получаемъ, представляя себ-fe 
T-fe изъ нихъ, при которыхъ остаются безъ изм'Ьнен1я у 
и Z. Мы изображаемъ на фиг. 1, пересЪчен1е полы

съ плоскостью осей х  и t, верхнюю в'Ьтвь гиперболы 
сЧ  ̂—  а;8 =  1 съ ея ассимптотами. Д ал-fee проводимъ про
извольный рад1усъ векторъ О А ' этой в-Ьтви гиперболы 
отъ точки О и касательную въ А ' къ гипербол-fe вправо 
до перес-Ьчен1я В' съ ассимптотою и дополняемъ тре- 
угольникъ О А 'В ' до параллелограмма О А 'В "С ' и, на- 
конецъ (это потребуется позже), продолжаемъ В'С ' до

ш : ж



nepectiMeHifl D' съ осью х. Если мы возьмемъ ОС ' и 
О А ' за оси иараллельныхъ координатъ ж', f  сь мас

штабами О А ' =  О С  —  1, то в'Ьтвь гиперболы по-

лучаетъ снова выражен1е сЧ'^ — >  О и пере-
ходъ отъ X, у, Z, t къ х\ ])', z\ t' есть одно изъ иско- 
мыхъ преобразован1й. К ъ этииъ преобразован1ямъ мы 
присоединяемъ также произвольный перем-Ьщен1я ну
левой точки пространства и времени и такимъ обра- 
зомъ составляемъ ту, очевидно, зависящую отъ пара
метра с, группу преобразован1й, которую я обозначаю 
Gc Если будемъ теперь увеличивать с до безконеч-

ности.т. е.-^ до нуля, то фигура показываетъ, что

в'Ьтвь гиперболы все бол-Ье и бол-fee сливается съ осью 
X, уголъ между ассимптотами обращается въ развер
нутый (180°), спец1альное преобразован1е обращается 
въ пред-кл-Ь въ такое, при которомь ось f  можетъ 
им-Ьть произвольное направлен1е вверхъ и ось х' все 
ближе приближается къ оси х. Ясно поэтому, что изъ 
группы Gc въ пред-Ьд-Ь для с =  оо получается именно 
принадлежащая механик"Ь полная группа; она можетъ 
быть поэтому обозначаема Geo. При такомъ соотноше- 
н1и между двумя группами и въ виду того, что G« 
математически бол-fee понятна, ч•feмъ Gc», математикъ 
могъ бы, свободно фантазируя, придти къ мысли, что 
явлен1я природы показываютъ инвар1антность не для 
группы Goo, но, напротивъ,—для группы G  ̂ при опре- 
д-Ьленномъ конечномъ, но (при обыкновенныхъ едини- 
цахъ) крайне большомъ с. Подобное предчувств1е было 
бы зам-Ьчательнымъ торжествомъ чистой математики. 
Но такъ какъ въ данномъ случа-fe математика оказа
лась кp-feпкoй заднимъ умомъ,- то ей осталось только 
гордиться T - fe M b ,  что она могла, благодаря своимь 
усп-Ьшным ь предварительнымъ работамъ и утонченной

ПРОСТРАНСТВО П ВРЕМЯ. 5



острот-fe и дальнозоркости своихъ воззр'Ьшй быстро 
охватить глубок1я сл'Ьдств1я такого преобразовашя 
нашего природопониман1я.

Я  обращаю теперь внимаше на то, о какомъ зна- 
чен1и с мы будемъ дад-Ье говорить. Вм'Ьсто е войдетъ 
с к о р о с т ь  р а с п р о с т р а н е н 1 я  св- Ьта  в ъ  пу-  
с т о м ъ  п р о с т р а н  cTB-fe. Не упоминая ни о простран- 
cTB-fe, ни о времени, мы можемъ определить эту вели
чину, какъ отношеше между электростатическими и 
электромагнитными единицами количества электри
чества.

Тогда существован1е инвар1антности законовъ при
роды для соответствующей группы Gc можетъ быть 
понимаемо следующимъ образомъ:

И зъ всей совокупности явлен1й природы можно 
последовательно усиливающимися нриближен1ями вы
вести все точнее и точн-fee основную систему х, у, s, 
t, пространство и время, посредствомъ которыхъ эти 
явлен1я выражаются тогда по определеннымъ законамъ. 
Эта основная система ( B e z u g s s y s t e m )  при этомъ 
нисколько не определяется однозначно при помощи 
явлен1й. М о ж н о  и з м е н я т ь  о с н о в н у ю  с и с т е м у  
( B e z u g s s y s t e m )  с о о т в е т с т в е н н о  п р е о б р а -  
з о в а н 1 я м ъ  г р у п п ы  Ĝ , п р и ч е м ъ ,  о д н а к о ,  вы-  
р а ж е н 1 е  з а к о н о в ъ  п р и р о д ы н е и з м е н я е т с я .  
Напр., можно соответственно описанной фигуре и f  
назвать временемъ, но тогда необходимо определить 
пространство многообраз1емъ трехъ параметровъ—ж', 
у, Z и тогда физическ1е законы будутъ выражаться 
посредствомъ а', у, z, t совершенно въ той же форме, 
какъ и посредствомъ х, у, z, t. Мы будемъ, такимъ 
образомъ,иметь въ Mipe не определенное простран
ство, но безконечное множество пространствъ подобно 
тому, какъ въ пространстве трехъ измерешй суще- 
ствуетъ безконечное множество плоскостей. Геометр 1 я
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трехъ изм'Ьрен1й становится главою физики четырехъ 
изм-Ьрен1й. Вы понимаете теперь, что я им-Ьлъ осно' 
ваше сказать въ самомъ началПЬ, что пространство и 
время должны обратиться въ т-Ьни и только м1ръ 
остается въ его ц1зломъ.

II. ■

Теперь является вопросъ, каюя явлешя вынуждаютъ 
насъ къ видоизм'Ьненному понимашю пространства и 
времени, не противор-Ьчитъ ли оно фактамъ, наконецъ, 
доставляетъ ли оно преимущества для описатя яв- 
лен1я.

Прежде ч-Ьмъ мы займемся этими вопросами, сд-Ь- 
лаемъ одно важное зам-Ьчан1е. Если мы какъ-нибудь 
индивидуализируемъ пространство и время, то покою- 
щей ся субстанц1альной точк-fe будетъ соотв-Ьтствовать, 
какъ м1ровая лишя, лишя, параллельная t-ocvi, дви
гающейся равном1зрно субстанщальной точк'Ь,— лишя, 
наклоненная къ i-оси, неравном-Ьрно двигающейся 
субстанщальной точк-fe— какая-либо искривленная м1- 
ровая лишя. Если мы будемъ разсматривать въ какой- 
либо M ip o B o ft  точк-Ь X, у, Z, t проходящую тамъ м1ровую 
линiю и найдемъ ее параллельною съ какимъ-нибудь 
paдiycoмъ-вeктopoмъ О А ' вышеупомянутой гиперболо- 
идной полы, то мы можемъ ввести О А ', какъ новую ось 
времени, а тогда при этихъ новыхъ опред15лешяхъ про
странства и времени субстанщя представляется по- 
коющеюся въ соотв^Ьтствующей м1ровой точк-fe. Мы 
можемъ, такимъ образомъ, ввести сл-Ьдующую основную 
аксюму:

С у щ е с т в у ю щ а я  в ъ  к а к о й - л и б о  м 1 р о в о й  
т о ч к -fe с у б с т а н ц 1 я  м о ж е т ъ  б ы т ь  в с е г д а  
р а з с м а т р и в а е м а ,  к а к ъ  п о к о ю щ а я с я  п р и  
п о д х о д я  щ е м ъ  в ы б о р -fe п р о с т р а н с т в а  и в р е 
ме н и.

ПРОСТРАНСТВО и ВРЕМЯ. 7
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Аксюма означаетъ, что въ каждой м1ровой точк-fe 

выражен1е
c4t^— d x ^ -ih f-d z ^

полож ительно или,— что равнозначущ е,— каждая ско
рость V мен-fee с. Поэтому с является верхнимъ пред-Ь- 
ломъ вс1 5 хъ субстанщальныхъ скоростей, и въ этомъ 
лежитъ глубокое значеше величины с. Въ этомъ дру- 
гом ъ  П0ниман1и акс1ома насъ  ч-Ьмъ-то при первомъ 

впечатл-Ьши не удовлетворяетъ. Но нужно принять 
во вниман1е, что можно построить видоизм-Ьненную 
механику, въ которую будетъ входить квадратный 
корень изъ даннаго дифференц1альнаго выражешя 2-ой 
степени, т. ч. явления, въ которыхъ скорость превос- 
ходитъ скорость св-Ьта. будутъ играть ту же роль, 
какую въ геометр1и им-Ьютъ фигуры съ мнимыми коор

динатами.
Поводомъ и истинной побудительною причинои къ 

введен1ю группы G„ послужило то обстоятельство, что 
дифференщальное ypasHenie распространенш св-feTo- 
выхъ волнъ въ пустомъ пространств^ им-Ьетъ группу

G. 1).
Съ другой стороны, П0 НЯТ1 6  о твердыхъ т-Ьлахъ 

им-Ьетъ смыслъ только въ механик'Ь съ группою Goo. 
При существованш съ одной стороны оптики съ О» и 
съ другой стороны — твердыхъ т-Ьлъ, оказалось-бы, 
что дв-fe гиперболоидныя полы, соотв-1зтствуюш,1Я G . и 
G ^  опред-Ьляютъ совм-Ьстно особенное направлен1е, 
и это им-Ьло-бы сл-1здств1емъ, что при подходящихъ 
неподвижныхъ оптическихъ инструментахъ въ обсер- 
ватор1и можно было бы зам-Ьтить изм'Ьнен1е явленш 
при различномъ ор1ентирован1и по отношен1ю къ по
ступательному движен1ю земли. Однако, всЬ направ-

1) А.  E i n s t e i n ,  Ann. d. Phys, 17, 190Ь, p. 801; Jahrb. d. 

Radioaklivitat und E lektron ik  4. 1907, p. 4И .
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ленныя къ этой ц-Ьли старашя, въ особенности зна
менитый опытъ Михельсона съ ннтерференщей, им-Ьли 
отрицательный результатъ.

Для объяснен1я этого факта Г. А . Лоренцъ и далъ 
гипотезу, усгтЬхъ которой зависитъ именно отъ выте
кающей изъ нея инвар1антности оптики для группъ 
Ge. По Лоренцу каждое т-{5ло, им-Ьющее движен1е, 
должно испытывать въ направлен1и движен1я укоро- 
4enie, величина котораго выражается при скорости v 
отношен1емъ

ПРОСТРАНСТВО И ВРЕМЯ. 9

Эта гипотеза кажется крайне фантастическою. Ибо 
сжиман1е является не cл'feдcтвieмъ сопротивлен 1я эфира, 
но подаркомъ свыше, обстоятельствомъ, сопровождаю- 
ищм'ь ео ipso движен1е.

Я хочу показать теперь на нашей фигур'Ь, что 
гипотеза Лоренца вполн-fe эквивалентна съ но- 
вымь пониман1емъ пространства и времени, благодаря 
которому она становится много понятн-Ье. Если мы 
для простоты отв.течемся отъ у w г, представимъ ce6 fe 
пространственный М1 ръ одного изм'Ьрентя, то дв'Ь па- 
раллельныя полосы, изъ которыхъ одна вертикальна, 
какъ ось t, а другая наклонена къ оси t (см. фиг. 1), 
являютъ изъ себя образы съ одной стороны по- 
коющагося, съ другой стороны—paBHOM"fepHO двигаю- 
щагося т-бла, причемъ и то, и другое сохраняетъ 
постоянное пространственное протяжен1е. Если О А ' 
параллельно второй полос15, то мы можемъ ввести 
какъ время, и х ', какъ пространственную коорди
нату, и тогда второе т-Ьло будетъ казаться покою- 
щимся, а первое—равном-fepHO двигающимся. Мы при- 
нимаемъ теперь, что первое Т 'Ьло, разсматриваемое 
какъ покою1цееся, имЬетъ длину I, т. е. поперечное



c-tHenie РР первой полосы есть Ш С ,  гд+> ОС есть 
масштабъ — единица на оси ж, и что, съ другой сто
роны, второе Т'Ьло, разсматриваемое какъ покоющееся, 
им-Ьетъ ту-же длину I; сл-Ьдовательно, поперечное cii- 
nenie второй полосы, параллельное оси ж' Q 'Q '=  l .O C  

Мы им'Ьемъ такимъ образомъ въ этихъ двухъ Т"Ьлахъ 
образы двухъ равныхь Лоренцовскихъ электроновъ, 
одного—покоющагося, другого— равном'Ьрно двигающа- 
гося. Если мы будемъ держаться первоначальныхъ 
координатъ X, t, то за протяжете второго электрона 
нужно принять поперечное c-feqenie Q Q  его  соотв-Ьт- 
ствующей полосы, параллельное оси х. Н о  очевидно, 
что если Q 'Q ' =  l.O C , то QQ =  ?.OD'. Легкое вычи- 
слеше показываетъ, что, полагая dxjdt для второй по

лосы равнымъ V, им-Ьемъ O D '= O C . | /  1 __________ сл15-

довательно. PP;Q Q  =  i : | /  Въ этомъ и со-

стоитъ идея Лоренцовской гипотезы о сжат1и элек
троновъ при движен1и. Если мы будемъ, съ другой 
стороны, разсматривать второй электронъ,'  какъ по- 
коюццйся, т, е. примемъ за основную систему, систему 
X , t ,  то для перваго мы должны будемъ считать дли
ной с-Ьчен1е Р 'Р ' его полосЬ параллельное ОС, и мы 
найдемъ, что первый электронъ укоротится по отно- 
шен1ю ко второму въ томъ же самомъ отношен1и. Д'Ьй- 
ствительно, фигура показываетъ, что P 'P ' =  Q'Q' =  
O D :O C ' =  OD': ОС =  QQ; PP. Лоренцъ назвалъ комби- 
нащю f  отъ ж и < м'Ьстнымъ временемъ равном-Ьрно дви- 
гающагося электрона и употреблялъ физическую интер- 
претащю этого поняля для лучшаго объяснешя гипо
тезы сжат1’я. Но только А . Эйнштейну принадлежитъ 
заслуга отчетливо признать, что время одного элек
трона такъ же хорошо, какъ и время другого, т. е.

ГЕРМАНЪ МИНКОВСКГЙ.



ПРОСТРАНСТВО И ВРЕМЯ.

t И f  ДОЛЖНЫ разсматриваться, какъ раннозиачуийя <

Этимъ самымъ время лишалось своего значешя по- 
нят1я, однозначно оаред-Ьдяемаго явлен1ями. Но ни 
Эйнштейнъ, ни Лоренцъ не колебали понятш о про- 
странств-fe, можетъ быть, потому, но что въ разсматри- 
ваемомъ спещальномъ преобразован1и, въ которомъ 
плоскость х' f  совпадаетъ съ плоскостью х, t, возможно 
толкован1е, что ось х  пространства остается неиз- 
м-Ьнною въ своемъ пoлoжeнiи. Только см-Ьлость со
временной математической мысли можетъ подвинуть 
къ свободному обращешю съ понят1емъ о простран- 
ств-Ь. Но посл-Ь этого новаго шага, неизб-Ьжиаго, од
нако, для правильнаго пониман1я группы G ,̂ назван1 е 
п о с т у л а т у м а  о т н о с и т е л ь н о с т и  для требова- 
н1я инвар1антности относительно группы G„ кажется 
MH-fe слишкомъ бл-Ьднымъ. Смыслъ постулатума со- 
стоитъ въ томъ, что явлешя даютъ только м1ръ 4 
изм-Ьрен1 Й пространства и времени, но что касается до 
проэк1Цй этого Mipa отд'Ьльно иъ пространств'Ь, или 
по времени, то въ образован1и ихъ мы можемъ поль
зоваться изв-Ьстною свободою. По этой причин-Ь я 
предложилъ-бы для этого утвержден1я скор Ье названа 
п о с т у л а т у м а  а б с о л ю т н а г о  м1ра (короче, м1- 

рового постулат^'ма).

III.

Благодаря м1ровому постулатуму становится воз
можно вполн-Ь одинаковое разсмотр^н^е четырехъ ко- 
ординатъ X, у, Z, t и черезъ это выигрываютъ въ удо- 
бопонимаемости формы, въ которыхъ выражаются фи- 
зичесше законы. Прежде всего пр1обр'Ьтаетъ p-fesKifl 

■ очерташя понят1е объ ускорен1и.

1) А.  E i n s t e i n ,  Ann. d. Phys. 17, 190Ь, p. Jalirb. d. Radio- 

aktivitat und Elektroniic 4. 1907, p. ^U-
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Я буду пользоваться геометрическимъ способомъ 
выражен1я, который тотчасъ навязывается, какъ только 
въ тройк-Ь X, у, г  мы откажемся молчаливо отъ коор
динаты г. Я  выбираю произвольную м1ровую точку О 
за нулевую точку пространства— времени. Конусъ 
сЧ-—х —̂ —/-==0 съ вершиною О (фиг. 2); фигура со-

стоитъ изъ двухъ частей соотв"Ьтственно тому, будетъ ли 
f >  О или <  0. Первая пола— конусъ, npeflmecTByromift 

точк-Ь О (V o rk eg e l), состоитъ, какъ мы будемъ г о 
ворить, изъ вс-Ьхъ м1ровыхъ точекъ, „посылающихъ 
св'Ьтъ въ 0 “ : второй конусъ, посл-Ьдую1ц1й за точ
кою О (N a ch k ege l),— изъ вс-Ьхъ м1ровыхъ точекъ, „по- 
лучающихъ св-Ьтъ изъ 0 “ . Область, ограниченная 
только предшествующимъ конусомъ, будетъ обозна
чаться, какъ находящаяся по сю с т о р о н у  О; огра
ниченная же посл15дующимъ конусомъ по  т у  с то -  
рону О— находится уже разсмотр Ьнная гиперболоидная 
пола

F =  C2<2— г/2_г.2=:1^  ̂>  Q.

Область м е ж д у  к о н у с а м и  наполнена однополыми 
гиперболоидными образами— F =  у'̂  г ^ -с Ч -  =
при чемъ можетъ принимать вс-Ь постоянныя поло- 
жительныя значен1я. Особую важность для насъ пред- 
ставляютъ гиперболы, лежаш,1я на этихъ образахъ и 
имЬюния центромъ точку О. Отд-Ьльныя в-Ьтви этихъ



гиперболъ можно назвать п р о м е ж у т о ч н ы м и  г и 
п е р б о л а м и  ц е н т р а  О. Подобная в-Ьтвь гипер
болы, разсматриваемая какъ MipoBan лин1 я субстан- 
хцальной точки, представляетъ двилсен1е, въ которомъ 
скорость для « =  — оо и для < =  ассимптотически 
приближается къ скорости св-fera.
» Если по аналог1и съ понят1емъ о вектор-fe въ про- 
странств-fe мы будемъ называть направленный отр-fe- 
зокъ въ многообразш х, у, г, t векторомъ, то мы мо- 
жемъ различать между в р е м я - в е к т о р а м и  съ на- 
правлен1емъ отъ О къ полк =  <>0  и про-
с т р а н с т в о - в е к т о р а м и  съ направлен1 ями отъ О 
к ъ — F = l .  Ось времени можетъ идти параллельно 
съ каждымъ векторомъ перваго рода. Каждая м]ровая 
точка между предшествующимъ и посл-Ьдующимъ ко
нусами точки О, при подходящемъ выбор-Ь, можетъ 
считаться равновременной съ О, а также и бол-fee ран
нею и бол'Ье позднею, ч'Ьмъ О. Каждая мировая точка 
ло  сю сторону О всегда непрем-Ьнно ран-Ье, ч-Ьмъ О, а 
каждая м1ровая точка по ту сторону О непрем-Ьнно 
позже, ч-Ьмъ О. Переходу къ пред-Ьлу для с =  оосоэт- 
в-Ьтствовало бы полному сжат1ю клинообразной части, 
расположенной между конусами, въ плоское много- 
образ1е t =  0 .  Въ рисункахъ конусы им-Ьютъ нарочито 
различную ширину.

Произвольный векторъ, напр., отъ О къ (ж, у, г, t) 
мы разлагаемъ на четыре с о с т а в л я ю щ i я ж, у, г, t. 
Если направлен1 я двухъ векторовъ совпадаютъ съ на- 
правлен1ями рад1уса вектора O R  изъ О къ одной изъ 
поверхностей +  F =  1 и касательной RS въ точк-fe И, 
соотв-Ьтствующей поверхности, то векторы будутъ 
называться н о р м а л ь н ы м и .  Поэтому услов 1 е, чтобы 
векторы съ составляющими х, у, г, t и х ,̂ у̂ , f,,
были взаимно нормальны, выражается 

сЧ(^— xxi ~ уу —̂ =  0.

ПРОСТРАНСТВО И ВРЕМЯ. 13
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Л,ля абсолютныхъ величинъ векторовъ различныхъ 
нaпpaвлeнiй должны быть фиксированы масштабы (еди
ницы изм'Ьрен1я), такъ что пространство-вектору отъ 
О къ — F = 1  приписывается абсолютная величина 1, 
а время-вектору отъ О къ -|-F =  1, < >  0... абсолютная 

1
величина —  .

с •
Если представимъ себ-fe теперь въ м1ровой точк'Ь 

Р (ж, г/, Z, t) проходящую М1 ровую лин1ю субстан 1иаль- 
ной точки, то элементу пространство-вектора dx, dy, 
dz, dt будетъ въ направлен1и лин1и соотв-Ьтствовать 
абсолютная величина

dx =  — dx^—dy^— dz‘\

Интегралъ J  =  взятый на м1ровой лиши отъ 
фиксированной исходной точки Pq до перем1знной ко
нечной точки Р,МЫ назовемъ с о б с т в е н н ы м ъ  вре-  
м е н е м ъ  субстанщальной точки въ ср. На м1ровой 
линш мы разсматриваемъ х, у, z, t, т. е. составляющ1я 
вектора ОР, какъ функ1пи собственнаго времени т, 
обозначаемъ ихъ первыя производныя по х символами 

X, у, Z, i, вторыя производныя по т ж, у, г, < и назы- 
ваемъ cooTB-feTCTByromie векторы: производную вектора 
О Р по т в е к т о р о м ъ  д в и л { е н 1 Я въ Р  и производ
ную этого в е к т о р а  д в и ж е н 1 я  по т в е к т о р о м ъ  
у с к о р е н 1 я  въ Р. При этомъ им-Ьютъ M'fecTo ра- 
ренства

— х^— у —̂ =  с 

c 4 t — X X —  у у  — Z Z  —  О,

т. е. векторъ двил(ен1я есть время-векторъ, взятый въ 
направлен1и м]ровой лиши въ точк'Ь Р и им'Ьющш 
абсолютною величиною 1; векторъ ускорешя норма-
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и есть всегда про-ленъ къ вектору движен1 я въ 
странство-векторъ.

Существз^етъ, какъ 
легко вид-Ьть, опред-Ь- 
ленная в-Ьтвь гипербо- 

V лы, им'Ьющая съ Mipo- 
вою лишею въ Р  три 
безконечно близк1я точ
ки, которой ассимптоты ,■
суть образующ 1 я пред- '
шествующаго и посл-fe- \ l iu  
дующаго конусовъ. \ ,|i \\
Назовемъ эту в1;твь 
гиперболы гиперболою 
кривизны въ точк’Ь Р  
(см. ниже фиг. 3). Если 
М есть центръ этой 
гиперболы, то мыим-Ь. 
емъ такимъ образомъ

Ре».я З . .Р  е с ь  »ек.ор ‘1 в . „ " L ' ;  

абсолютная величина есть

Если о:, у, у суть Bc-fe BM-fecT-fe О. т о - г и п е о

Фнг. 3.

IV.

rp y m 'f G ■=y™ecTB0»a„i,



же1пя о существован1 И этой группы. Этотъ пере- 
смотръ въ изв-Ьстномъ объем-fe оказался усп-Ьшнымъ 
въ области вопросовъ термодинамики и лучеиспу- 
cKaiiiHi), для электромагнитныхъ явлешй, наконецъ, для
механики при у с л о в 1 и  удержан1я понятш о масс-Ь'!).

;1,ля последней области необходимо поставить сл-Ь% 
дующ1й вопросъ; Если сила, им-Ьющая составляющими 
но пространственнымъ осямъ X, Y, Z, приложена къ 
Mipopoft TOMK-fe Р (ж, у, г, <), причемъ векторъ движенш 

есть (X, у, к  i), то какъ изм-Ьняется эта сила при 
преобразован1и основной системы?

Но мы знаемъ, что существуютъ изв-Ьстныя поло- 
жен1я. подтвержденныя опытомъ по отношенш къ пон- 
деромоторнымъ силамъ въ электромагнитномъ пол'Ь 
въ такихъ случаяхъ, въ которыхъ необходимо допу
стить существован1е группы G,. Эти положенш ведутъ 
къ простому правилу; При изм-Ьнен1и основной си
стемы данная сила преобразуется въ новыхъ про- 
странственныхъ координатахъ въ иную силу, такъ что 
при этомъ сохраняется неизм'Ьпнымъ соотв^тствующп! 

векторъ, им'Ьющ!й составляюпшми <Х, <Y, tZ, tT , гд-b

T  =  i ( j X  +  | Y + 4 - z ) ,

т. e. р а з д ' Ь л е н н а я  на  р а б о т а  с и л ы  въм1-  
р о в о й  т о ч к -fe. Этотъ векторъ всегда нормаленъ къ 
вектору движен1я въ точк-fe Р. Такой силовой векторъ, 
соотв-ктствующ1Й сил-fe въ точк-fe Р, будетъ называться 
д в и г а ю т  и м ъ  с и л о в ы м ъ  в е к т о р о м ъ в ъ Р .

1) М. P l a n c k .  Zur Dynamik bew egter Systeme, Berl. Her.
1907, p. 542 (auch Ann, d. Phys. 1908, p. 1).

2) H. M i n к о w s к i. Die Cnmdgleichungen far die elektro- 
magnetischen Vorgange in bewegten Korpern (изд. проф. Блю- 

менталя) c ip . 4Ь.
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Пусть теперь м1ровая лин1я, проходящая черезъ Р, 
описывается субстанц!альною точкою съ постоянной 
механической массой т. Пусть ш кратный векторъ 
двин{ен1я въ Р  называется в е к т о р о м ъ  и м п у л ь с а  
въ Р, т-кратный в е к т о р ъ  у с к о р е н 1 я  в ъ Р  назы
вается с и л о в ы м ъ  в е к т о р о м ъ  д в и же н 1 я  въ Р. 
По этимъ опредЪлен1ямъ законъ движешя массы-  
точки при данномъ движущемъ силовомъ вектор-fe вы
ражается сл-Ьдующимъ образомъ!):

С и л о в о й  в е к т о р ъ  д в и ж е н 1 я р а в е н ъ д в и -  
г а ю щ е м у  с и л о в о м у  в е к т о р у .

Это положеше связываетъ вм-Ьст-Ь четыре уравне- 
н1я для составляюлшхъ по четыремъ осямъ, причемъ 
четвертое является cл■i5дcтвieмъ трехъ другихъ, такъ 
какъ оба упомянутыхъ вектора нормальны къ вектору 
движешя. Всл’Ьд‘ств1е выше даннаго значен1я Т  четвер
тое представляетъ, несомненно, теорему энерпи. При 
этомъ кинетическая энерпя массовой точки опредк- 
ляется какъ o'*—краткая составляющая вектора импульса 
по оси t. Соотв-Ьтствующее выражен1е ея есть

(It тс-
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т. е, по исключеши прибавочной постоянной тс"- вы- 

раженхе механики Ньютона съ точностью до

величинъ порядка выше При этомъ очень нагляд-

ною является зависимость энерпи отъ основной си
стемы. Но такъ какъ г̂ -ось можетъ идти въ направ-

1) Н. M i n k o w s k i ,  тамъ-же см. также М. P l a n c k  Verh 
d. Physik, Ges. 4, p. 136, 1906.

(Ю В ^ Я  ИДКН CE. V. 2

т п я л ь н а я  Н а у ч н .  i 

у ч и о н а я  б 1^ Г ) л и о т е к "



лен1и каждаго время-вектора, то теорема энергш съ 
flpyroii стороны, прилагая ее ко всякой возможной 
основной систем-fe, уже заключаетъ въ себ-fe всю си
стему уравнен!й движен1я. Этотъ фактъ сохраняетъ 
свое значен!е для акс1оматическаго построен1я меха
ники и въ пред1?льномъ случа'Ь с = о о  и въ этомъ смыслЪ 
уже обратилъ на себя вниман1 е г. Шютца )̂.

Можно а priori такъ выбрать соотношен1е между 
единицею длины и единицею скорости t, что естествен
ная граница скорости с будетъ равна 1. Если при 

этомъ ввести вм-fecTo t S ~ У  t, то квадратичное 
дифференшальное выражеше

dx^=—dx^—dtj'̂ —dz^—dŝ

оказывается вполн-Ь симметричнымъ но отношен1ю къ 
X, у, Z, S тл эта симметр1я переносится на кан(дый. за- 
конъ, не противор'Ьчаиий м1ровому постулатуму. П о
этому существо этого постулатума можно выразить 
мистическою формулою

ЗЛО® Ктт=У — 1. see.

V.

Преимущества, доставляемыя м!ровымъ постулату- 
момъ, обнаруживаются съ особенною ясностью при 
изучен1и д-Ьйств1й по Teopin Максвелля-Лоренца, исхо- 
дящихъ отъ произвольнаго подвижнаго точечнаго 
заряда.

Вообразимъ м!ровую лшпю подобнаго им'Ьющаго 
форму точки электрона е и будемъ разсматривать на 
ней собственное время т отъ какой-нибудь начальной 
точки. Чтобы имЪть поле, производимое электрономъ

J, R. . S c h a t z ,  Das Princip der absoluter Krhaltiing (iev 
Eiiergic. Gottinger Nachr. 1897, p. 110.
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въ произвольной MipoBoii точк-fe Pj, построимъ пред- 
шествующ1й конусъ, соотв’Ьтствующш Pj. Онъ встр'Ь- 
чаетъ неопред’15ленную м1ровую лин1ю электрона, оче
видно, въ одной единственной точк'Ь Р, такъ какъ ея 
направлен1я суть повсюду направлешя время-векто- 
ровъ.

Мы нроводимъ въ Р  касательную къ м1ровой линш 
и строимъ черезъ Pj къ этой касательной нормаль 

Pi Q.
Пусть абсолютная величина Pj есть г. Тогда по 

опред-Ьлешю предшествующаго конуса абсолютная 
т

величина PQ, есть В е к т о р ъ  в ъ  н а п р а в л е н 1 и
С

Р^,  и м ' Ь ю щ] й  а б с о л ю т н о ю  в е л и ч и н о ю — ,

д а е т ъ  в ъ  с в о и х ъ  с о с т а в  л я ю н ^ и х ъ п о о с я м ъ  
ж, 2/, в е к т о р ъ — п о т е н 1п а л ъ  в ъ  т о ч к ' Ь  Pj, 
у м н о ж е н н ы й  на  с; е г о ж е с о с т а в л я ю щ а я  по  
в р е м е н и  t р а в н а  с к а л я р н о м у  п о т е н 1п а л у  
п о л я ,  в о з б у ж д е н н а г о  э л е к т р о н о м ъ  е в ъ т о й  
же  т о ч к  +. Р .̂ Въ этомъ состоять элементарные за
коны Jlienapo и Вихерта ').

При описан1и поля, вызываемаго электрономъ, ока
зывается, что разд-Ьлен1е поля на электрическую и 
магнитную силы есть разд15леше относительное и за- 
виситъ отъ избранной оси времени; наибол-Ье ц-Ьле- 
сообразно разсматривать одновременно об-Ь силы, 
руководствуясь при этомъ изв-Ьстною, хотя и не пол
ною, аналопею съ силовымъ винтомъ механики.

Я опишу теперь пондеромоторное д-Ьйств1е произ-

1) А. L  i ё п а г d. Champ 61ectrique et magnetique produit par 
line charge roncentree eu un point et animee d’un mouvement 
quelconque, L ’Knlairage electrique 10 (1898), p. 5, ЬЗ, 106. W  i e- 
c h e r t ,  Elektrodynamische Elementargesetze, Arch. пёег1. (2), b 
(1900), p. 549,
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ВОЛЬНО движущагося точечнаго заряда на другой про
извольно движуицися точечный зарядъ.

Вообразимъ черезъ м1ровую точку Pj м!ровую лин1ю 
второго точечнаго электрона заряда е̂ . Мы опред-Ь- 
ляемъ Р, Q, г какъ раньше, строимъ зат-Ьмъ центръ 
гиперболы кривизны въ точк-fe Р, наконецъ, опускаемъ 
нормаль ]^N изъ точки М къ прямой, проходящей че
резъ Р и параллельной къ QPi. Мы проводимъ зат-Ьмъ, 
принимая Р за начало, основную систему сл'Ьдующимъ 
образомъ: ось въ направлен1и PQ, о;— ось въ на-
правлен1и MN, посл'Ь чего направлен1 е оси г  опред-fe- 
ляется какъ нормальное къ осямъ ж, у, t. Пусть век- 

торъ ycKopenin въ Р есть ж, у, z, V, векторъ движе- 

тя въ Pi есть х, у, z, t.
Тогда движунцй силовой векторъ перваго произ- 

вольнаго движущагося электрона е на второй произ
вольно движущ1йся электронъ въ Pj выражается

f  ;
( ' ' - т

к , причемъдля трехъ составляющихъ Ка;, Ку, Kz век
тора К им'Ьютъ м'Ьсто отношен{я

cKt ~ К х =  ~  Ку =  Ку  =  О,

и, наконецъ, этотъ векторъ К нормаленъ къ вектору 
движен1я въ Pj, и только этимъ находится въ зависи
мости отъ этого посл-Ьдняго вектора движен1я.

Если мы сравнимъ съ этою формулировкою друг1я 
ран'Ье данныя того же элементарнаго закона взлим- 
наго пондеромоторнаго д'Ьйстб1я двигающихся точеч-

20 ГЕРМАНЪ МИНК0ВСК1Й.
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ныхъ зарядовъ, то нельзя будетъ не признать, что 
разсматриваемыя отношен1я проявляютъ свою полную 
простоту только въ четырехъ измЬрен1яхъ и, напро- 
тивъ, даютъ весьма запутанную проэкщю на а priori 
насильственно навязанное трехм-Ьрисе пространство.

Въ механик'Ь, преобразованной соотв-Ьтственно 
MipoBOMy постулатуму, пропадаютъ дисгармон1и меха
ники Ньютона и современной электродинамики. Я 
коснусь еще отношен1я з а к о н а  п р и т я ж е н 1 я  Н ь ю 
т о н а  къ этому постулатуму.

Я допущу, что когда дв15 массовыя точки т, иг, 
описываютъ ихъ м^ровыя лин1и, то отъ тк ъ га , идетъ 
двигающ1 и силовой векторъ, котораго выражен1е со- 
впадаетъ съ вышеданнымъ для случая электроновъ, 
только съ изм'Ьнен1емъ—ее, на -\-тт^.

Мы разсматриваемъ теперь спещально случай, когда 
векторъ ускорешя т постоянно есть нуль, причемъ 
мы можемъ ввести t такъ, что т можно считать по- 
коющимся; происходить только движен1е т подъ вл1я- 
шемъ исходящаго изъ шдвижущаго силового вектора.

Если мы видоизм-Ьнимъ теперь этоть векторъ при-

бавлешя фактора 1----- который обра

щается въ 1 съ точностью до величинъ порядка - то
С“

оказывается i), что для положения х, у, z массовой 
точки иг, и его H3M-bHeHiH во времени получаются 
снова законы Кеплера, если только зам-Ьнить времена 
<1 м-Ьстными временами т, массовой точки т ,. Такимъ 
образомъ оказывается, что предложенный законъ при- 
тяжешя въ связи съ новою механикою не мен-Ье при- 
способленъ къ объяснешю астрономическихъ наблю-
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ден1й, ч-Ьмъ законъ. Ньютона, соединенный съ Ньюто
новою механикою.

Точно также и осиовныя уравнен1я для электро- 
магнитныхъ явлен1й въ в-Ьсомыхъ Т’Ьлахъ подчиняются 
вполн-fe MipoBOMy постулатуму. Даже данный Лорен- 
цомъ выводъ этихъ уравнен1й на основан1и представ- 
лен1й электронной теор1и нисколько не долженъбыть 
отброшенъ, какъ я это покажу въ другомъ мЬст-Ь.

Не подлежащая исключен1ямъ прим-Ьнимость м1ро- 
вого постулатума, какъ я думаю, составляетъ истин
ную сущность той электромагнитной картины M ip a , 

которая была на1 1дена Лоренцомъ, развита Эйнштей* 
номъ и въ настоящее время выясняется все’ бол-fee и 
бол'Ье.

При дальн-Ьйшемъ развит1н математическихъ сл-i^- 
ствШ найдется достаточное число указан1й для опыт
ной пров-Ьрки постулатума, и тогда и T-fe, которымъ 
тяжело и nenp iflTH o разставаться съ привычными воз- 
зр-Ьшями, примирятся съ новыми идеями на мысли о 
предустановленной гармон1и между чистою матема
тикой и физикой.

Перев. npocj). А. Наспльевъ.
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yi. Ла\?э.

Принципъ отноеительности.

§ 1. П р и н ц и п ъ  о т н о с и т е л ь н о с т и  Н ь ю т о 
н о в о й  м е х а н и к и .

Процессы, составляющ1е предметъ физики, проис- 
ходятъ въ пространств-fe и во времени. Мы устанавли- 
ваемъ какое-нибудь событ1е путемъ опред'Ьлен1я его 
м'Ьстоположен1я и момента его наступлен1я. Научнымъ 
образомъ это опред'Ьлен1е происходить путемъ ука- 
зaнiя четырехъ чиселъ; одно изъ нихъ даетъ время (О, 
отсчитываемое отъ н-Ькоторой условной нулевой точки, 
три другихъ представляютъ „координаты" м-fecTa. Въ 
дальн-Ьйшемъ мы будемъ всегда им-Ьть въ виду Декар
товы координаты (ж, у, г), дающ!я три разстояшя ка
кой-нибудь точки отъ трехъ взаимно-перпендикуляр- 
ныхъ плоскостей. M-fecra перес Ьчен1я этихъ трехъ пло
скостей представляютъ три оси координатъ; он-fe обра- 
зуютъ такъ называемый осевой крестъ (Achsenkreuz), 
Осевой крестъ также надо установить заран-fee. Сово
купность этихъ соглашен1й опред-Ьляетъ для насъ 
„систему пространства - времени", къ которой мы от- 
носимъ и отъ которой мы отсчитываемъ наши указа- 
тя. Поэтому говорятъ также о „систем-к отсчета" 
(Bezugssystem). Вопросъ о томъ, какь ее установить, 
приводитъ къ Teop iH  относительности.



Было бы напрасно пытаться сд'Ьлать зд-fecb выборъ 
чисто логическимъ* путемъ i). Bel? возможный согла- 
шен1я приводятъ въ принцип-fe къ однимъ и Т'Ьмъ же 
результатамъ ужъ по тому одному, что указан1я, отне- 
сеиныя къ одной систем+, пространства-времени, можно 
выразить въ символахъ другой системы,^азъ даны взаим- 
ныя отношения об'Ьихъ системъ. Въ выбор Ь зд-Ьсь мо- 
гутъ помочь лишь соображен1я д-Ьлесообразности въ 
связи съ данными опыта. Такъ, наприм-Ьръ, изъ опыта 
мы знаемъ, что при надлежащемъ выбор15 системы 
отсчета т-Ьло, предоставленное самому себ'Ь, сохраняетъ 
напраЕлен1е и величину своей переносной скорости; 
его траэктор1я является поэтому прямой лин1ей. Вы
бранный таким.ъ образомъ осевой крестъ называютъ, 
согласно 3 е й л и г е р у, инершальной системой, потому 
что въ ней им"Ьетъ м-Ьсто принципъ инерц1и. А  тре- 
бован1я, чтобы въ равныя времена проходились рав
ные отр-Ьзки, даетъ возможность всегда воспроизвести 
единицу времени. Если бы, напротивъ, мы взяли осе
вой крестъ, находящ1йся во вращательномъ движен1и 
по отношен1ю къ первому, то это не им-Ьло бы уже 
бол'Ье мЬста. Ужъ напередъ кажется в-Ьроятнымъ, что 
употреблеше первой системы приводитъ къ болЬе 
простой формулировк-Ь законовъ механики, ч-Ьмъ при- 
M-feHenie второй системы. II, д-Ьйствительно, опытъ по- 
казываетъ, что въ этомъ случай всю механику можно 
свести къ простому закону, прим^нямому прежде всего 
къ движен1ю матер1альной точки (Massenpunkt):

1) Сила =  масса X  y cK op en ie .

Масса при этомъ является неизм-кнной величиной, ха
рактеризующей матер1альную точку.

Фактически, разум-Ьется, невозможно установить

*) Ср. наирим'Ьрь, часть I работы А л о и з а  М ю л л е р а  „L)as 
Problem des absoluten Kaumes und seine Heziehung ziiin allge- 
ineinen Raumproblom“ . Braunschweig. 1911.
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какую-нибудь инерщальную систему путемъ наблюде- 
1ПЯ движен1й предоставленныхъ самимъ себ"1> т-Ьдъ, 
потому что въ нашемъ распоряжен1и не им-Ьется по- 
добныхъ Т"Ьлъ. Въ астроном1 И, наприм'Ьръ, весьма часто 
пользуются осевымъ крестомъ, центръ котораго нахо
дится въ солнцЬ, а оси опред-Ьляются прямыми, на
правленными къ неподвижнымъ Зв'Ьздамъ, не им-Ью. 
П1,имъ собственнаго движен1я. Но выборъ этотъ оправ
дывается лишь гЬмъ фактомъ, что въ пред'Ьлахъ до
ступной намъ точности въ этой систем-Ь им-Ьетъ д-Ьй- 
ствительно мЪсто основное уравнен1е 1) механики, что 
доказывается сравнен1емъ выводовъ изъ него съ опы- 
томъ. I I  если бы даже можно было осуществить раз- 
смотр-Ьнный выше способъ, то установлен1е инерц1аль- 
ной системы все-таки страдало бы отъ неточности, не
избежно связанной со всякимъ эмпирическимъ опред Ь- 
лен1емъ. Поэтому инерц1альной системы никогда нельзя . 
опред'Ьлить вполн'Ь точно, но можно лишь путемъ по
вторных ьнаблюден1й опред-ЬлятьеевсеточнЬе иточн Ье.

По прим-Ьнимо ли, по крайней м"Ьр+>, о п ре д - Ьл е -  
n i e  инерц1альной системы къ одной единственной си- 
стем'Ь отсчета? Должны ли мы при постоянно повто- 
ряюш,емся приближеши пр1йти въ конп-Ь-концовъ къ 
одной опред-Ьленной систем-fe? Нисколько. Уже форму
лировка основного закона пОказываетъ, что не суще- 
ствуетъ ни исключительныхъ направленш для силы, 
ни исключительныхъ м-Ьстъ для положен1я матер1аль- 
ной точки. Для механики, какъ и для физики вообще, 
bcIj направлен1я и точки въ пространств Ь равноп Ьнны, 
поэтому можно произвольнымъ образомь выбрать на
чальную точку системы координатъ и направлен1Я ея 
осей. Системы отсчета, получающ 1яся изъ н15КОТорой 
инер1иальиой системы путемъ перем-Ьщен1я началь
ной точки и вращен1я осевого креста, вполн-Ь равно- 
ц-Ьнны этой первоначальной систем^, такъ что впредь
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мы будемъ обозначать совокупность ихъ, какъ одну 
единственную систему отсчета. Этотъ способъ обо- 
значен1я ми сохранимъ также въ § 3 и сл Ьд. Названныя 
выше изм'Ьнен1я представляютъ чисто математичесюя 
операщи, не им'Ьющ1я никакого физическаго значен1я.

Мо даже и при этомъ словоупотреблен1и суще- 
ствуетъ не о д н а  лишь система отсчета, но ц'Ьлая 
группа ихъ. Вообразимъ себ-fe н-Ькоторую, отм-Ьченную 
значками, систему отсчета (ж', у', z’), которая движется 
равном'Ьрнымъ переноснымъ образомъ по отношешю 
къ инерщальной систем'Ь {х, у, г), такъ что переходъ 
отъ одной къ другой совершается путемь того, что 
въ нов-Ьйшее время было названо „ Г а л и л е е в ы м ъ  
п р е о б р а з о в а н  1 е м ъ “, т.-е. путемъ уравнен1й:

2) x ' =  x  — vt у' =  у Z’ =  z Г =  t 

или путемъ обратныхъ имъ уравнен1й;

3 ) x - x ' ~ \ - v t  у =  у' z — z' t —  t'.

У  скоростей и g' какой-нибудь точки въ об'Ьихъ си- 
стемахъ одинаковыя составляюш,1я по направлен1ю у-овъ 
и z-овъ, между т-Ьмъ какъ составляющ1я по направле- 
н1ю ж-овъ отличаются добавочнымъ членомъ v:

4) =  д';с +  V, (ly =  q’y, q, = q ', .

Поэтому ускорен1я (составляющ1я которыхь даются 
B"feflb изм'Ьнен1 ями составляющихъ скоростей въ еди
ницу времени) равны въ обЬихъ системахъ. Такимъ 
же точно образомъ сила и масса равны въ об^ихъ 
системахъ. СтЬдовательно, и въ отм-кченной значками 
систем'Ь им4;етъ м-fecTo основное уравнеше 1), т.-е. 
и она, какъ и не отм-Ьченная система, представляеть 
инер1иальную систему. Правда, если бы v изм-Ьнялось 
во времени, то это заключен1е не было бы в-Ьрнымъ. 
Оно истинно л и ш ь  по отношешю къ чисто перенос-

2G м. ЛАУЭ.
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иымъ и равномЪрнымъ движeнiямъ. Сл'Ьдовательно, 
существз'етъ столько возмоншыхъ инер1 йальпыхъ си- 
стемъ, сколько существуетъ скоростей v, т.-е,, выра
жаясь языкомъ математика, ихъ им-кется трикратно- 
протялсенная безконечность, потому что каждая изъ 
трехъ составляющихъ скоростей можетъ принимать 
однократно-протяженную безконечность значен1й. BcIj 
эти системы отличаются другъ отъ друга, очевидно, 
лишь скоростями, какими обладаетъ въ нихъ какая- 
нибудь точка. Если бы существовала только о д н а  
механически выд-Ьляющаяся система, то каждой мате- 
р1альной точк-fe можно было бы приписать н-Ькоторую 
опред-Ьленную скорость, именно, скорость, отнесенную 
къ привиллегированной систем'Ь. Ее yM"fecTHo было бы 
назвать а б с о л ю т н о й  скоростью этой точки. Въ 
д'кйствительности же всякое указан1е скорости им'Ьетъ 
смыслъ лишь тогда, когда прибавляютъ, по отношен1ю 
къ какой систем'Ь изъ вышесказаннаго безконечнаго 
комплекса производится H3M'fepeHie скорости. Поэтому 
положен1е о множеств^; этихъ системъ называютъ 
п р и н ц и п о м ъ  о т н о с и т е л ь н о с т и  м е х а н и к и .

Можетъ быть, все это им-^етъ весьма тош,1й видъ, од
нако, эти размышлен1я принадлежатъ къ важн-Ьйшимъ 
познан1ямъ, достигнутымъ нами въ физик-Ь. Научный 
подвигъ К о п е р н и к а  заключался, наприм-кръ, не въ 
чемъ иномъ, какъ въ переход-Ь отъ н-Ькотораго, не- 
изм-feHHO связаннаго съ землею, осевого креста къ 
некоторой инерщальной системЬ. Только это и сд-Ь- 
лало возможнымъ ocnoBanie механики Г а л и л е е м ъ  
и Н ь ю т о н о м  ъ. Все это стало теперь общимъ науч- 
нымъ достоян1емъ, такъ что врядъ ли бы стоило еще 
разъ повторять это, если бы въ совс-Ьмъ посл-кднее 
время не оказалось необходимости произвести здЬсь 
н'Ькоторыя изм4шен1я. Именно, обнаружилось, что и 
B H 'fe  механики невозможно никакимъ физическим ь про-
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цессомъ, наприм'Ьръ, хотя бы съ помощью электро- 
магнитно-оптическихъ явлен1й—установить абсолют
ную переносную скорость, т.-е. обнаружилось, что 
существуетъ принципъ относительности для всей фи
зики. Но Галилеево преобразоваше, нав-Ьрное, не 
им-Ьетъ м-Ьста въ электродинамика; поэтому оно 
должно быть зам-Ьнено зд-fecb ч-Ьмъ-нибудь другимъ. 
Мы не безъ умысла привели въ уравнен1яхъ 2) и 3) 
тождественное преобразован1е для времени t' =  t. Со
гласно господствовавшимъ до сихъ поръ и одинаково 
глубоко укоренившимся какъ въ философ1и, такъ и 
въ физик"!?, воззр'Ьн1ямъ, время существуетъ абсолют- 
нымъ образомъ, безъ какого бы то ни было отношен1я 
къ пространственному осевому кресту. Заслуга 
Э й н ш т е й н а  заключается вътомъ, что онъ увид-Ьлъ 
въ этомъ необоснованный предразсудокъ.

§ 2. Э л е к т р о - д и н а м и к а  и п р и н ц и п ъ  
о т н о с и т е л ь н о с т и .

Разсужден1ями § 1 вопросъ о физически пригодной 
систем-Ь отсчета былъ пор-Ьшенъ для всякаго, в-Ьрую- 
щаго въ Н ь ю т о н о в у  механику и въ сводимость 
всЬхъ физическихъ процессовъ къ механическимъ. Въ 
течен1е многихъ десятил-Ьтш это допущен1е было обще- 
принятымъ. Даже электро-динамика выросла на этой 
почв-fe. М а к с 3  ̂э л л ь пришелъ къ своимъ основнымъ 
уравнен1 ямъ электродинамики, благодаря представле- 
н1ямъ о механическихъ процессахъ въ эеир’Ь. В'Ьдь 
со временъ Ф а р а д э я  эеиръ сталъ истиннымъ носи- 
телемъ электро-магнитныхъ явлен1й, ихъ единствен- 
нымъ носителемъ въ пустомъ пространств-Ь. Но онъ 
принималъ существенн'Ьйшееучастте и въ процессахъ, 
происходящихъ въ матер1и. Точно также эеиръ уже 
давно (со временъ Г  ю й г е и с а) сталъ носителемъ 
оптическихъ явлен1й. Когда М а к с у э л л ь  и Г е р ц ъ



сд1злали изъ оптики в-Ьтвь электродинамики, то об-Ь 
эти его функщи удачн'Ьйшимъ образомъ слились въ 
одну единственную.

Но это вм-Ьшательство эеира придало совсФ^мъ 
иной ^арактеръ вопросу о систем-fe отсчета. В Ьдь если 
Bc-fe его части находились (какъ это допускало боль
шинство теор1й) совершенно или приблизительно въ 
noKO-fe въ н-Ькоторой систем-!? отсчета, то эта система 
отсчета должна была играть въ электро-магнитныхъ 
явлeнiяxъ роль, отличную отъ роли всЬхъ дру- 
гихъ системъ отсчета. Можно было над'Ьяться по
казать на подобныхъ явлешяхъ абсолютную скорость 
какого-нибудь т-Ьла, т.-е. его движете по отношен1ю 
къ эеиру. Число произведенныхъ съ этой ц-клью опы- 
товъ необыкновенно велико. Мы зд-fecb разсмотримъ 
лишь два опыта: интерференщонные опыты Ф  и з о и 
М а й к е л ь с о н а  *).

Допустимъ, что мы можемъ придать н-Ькоторому 
Т'Ьлу, обладающему показателемъ пpeлoмлeнiя ?г, вм'Ьст'Ь 
съ находящимся въ немъ эеиромъ скорость v по отно- 
шен1ю къ н-Ькоторой инерщальной систем-Ь. Л учъ  св-Ьта, 
проб'Ьгающ1й его въ направленш скорости, долженъ 
былъ бы въ этомъ случа-Ь, если отнести его къ этой 
систем-fe, обладать.скоростью

I-\-v.
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(с это скорость CBijTa въ пустомъ пространств-fe 
равная 3,101“ cm sec.~>). В'Ьдь, согласно принципу 
относительности механики, этотъ лучъ св-feTa обла-

с
даетъ, съ одной стороны, скоростью - по отноше-7Ь

1) Иодробн-Ье см. naupHM-fepb, м. Lauo ,,L)ie RoIativitatspi‘iiicip“ . 
Zweite Auflage. Braunschweig, 1913, § 2.



1ПЮ къ т-Ьлу, какъ если бы оно покоилось, съ другой 
же стороны, согласно формул'Ь 4), равно направлен
ный скорости складываются. Вм-fecTo этого интерферен- 
1 йонный опытъ, произведенный сперва Физо, а потомъ 
Майкельсономъ, далъ
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Такимъ образомъ, къ прибавляется не v ц'Ьли-

комъ, но V, умноженное на Ф р е н е л е в ъ  коэффи-

u ieH Tb увлечен1я f  1— — 2 )- Что оставалось заключить ч и /
отсюда, какъ не то, что вышеуказанное допущенхе 
было ошибочно, т.-е. что эеиръ не движется вм'Ьст'Ь 
съ т-Ьломъ, но остается въ noKO-ij? И д'Ьйствительно, 
на основан1 и этого предположешя удалось даже — 
наприм1'.ръ, Л о р е н ц у  съ его T eo p ie fl электроновъ— 
вывести правильно количественное значен1е Френе- 
лева коэффиц1ента увлечешя. Такимъ образомъ въ 
ОПЫТ"!? Ф и з о  можно было увид'Ьть непосредственное 
доказательство физическаго сушествован1я эеира и 
абсолютной скорости (въ смыс.тЬ Teop in  относитель
ности этотъ опытъ подтверждаетъ лишь знаменитую 
Э й н ш т е й н о в у  теорему сложешя скоростей).

Но, сверхъ всякаго ожидан1 я, ц1 5 лый рядъ много- 
численныхъ опытовъ не далъ того же самаго доказа
тельства, хотя, повидимому, они были произведены при 
гораздо бол1?е благопр1ятныхъ обстоятельствахъ. Мы 
им'Ьемъ въ виду вс-fe T-fe опыты, которые должны были 
обнаружить вл1ян1е движен1я земли на электро-магнит- 
ныя или оптическ1я явлен1 я. Услов1я зд'Ьсь казались 
бол-fee благоприятными, потому что скорость земли по 
отношен1ю къ эеиру равна въ обшемъ, приблизительно, 
З,!©* его. чес ’ , Т.-е. несравненно больше, ч'Ьмъ ско



рости, ynoTpe6.iHBmiHCH при опыт-fe Физо ’ ). Однако, 
ни разу опытъ подобнаго рода не привелъ къ поло
жительному результату. Для обоснован1я принципа 
относительности этотъ рядъ опытовъ играетъ ту же 
роль, какую сыграли для обоснован1я принципа сохра- 
нешя энерпи попытки построить perpetuum mobile. 
Посл-Ьдовательный рядъ неудачъ привелъ, въ конц-Ь- 
концовъ, къ уб-Ьждешю, что этимъ попыткамъ проти- 
вод'Ьйствуетъ н-Ькоторый законъ природы.

Въ начал-fe, правда, казалось, что указанная выше 
гипотеза покоящагося эвира можетъ справиться съ 
этими фактами. Именно Л о р е н д ъ  въ 1895 г. вы- 
велъ изъ расширенной имъ reopin М а к с у э л л я за- 
ключен1е, что подобные опыты могутъ привести къ 
положительному результату лишь въ томъ случа-Ь, 
если точность и х ъ  будетъ того же порядка величины, 
что квадратъ отношен1я скорости земли къ скорости 
св-кта, т.-е. порядка величины 10 но изъ всЬхъ э т и х ъ  

опытовъ ни одинь не представлялъ указываемой сте
пени точности, за единственнымъ исключен1емъ интер- 
ференцюннаго опыта М а й к е л ь с о н а  =*), который съ 
Т 'Ь хъ  поръ повторялся неоднократно и точность ко- 
тораго была доведена до того, что можно было бы 
наблюдать сотую часть ожидаемаго эффекта, если бы 
таковой им-Ьлъ м^сто.

1) Эта величина получается изъ астрономическихъ фактовъ, 
исходя изъ правдоподобнаго допущен1я, что система неподвиж- 
ныхъ зв-Ьздъ, взятая какъ ц-Ьлое, не им-Ьетъ по отношен1Ю къ 
эеиру существенно большей скорости. Pa3yMtercH, направлен1е 
и величина скорости изменяются вм'Ьст-Ь съ временемъ года, но 
для продолжительности одного опыта ее можно считать совер
шенно постоянной.

■•i) Г1, А. Lorontz. „Vcrsuch einer Theorie der elektrischen und 
optisclien Erschejnungen in bewegten Korpern". Leiden, 1895.

‘) Впосл-Ьдств1и къ этому присоединился электростатический 
опытъ Т р у  т о н а  и Н о б л я ,  обладают,]!! той же степенью 
точности.
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'̂ 2 М. ллуэ

Ради простоты мы зд Ьсь изложимъ основную идею 
опыта М а й к е л ь с о н а  на схем-fe, им-Ьющей мало 
общаго съ реальной обстановкой опыта. Вообразимъ 
себ-fe шаръ рад1уса I, лишенный всякаго вещества, для 
прохожден1я котораго свЪтъ употребляетъ доступный 
изм-Ьрен1ю промежутокъ времени. Въ центр-fe М шара 
находится наблюдатель, который въ состоян1и послать 
одновременно во вс1з стороны быстрый св-Ьтовой 
сигналъ. Наблюдатель этотъ черезъ н1 5 которое время— 
именно, когда св'Ьтовой сигналъ дойдетъ до перифе- 
pin шара и вернется оттуда увидитъ, какъ засв-Ьтится 
поверхность шара. Если шаръ находится въ поко1 5  

по отношешю къ эеиру, то вс-fe его части засв-Ьтятся 
одновременно. Положимъ теперь, что шаръ движется

параллельно своему Д1 аметру со скоростью q. Въ 
такомъ случа'Ь свНЬтъ возвращается изъ различныхъ 
направлен1й въ различныя времена. Прежде всего—и

именно во время посл Ь отправлен1я св Ьтового

сигнала засв’Ьтится для наблюдателя большой крз^гъ

шара, перпендикулярный къ АВ , посл-Ьдними —  во время 
21с  ̂ ^

g-._q 2 точки А  и В 1). Если не говорить о томъ,

1) Время пробега для движущихся со скоростью о ото-Ьз- 
■—̂  ^  ^

ковъ М А и ВМ, AM  и MB п для перпендикулярныхъ къ нимъ

рад1усовъ МС и СМ равны соотв+.тственно — -— . — „
c - q ’ c +  q

c ± q  и У  с2 — 2-' представляютъ относительныя

скорости св-Ьта. Всл-Ьдств!е этого вреия возвра1цен|’я изъ А  или 
В равно

 ̂ I  ̂ ^    21с
с— q с+  7 '

21
Время вoзвpaщeнiя изъ С равно . Разница обоих’ь

'NBSi



происходитъ-ли движен1 е въ направлен1и ЛВ  или

можно было бы изъ иаблюде1 пя разности во вре
мени опред-клить абоолютную скорость q. ОпытъМ ай- 
к е л ь с о н а показываетъ, что не существуетъ вовсе по
добной разницы во времени. Наоборотъ, наблюдатель 
зам-{5чаетъ, что при вс-1зхъ обстоятельствахъ начи- 
наетъ одновременно св-Ьтиться вся поверхность шара.

Какъ же объяснить это? Идея Р и т ц а ,  заклю
чавшаяся въ томъ, чтобы изм'Ьнить электродинамику 
и признать скорость свЬта зависящей отъ скорости 
источника CB-fexa (подобно тому, какъ скорость ядра 
зависитъ отъ скорости оруд1я), помогаетъ справиться 
съ этимь затруднен1емъ, но она за то нарушаетъ 
самые достов-Ьрине факты оптики. Л  о р е н ц ъ  поэтому 
вынужденъ былъ принять допущен1е, что т-Ьло, дви
жущееся но отношешю къ эеиру со скоростью q, ис- 
пытываетъ подъ вл1ян1емъ эвира coKpauxeHie, парал

лельно скорости, въ отношен1И

к р а щ е н 1 е  Л о р е н ц а ) .  Д'Ьйствительно, такъ какъ 
точки А  и Б въ случаНЬ движен1я не находятся уже

ПРИПЦИПТ, ОТНОСИТЕЛЬНОСТИ. 33

на разстоян1и I отъ М, но на разстоян1и Z 1

то промежутокъ времени, въ который св'Ьтъ возвра-
2 1

щается отъ нихъ, становится равнымъ такимъ

образомъ, исчезаетъвышеуказанная разница во времени.
Въ этомъ допущен1и заключался сознательный раз- 

рывъ съ Ньютоновской механикой и прежде всего съ 
ея принципомъ относительности: в'Ьдь теперь абсо-

значен1й, если брать лишь первое приближенхе, равна

. L  sL
с ' '

ИОВЫЯ ИДЕИ ВЪ  М АТЕМ АТИ К*. СБ. V . 3
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лютиое движен1е должно было оказывать механическое 
вл1ян1е, которое потому лишь ускользало отъ иаблю- 
fleHifl, что и масштабы, находяш,1еся въ томъ же дви- 
жеши, сами обнаруживали сокращен1е Лоренца, въ 
то время какъ для сравнен1я съ покоящимися мас
штабами недоставало возможности достаточно точнаго 
измНкрен1 я. В-Ьдь сокращен1е какой-нибудь длины при 
максимальныхъ астрономическихъ скоростяхъ не пре
вышало въ лучшемъ случа-Ь милл1онной доли. Впро- 
чемъ, гипотеза сокращен1я являлась не единственнымъ 
необходимымъ изм'{5нен1емъ механики въ этой теорш. 
Наоборотъ, и всевозможныя силы, какъ, напримЬръ, 
молекулярныя силы, должны были испытать влiянie со 
стороны абсолютнаго движен1я, именно то вл1ян1е, 
которое электродинамика приписывала силамъ своей 
собственной области. Вообще Л о р е н ц о в а  теор1я 
1904 г. *) стоитъ на сл-15дующей точк-fe sp-feHifl: какъ 
въ электродинамик'Ь, такъ и въ механинЪ, им'Ьется 
вл1ян1е абсолютнаго движешя; но различныя влiянiя 
всегда такъ взаимно компенсируются, что наблюдатель, 
увлекаемый Т’Ьм ъ же движен1емъ, не зам'Ьчаетъ вовсе 
ихъ.

Мы видимъ, какъ близко подошла эта точка зр'Ьшя, 
несмотря на свое сознательное подчеркиван1е абсо
лютнаго движен1я, къ T eop in  относительности. Факти
чески уже зд -fecb встр-Ьчается формула преобразован1я, 
которая [̂^призвана была зам-Ьнить Галилеево пре- 
образован1е. Отсюда ея назван1е „Лоренцово преоб- 
разован1е". Мало того, экспериментально было бы не
возможно произвести выборъ мел<ду этой T e o p ie f l и 
Э й н ш т е й н о в о й  теор1ей относительности, и, если.

*) Н. А. Lorentz. „Electromagnetic phenomena in a system mo
ving with any velocity smaller than that of light“ . Proc. Amster
dam. 1904 p. 809.



т-Ьмъ не мен'Ье, теор1я Л о р е н ц а  отошла на задн1Й 
планъ — хотя она еще им-Ьетъ сторонниковъ среди 
физиковъ— то это произошло, безъ сомн-Ьшя, въ силу 
основан1й философскаго порядка. Ея всестороннее со- 
глас1е съ T eo p ie ft  относительности показываетъ, что 
никогда не удастся обнаружить реальнымъ образомъ 
ея привилегированной системы отсчета или, что сво
дится къ тому же, не удастся обнаружить движен1я 
какого-нибудь т-Ьла по oTHomeHiro къ эеиру. Но BM'fecT-fe 
съ этимъ теряетъ свою физическую ц'Ьнность утвер- 
жден1е, что эеиръ суш;ествуетъ. KpoM-fe того, эта теор1я 
должна была предпринять изм-Ьнен1я во м н о г и х ъ  
пунктахъ механики. Наоборотъ, ч-Ьмъ-то несравненно 
бол’Ье величественнымъ являлся уже заран-fee ходъ 
идей Э й н ш т е й н а ,  которому удалось въ 1905 г. 
дойти путемъ глубокой критики понят1я о времени 
до р-Ьшающаго пункта и дать такимъ образомъ с р а з у  
p-femenie загадки *).

§ 3. Л о р е н  н о в о  п р е о б р а з о в а н 1 е .
Принципъ относительности, отрицаюш,1й у  абсо- 

лютнаго движешя физичecкiй смыслъ, гласитъ въ точ
ной формулировк-fe: Н з ъ  с о в о к у п н о с т и  я в л е н 1 й  
п р и р о д ы  м о ж н о  п у т е м ъ  в с е  б о л ь ш и х ъ  при-  
б л и ж е н 1 й  о п р е д - Ь л и т ь  в с е  т о ч н " Ь е  и т о ч н -fee 
н - Ь к о т о р у ю  с и с т е м у  о т с ч е т а  х, у, z, t, въ к о 
т о р о й  и м ' Ь ю т ъ  с и л у  з а к о 1 1 ы п р и р о д ы  в ъ  
о п р е д ' Ь л е н н ы х ъ  м а т е м а т и ч е с к и  п р о с т ы х ъ  
ф о р м а х ъ .  Н о  э т а  с и с т е м а  о т с ч е т а  не  о п р е -  
д - Ь л я е т с я я в л е н 1 я м и  в о в с е  о д н о з н а ч н ы м ъ  
о б р а з о м ъ ;  н а п р о т и в ъ  т о г о  с у щ е с т в у е т ъ  
т р и к р а т н о  п р о т я ж е н н о е  б е з к о н е ч н о е  мно-  
г о о б р а з 1 е р а в н о п р а в н ы х  ъ  с и с т е м  ъ , д в и жу -
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1) А. Einstein. „Zav Elektrodynamlk dor bewegten K6rper“ . 
Annalen der Physik. 17, 891, 1905.
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щ и х с я  д р у г ъ  о т н о с и т е л ь н о  д р у г а  с ъ  рав- 
н о м - Ь р н ы м и  с к о р о с т я м и .

Первая задача заключается въ томъ, чтобы вывести 
формулы преобразован1я, съ помощью которыхъ мы 
переходимъ отъ одной правом-Ьриои системы отсчета 
къ другой. Для этого необходимо знаше какого-ни
будь закона природы. Въ принцип-Ь должно быть без
различно, какой именно законъ мы выберемъ: в'Ьдь 
если бы при различномъ выбор'Ь мы пришли къ 
различнымъ формуламъ преобразован1я, то это зна
чило бы, что не для вс’Ьхъ законовъ природы — въ 
противор-Ьч1е съ принципомъ относительности — пра- 
вом'Ьренъ одинъ и тотъ же ансамбль системъ отсчета. 
Но, очевидно, особенно выгодно положить въ основу 
разсмотр'Ьн1я процессы, происходяш,1е въ пустомъ 
пространств-Ь: в-Ьдь въ противномъ случа-Ь состоян1е 
движен1я матер1и входитъ въ формзмировку закона, 
и при переход-fe отъ одной системы отсчета къ другой 
его приходится перечислить )̂. Въ пустомъ же про- 
странств-Ь не им'Ьется этого усложнен1я. Но если не 
говорить о весьма мало изученномъ THroT-feHin, то мы 
знаемъ въ пустомъ пространств-fe лишь одинъ видъ 
продессовъ, именно электромагнитные процессы. При 
этомъ, благодаря опыту М а й к е л ь с о н а ,  установ
лено съ величайшей точностью, что ихъ скорость 
распространешя с во всЬхъ правом'Ьрныхъ системахъ 
отсчета независима отъ направлен1я. К ъ  этому мы при- 
бавимъ еще то, что p a cn p o cT p a n en ie  элекромагнитныхъ 
процессовъ должно совершаться во всЬхъ системахъ 
съ одинаковой скоростью с. В-кдь, въ противномъ 
случа-fe, мы могли бы— въ противор’Ьч1е съ принципомъ 
относительности— отличать физически другъ отъ друга
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1) Поэтому невозможно заи'^Ьнить въ дальн'Ьйшемъ разсмо- 
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различныя системы путемъ экспериментальнаго опре- 
д-Ьл^пя с. Этотъ законъ мы положимъ въ основу нашего 
разсмотр'Ь1пя. Сл-Ьдств1 я изъ него мы прежде всего 
представнмъ наглядно и чисто количественнымъ обра- 
зомъ на одномъ прим-Ьр-Ь.

Возьмемъ н-Ькоторую правом-Ьрную систему отсчета 
К, въ которой покоится гЬло А  въ точк-fe ж=0, у= 0 , 
г =  0. Въ моментъ ^=0 изъ т-кла посылается св-Ьтовой 
сигналъ во вс'Ь стороны. Этотъ сигналъ доходитъ 
одновременно до двухъ другихъ т-Ьлъ В и С, находя
щихся на равномъ разстоян1и отъ А  и лежащихъ съ 
А  на одной прямой. Д'Ьйствительно, геометрическое 
M-fecTo вс Ьхъ точекъ, до которыхъ доходитъ этотъ сиг
налъ въ одно и то же время это шаровая поверх
ность, описанная вокругъ нулевой точки рад1усомъ А.

Отнесемъ теперь этотъ самый процессъкъ другой 
правом-Ьрной систем-Ь К ', движущейся по отношен1ю

къ к  со скоростью V въ направленш ВС. Въ этомъ 
случа15 три матер1 альныя точки А , В и С обладаютъ

—У
въ К ' скоростью V въ направлеши СВ. Начальную 
точку О координатъ х', у' г ' и времени V мы можемъ, 
очевидно, выбрать такъ, что сигналъ выходитъ и въ 
К ' изъ точки О {х ' —  О, у' —  О, г ' =  0) въ моментъ f  —  0. 
Для этого т-Ьло А  должно совпадать въ моментъ 
<' =  О съ 0. Но матер1альныя точки В и С находятся 
на шаровой поверхности съ центромъ А , а А  совпа- 
даетъ съ О лишь въ мгновенье Г =  0. Въ какой нибудь 
пoздн'feйшiй моментъ въ который сигналъ дости- 
гаетъ вс-Ьхъ точекъ шаровой поверхности, описанной 
вокругъ О рад1усомъ ct', между А  и О находится отр-fe- 
зокъ rt'. Всл'Ьдств1е этого не существуетъ такого мо
мента ^,для котораго В и С лежатъ на световой ша
ровой поверхности. Наоборотъ сигналъ доходитъ до 
С CKop"be, ч'Ьмъ до В, ибо С б-Ьжитъ ему навстр-Ьчу,
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в. уб-Ьгаетъ отъ него. Д в а  с о б ыт 1 я ,  к о т о р ы я  
о д н о в р е м е н н ы  в ъ  с и с т е м -t К, и м ' Ь ю т ъ  м Ь- 
с т о  въ  с и с т е м ' Ь  К' ,  в о о б щ е  г о в о р я ,  в ъ р а з -  
л и ч н ы я  в р е м е н а .  Тождественное преобразован1е 
для времени, составлявшее часть Г а л и л е е в а  пре- 
образован1я, не можетъ быть зд-fecb удержано.

Это побуждаетъ насъ къ критик-Ь понят1я „вре- 
мени“ . Время мы изм'Ьряемъ съ помощью часовъ, при 
чемъ мы зд-fecb не им-Ьемъ въ виду общеупотребитель- 
ныхъ механическихъ инструментовъ того же наимено- 
вашя. Всяк1й процессъ во вн'Ьшнемъ Mip’fe въ своемъ 
поступательномъ движен1и можетъ служить намъ для 
изм-крешн времени, лишь бы мы знали его причины 
такъ хорошо и точно, что при этомъ не можетъ об
наружиться никакой недоступной контролю причины. 
Мы вообразимъ себ'Ь огромное число подобныхъ со
вершенно одинаковыхъ часовъ и разм-Ьстимъ ихъ въ 
самыхъ различныхъ точкахъ пространства покоящи
мися въ одной и той же систем'Ь К. Благодаря этому 
у  насъ получается равенство м I; р ы времени для вс'Ьхъ 
м'кстъ. Но, чтобы получить единое опред-Ьленное время 
для всей системы отсчета К, мы должны еще срав
нить нулевыя точки ихъ показашй времени, сл-Ьдова- 
тельно, должны сд-Ьлать ихъ синхронными. Лишь въ 
этомъ случа-fe показан1е стр-Ьлки каждыхъ часовъ 
даетъ намъ соотв-Ьтствующее ея м^Ьсту время t для 
системы отсчета К.

Д ля этого намъ послужитъ постулатъ, что скорость 
CB-feTa должна им^ть величину с. В-Ьдь это означаетъ 
сл-Ьдующее: если дв-Ь пары часовъ находятся другъ 
отъ друга на разстоян1и I и если св-Ьтовой сигналъ 
проходитъ этотъ отр-Ьзокъ, то показаше первыхъ ча
совъ при отход-Ь сигнала и вторыхъ часовъ при при-

быт1и сигнала отличаются другъ отъ друга на Разъ
С
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выбрана нулевая точка первыхъ часовъ, то указывае
мый иостулатъ опред-Ьляетъ нулевую точку вторыхъ 
часовъ.

Это опред'Ьлен1е не приводитъ къ противор'Ьч1ю 
съ самимъ собой, если сравнить попарно всЬ наши 
часы различнымъ образомъ. Для доказательства, раз- 
смотримъ три пары часовъ, находящихся въ м-Ьстахъ 
А , В и С, и допустимъ, что какъ В, такъ и С, постав
лены синхронно съ А . Пошлемъ изъ А  св-Ьтовой си- 
гналъ въ В, который, отразившись тамъ безъ потери 
времени, доходитъдо С, а оттуда аналогичнымъ обра
зомъ возвращается въ А . Если часы А  показывали при 
отход-fe сигнала время нуль, то при возвращеши его 
они показываютъ время:

= —■ (А В  ВС СА ))
С

потому что сигналъ прошелъ отр153ки АВ, ВС, С А  
со скоростью с. Такъ какъ по предположешю часы В 
синхронны съ А , то по прибыт1и туда сигнала они 
показывали время

h  =   ̂ АВ.

Точно также, въ виду синхронности А  и С, часы 
С при отход'Ь изъ С св-Ьтового сигнала показывали 
время:

t a = t . A —  V С А  =  ‘ (А В  ВС).
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Всл-Ьдств1 е этого

tc — — — ВС,с

т.-е. и часы В и С синхронны. При указанномъ спо- 
соб'Ь опред'Ьлен1я времени получается фактически, что



скорость CB-fera им-Ьетъ в с е г д а  значеше с, но, разу- 
м Ьется, какъ показываетъ приведенный выше прим Ьръ, 
мы приходимъ для каждой системы отсчета къ дру
гому времени.

Не наша обязанность дать зд-Ьсь философское 
оправдаше этому. Мы лишь заран-Ье укажемъ на то, 
что изъ преобразован1я времени можно получить чи
сто физическ1я, доступныя экспериментальной повЬрк-Ь 
сл-Ьдств1я.

Формулируя математически законъ распространен1я 
св-Ьта, мы прямо получаемъ формулы иреобразован1я. 
Если, беря вышеуказанный прим-Ьръ, въ систем-fe К  
въ моментъ t =  0 изъ точки х  — 0, у — О, z —  0 выхо- 
дитъ св етовой сигналъ, то во время t онъ достигаетъ 
вс1зхъ точекъ „св'Ьтовой шаровой поверхности".

5 ) ж 2 -1 -?/ 2 -| -г » — с2 <2 =  0,

Въ систем-fe К ', движущейся по отношен1ю къ К  со 
скоростью V, мы можемъ всегда выбрать координаты 
и начало времени такъ, что тотъ же самый сигналъ 
во время <' =  0 выходитъ изъ точки x ' =  y' =  z' =  0. 
Въ такомъ случа-Ь сигналъ этотъ достигнетъ во время 
t —  отнесенный къ К '-  шаровой поверхности.

+  — с2 <'2 =  0.

Спросимъ теперь, каковы должны быть линейныя 
формулы преобразован1я между х, у, z, t, съ одной 
стороны, и х ', у', z', t', съ другой, для того чтобы св1’>- 
товая шаровая поверхность переходила снова въ св-Ь- 
товую шаровую поверхность, т.-е. для того, чтобы ра
венство 5) переходило въ равенство Ьа), если мы въ 
немъ замЬнимъ х, у, г, t соотв-Ьтственно х ', у', z', t'.
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Получаюиийся на этотъ вопросъ однозначный отв-Ьп. 
гласитъ

X —  Vt

=  7/ „2 ’ у ' =  У ^  =  f ' =  ,

h - "  I ' .
с  f 1 —  ga

или, обратно,

ж' +  vt' (' ^  х '

7) *  =  у =  2/'-  ̂=  '̂> ^
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'̂ ) Мы выбираемъ формулы преобразован1я линейными, по
тому что въ протнвномъ случай нулевыя точки координатъ или 
времени играли бы, хотя бы въ одной нзъ об-Ьихъ снстемъ, осо
бенную роль. Но мы принимаемъ, какъ закопъ природы, что вс-fe 
точки пространства н времени равноц’Ьнньг. Песущественнымъ, 
но съ математической точки зр-Ьн1Я упрощающимъ, услов1емъ 
является то, что мы принимаемъ оси х  и х ', у  и у ', z и z ' соот- 
в-Ьтственно взаимно параллельными, а оси х  и х ',  сверхъ того, 
еще параллельными переносной скорости v системы К ' по отио- 
шеп!ю къ систем-fe К. Такииъ образомъ, мы получаемъ равенства

х ' ч (х  — vt), У  —  Ху, z ' z= \z, t ' —  v.v.

Легко уб'Ьдиться прежде всего, что X должно равняться 1; 
д-Ьиствительно •>. можетъ зависать только отъ v’ и, вь виду 
равноц1и1ности К  н К ', должно им^ть м1зсто также равенство 
yzzi'uj'. Дал'Ье, если мы должны им1!ть тождественно

а;,2 ̂  уЧ . c4"i =  1(х̂  +  _  „‘-i/a),

то должно быть

+ 1

“  =  + 1- =  =  =

С“
Мы выбираемъ положительные знаки передъ радикаломъ, 

потому что, въ случа-Ь w =  О, должно быть х ' — х, у' =  у, z' =  г, 
t '= t .
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Эти равенства называютъ Л  о р е н ц о в ы м ъ  и р е- 
о б р а з о в а н 1 е м ъ .

Зам-Ьчательнымь свойствомъ Лоренцова преобра- 
зован1я является то, что, если произвести посл'Ьдова- 
тельно другъ за другомъ два или н'Ьсколько подоб- 
ныхъ преобразован1й, то ихъ можно всегда зам-Ьнить 
однимъ единственнымъ преобразовашемъ i), или, вы
ражая это свойство математическимъязыкомъ: с о в о 
к у п н о с т ь  в с ^ х ъ  Л о р е н ц о в ы х ъ  п р е о б р а з о -  
ван1й о б р а з у е т ъ  г р у п п у .  Какую бы изъ право- 
м'Ьрныхъ системъ мы ни взяли за исходную, при- 
м-княя Лоренцовы преобразовашя, мы всегда полз^чимъ 
члены одного и того же ансамбля системъ отсчета. И 
зд'Ьсь обнаруживается равноправность всЬхъ системъ 
отсчета. Впрочемъ, то же самое можно сказать и о
I а л и л е е в о м ъ  преобразоваши (равенства 2 и 3); но 
въ то время, какъ въ случа'Ь Галилеева преобразо
вашя скорости V можно придать любое значеше, въ 
случа-Ь Лоренцова преобразовашя приходится ограничи
ваться значеньями г; <  с. ДМствительно, въ противномъ

случа-fe въ равенствахъ 6) и 7) радикалъ 1 —  ^

1) При переход-fe отъ К  къ К ' мы получаемъ согласно пре
дыдущему прим-Ьчан1ю,

— сЧ̂  =  х '‘̂ +  у'‘̂ 4- f  2 _  cH'i 

При соотв^тствующемъ переход-Ь отъ К ' къ К "

х'-' -f. y 'i  +  уа _  _  ̂ //2 у /2 _  сЧ"'^

II т. д. Если, применяя посл'Ьдовательно Л о р е н ц о в ы  п р е о б -  

разован1я, мы пр1идемъ въ конц-Ь коицовъ къ систем-Ь KC”J, то 
изъ этихъ равенствъ сл'Ьдуетъ:

+  у- +  -  сЧ'̂  —  x(n)'i +  y(n)'i 4- zOO'i — с4(пр,

т. е. что некоторое Лоренцово преобразоиан1е пепосредствеино 
приводить отъ К  къ



не им-^лъ бы уже конечнаго и д-Ьйствительнаго значе- 
Н 1 я ,  какъ это должно быть, чтобы преобразование со
хранило физическ1й смыслъ. Bc-fe п р а в о м - Ь р н ы я  
с и с т е м ы  о т с ч е т а  д в и ж у т с я  д р у г ъ  о т н о с и -  
т е л ь н о д р у г а  с ъ  п о д ъ - с в - Ь т о в о й  с к о р о с т ь ю .  
К ъ  вопросу о физическомъ значенш этого положен1я 
мы вернемся въ ближайшихъ параграфахъ.

Весьма поучительно задать себ-fe вопросъ, въ ка- 
комъ пункт-fe отд-Ьляются paacyH<fleHifl этого § отъ со- 
отв'Ьтствующаго хода мыслей въ Н ь ю т о н о в о й  ме- 
ханик'Ь. Принципъ относительности,-какъ мы ei'o фор
мулировали въ первомъ пoлoжeнiи, входитъ безъ огра
ничений и въ концепцш природы Н ь ю т о н о в о й  ме
ханики. Разрывъ съ ней совершается лишь въ тотъ 
моментъ, когда мы утверждаемъ, что св-Ьтъ распро
страняется въ пустомъ пространств'Ь съ конечной 
скоростью с. Механическая концепщя природы могла 
принимать въ д "fe й с т в и т е л ь н о пустомъ, незапол- 
ненномъ никакимъ эеиромъ, пространств15 лишь мгно- 
венныя дальнод'Ьйств1я, какъ это и им^ло м'Ьсто въ 
случа-fe тягот-15н1я.

Д-Ьйствительно, легко уб-Ьдиться, что изъ Л о р е н -  
цо  в а преобразован1я получается Г а л и л е е в о  пре- 
образоваше, если въ равенствахъ б) и 7) зам-Ьнить с 
безконечно большой величиной. Такимъ образомъ, 
теор1я относительности основывается на совершенно 
новомъ пониманш распространешя электро-магнитныхъ 
д'Ьйств1й въ пустомъ пространств'Ь: они не перено
сятся н-Ькоторой средой, но и не происходятъ такн{е 
путемъ непосредственнаго дальнод-Ьйств1 я. Электро
магнитное поле въ пустомъ пространств-Ь есть н-Ько- 
торая независимая отъ всяческихъ субстанщй вещь, 
обладающая собственной физической д'Ьйствитель- 
ностью. Конечно къ этому пpeдcтaвлeнiю надо сперва 
привыкнуть. Но, можетъ быть, это привыкан1е будетъ
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происходить легче, если зам-Ьтить, что физичесшя 
свойства этого поля, самымъ яркимъ выражен1емъ ко- 
торыхъ являются такъ называемый М а к с у э л е в ы  
уравнен1я, изв-Ьстны гораздо полн15е и точн-Ье, ч-Ьмъ 
свойства какой бы то ни было субстанцш. Эти свой
ства изв'Ьстны такъ полно и точно, что можно почти 
думать, что и въ будущемъ не удастся ничего зд'Ьсъ 

°ни прибавить, ни убавить.
На этихъ же М а к с у э л л е в ы х ъ  уравнешяхъ 

можно пов-Ьрить и подтвердить yтвepждeнie принципа от
носительности, что законы природы обладаютъ во всЬхъ 
правом'Ьрныхъ системахъ отсчета одинаковой формой i). 
Разум-Ьется, при этомъ оказывается, что разложен1е 
электромагнитнаго поля на электрическое и магнитное 
поля, расположенныя другъ надъ другомъ, происхо
дить различнымъ образомъ для различныхъ системъ 
отсчета. Такъ наприм^ръ, электростатическое поле 
носитъ чисто электрическ1й характеръ только въ си- 
стем-fe отсчета, въ которой порождающ1е-его заряды 
н а х о д я т с я  в ъ  поко- Ь.  Во всЬхъ другихъ систе
махъ оно им-Ьетъ и магнитную часть. Т о  же самое 
можно сказать о магнито статическомъ пол'Ь магнита, 
покоящагося въ некоторой правом'Ьрной систем'Ь от
счета. Это Т'Ьсн'Ьйшимъ образомъ связано съ опредЪ 
лeиieмъ интенсивностей поля, сводящимъ эти посл-Ьд- 
тя черезъ посредство силы къ покоящимся зарядамъ- 
единицамъ; посл'Ьдн1я же могутъ находиться въ поко-Ь 
лишь въ о д н о й  систем'Ь. Эта относительность разло- 
жегпя является, однако, единственнымъ новымъ момен- 
томъ, который вводитъ теор1я относительности въ 
электродинамику пустого пространства. Именно по
тому, что основныя уравнешя ея сохраняются при

1) О томъ, что это доказательство не зависитъ отъ вывода 
Лорерщовыхъ преобразованш изъ инвар1аитностн шаровой по
верхности, ср. М. Laue цнт. соч. § 14,



Л о р е н ц о в о м ъ  преобразован1и, мы остаемся при 
вс'Ьхъ выводахъ изъ нихъ ео ip s o  иа почв-Ь принципа 
относительности. Если же, въ случа-Ь опред-Ьленныхъ 
электромагнитныхъ или оптическихъ опытовъ, Teop ifl 

относительности и прежняя абсолютная теор1я при- 
водятъ къ различнымъ результатамъ, то причина этого 
заключается лишь въ томъ, что при этомъ играютъ 
роль также Т 'Ьла съ ихъ механическими свойствами. 
Но механика въ об^5Ихъ теор1яхъ различна. Это мы 
увидимъ еще ясн'Ье, ч-Ьмъ до сихъ поръ, изъ дальн-Ьй- 
шихъ §§. 1),

§ 4. Э й н ш т е й н о в а  к и н е м а т и к а .

Теперь мы перейдемъ къ сл'Ьдств1ямъ изъ Лорен- 
цова преобразован1я и прежде всего къ нЪкоторьшъ 
выводамъ изъ относительности времени.

Пусть въ npaB0 M"fepH0 ft систем-Ь отсчета К ' нахо
дятся въ noKO-fe н-Ькоторые часы. Мы будемъ сравни
вать ихъ показаше съ показатями одинаковыхъ съ 
ними и покоящихся въ систем-Ь К  часовъ, и всегда 
именно, съ показашями т-Ьхъ часовъ, мимо которыхъ, 
проносятся первые. Пусть ихъ показан1ю t' соотв-Ьт-
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1) Въ память рано умершаго геттингенскаго математика Г  е р- 
м а н а  М и н к о в с к а г о  мы должны упомянуть объ огромномъ 
упр01цен!и, которымъ обязана электродинамика, въ формальномъ 
0тношен1и, его работамъ по теор!и относительности. Введенный 
Минковскнмъ координаты х, у, z и ct четырехм-Ьрнаго ,м1ра“ 
впервые придали соотв-Ьтствующимъ выкладкамъ то изящество 
и обозримость, благодаря которымъ возможно охарактеризовать 
однимъ единственнымъ понят1емъ отношен1е каждой физической 
величины къ Лоренцову преобразована. Благодаря этому, его ме
тоды стали необходимымъ оруд!еиъ прим-Ьнен1я теор!и относи
тельности. Въ то же время мы обязаны Минковскому и рела- 
тивистской электродинамикой для виутренняго строен1я материи, 
чтб им^Ьетъ огромное значен1е для сравнен1я теор1и относитель
ности съ опытомъ.
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ствуетъ n oK aaaiiie  t на покоящихся въ К  и находя
щихся въ то же время на томъ же м-fecT-fe часовъ, а 
ихъ показан1ю t'j пусть аналогично соотв"Ьтствуетъ 
показан1е to. Координаты часовъ въ отм'Ьченной знач
ками систем-Ь К ' по предположе1ню неизм-Ьнны.

Всл'Ьдств1е этого мы заключаемъ изъ посл^здняго 
изъ равенствъ 7)

у
что разница

t ,

1 —  Л '
с-

1

Допустимъ, что въ первый моментъ обтЬ парысрав- 
ниваемыхъ часовъ показываютъ одинаковое время, 
т,-е. что t'l =  t, =  О. Въ такомъ случа-fe въ посл-Ьдую- 
щ1й моментъ ta покоянцеся въ систем15 К ' и, сл+>до 
вательно, движущ1 еся по отнощенш къ систем1; К 
часы покажутъ лишь

=  | / l  _ ±  ,

т.-е. они будутъ отставать. И т а к ъ ,  часы,  д в и жу -

Щ1 е с я  с о  с к о р о с т ь ю  д, и д у т ъ  „  ,, .
|/ С"

р а з ъ  медленн 'Ье ,  ч ’Ь м ъ  т-Ь же часы ,  к о г да  
они н а х о д я т с я  в ъ  n o K o i ;  *). Это положен1е

Въ случа-Ь опыта Майкельсона сокращен1е Лоренца, 
согласно нашему изложен1ю въ § 2, устраняетъ разницу между

• „обоими временами возвраш,ен1я. Но ихъ общее значен1е “  -
}  с ’— gs



ПРПНЦИПЪ ОТНОСИТЕЛЬНОСТИ. 47
 ̂4

им-Ьетъ, само собой разум-Ьется, силу независимо отъ 
того, къ какой изъ правом-Ьрныхъ системъ мы при- 
м-Ьнимъ поият1е покоя или движeяiя. При этомъ по- 
HHTie „часовъ" мы должны брать такъ широко, какъ 
выше было указано. Hcfe физическ1е, химическ1е и 
б1ологическ1е процессы должны показать въ своемъ 
течен1и это же замедлеше. Находяш,ееся въ движен1и 
живое существо стар-Ьется медленн"Ье, даже умствен
ная д-Ьятельность челов-Ька должна— если только исти- 
ненъ принципъ относительности —  совершаться мед- 
ленн-fee. Самъ челов'Ькъ этого совс+.мъ не зам-Ьтить, 
пока онъ не изм-Ьнить своей скорости, ибо и онъ 
находится въ поко-Ь въ н-1;которой правом-Ьрной си- 
стем^з отсчета. Напротивъ того, онъ будетъ думать 
съ н'Ькоторымъ правомъ, что онъ думаетъ быстр-Ье, 
ч-Ьмъ движущ1еся по отношешю къ нему люди. Сло- 
вомъ, понят1я: „медленн-Ье" и „быстр-Ье" теряютъ абсо
лютное значен1е и получаютъ н1;который опредЬлен- 
ный смыслъ лишь при указанш системы отсчета.

Разсмотримъ дв-Ь пары одинаковыхъ, покояш,ихся 
въ одномъ и томъ же M'fecT'fe правом-Ьрной си
стемы отсчета К, часовъ. Сообщимъ вторымъ часамъ 
скорость q. Пусть они н-Ькоторое время движутся съ 
этой скоростью, а зат-Ьмъ приведемъ ихъ съ той же 
или какой-нибудь иной скоростью въ исходную точку, 
гд-Ь они будутъ сызнова находиться въ поко-fe. Если 
вначал-fe об-fe пары часовъ показывали одинаковое время, 
то теперь вторые часы отстали отъ первыхъ, ибо они,

Зависитъ отъ скорости q. Это иоказан1е времени относится къ 
систем-Ь, въ которой шаръ обладаетъ скоростью q. Часы, кото
рые наблюдатель носитъ при ce6t, показываютъ вм-Ьсто этого,

21е /  21
согласно предыдущему, время , - -  • I /  1 —  =  - .

у С
Наблюдатель не можетъ изъ показан1й ихъ с пред'Ьлить скорость
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согласно вышепривеценному положен]», во время 
своего движен]я шли медленн-fee. Эта разница въ по- 
казан1 яхъобоихъ часовъ „абсолютна", т.-е. онаим-Ьетъ 
M-fecTo для вс-Ьхъ системъ отсчета. Факта различныхъ 
показанш обоихъ часовъ въ одномъ и томъ же м-fecTf, 

невозможно устранить. Живое существо возвращается 
при изложенномъ процесс1? бол-Ье молодымъ, ч-Ьмъ 
его прежн1е сверстники.

Разум-Ьется, противъ этихъ выводовъ изъ Teop in  

относительности были выставлены многочисленныя 
возражешя. Одни отридаютъ то, что они представ- 
ляютъ собою сл-Ьдств1я T eop in , друпе, наоборотъ, же- 
лаютъ вид-Ьть въ этомъ внутренняя противор-Ьч]я Teop in  

относительности, ибо при чисто кинематическомъ раз- 
CMOTp-feHin движешя нельзя р-Ьшать, Kanie изъ часовъ 
находятся въ поко-fe, KaKie двилсутся. Въ чисто кине
матическомъ отношеши последнее утверн{ден1е пра
вильно, но, согласно нашимъ предпосылкамъ, первые 
часы находятся въ поко* въ пер1одъ разд'Ьлен1я въ 
о д н о й  правом-Ьрной систем-fe отсчета, между т-Ьмъ 
какъ вторые часы, если и находятся въ поко-Ь въ пра- 
вом^рныхъ системахъ отсчета въ случа-fe удален1я и 
приближешя, то непрем-15нно въ д в у х ъ  р а з л и ч 
н ы х ъ  системахъ. П о э т о м у  судьбы обоихъ часовъ 
отличаются въ физическомъ отношен1и. Если бы мы 
предоставили вторымъ часамъ двигаться съ сообщен
ной имъ первоначально скоростью и если бы черезъ 
H-feKOTopoe время мы послали за ними въ догонку пер
вые часы съ большей скоростью, то при встр-Ьч1 5  

первые отстали бы по сравнешю со вторыми, ибо те
перь первые часы находились бы въ пepioдъ разд1з- 
ленш въ noKo-fe въ двухъ различныхъ системахъ i).

зам-Ьтить, что мы ничего не можемъ сказать о 

ппп и з м - Ь н е н 1 я  скорости. На это можно
е всею  возразить, указавъ, что мы въ состояши сд-Ьлать
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При скоростухъ . находящихся обыкновенно въ 
нашемъ распоряженш, эти замедлешя, разум-Ьется, не
доступны наблюден1ю. Но въ последнее десятил-Ьпе, 
при изучеши электрическихъ явлен)й въ разр-Ьжен- 
ныхъ газахъ, удалось изучить особаго рода излуче- 
н1я, при которыхъ атомы движутся съ значительно 
большими скоростями. Такъ, наприм'Ьръ, въ каналь- 
чатыхъ лучахъ атомы водорода или ртути движутся

•со с к о р о с т я м и , равными приблизительно 0,001 скорости

св-Ьта. Въ то же время въ нихъ происходятъ коле- 
бан1я большой правильности, о которыхъ мы заклю- 
чаемъ по р-Ьзко очерченнымъ лин1ямъ ихъ спектровъ. 
Но каждое, находящееся въ колебаши, образовате 
представляетъ часы въ нашемъ смысл-fe. Съ помощью 
спектроскопическихъ наблюденш—точность которыхъ, 
какъ изв-fecTHO, можетъ быть значительно повышена- 
мы можемъ опред-Ьлить число колебанШ его и влшн1е 
скорости на это число. Хотя пока еще не определены 
BC-fe трудности подобнаго опыта, но мы въ прав-Ь 
все таки над-Ьяться, что впосл1здств1и з'Ь'Ьсь окажется
в о з м о ж н о й  н е п о с р е д с т в е н н а я  п о в - Ьр к а  тс-

o p i n  въ вопрос-Ь объ относительности м-Ьры времени.
Аналогичное отношеше мы встр'Ьтимъ, изм-Ьряя 

длину какого-нибудь стержня въ разлтны хъ  систе- 
махъ. Если этотъ стержень находится въ поко -ё  па
раллельно оси ж' въ систем-5з К', то его длина равна 
разниц-Ь абсциссъ его конечныхъ пунктовъ. Мы мо
жемъ опред-Ьлить эту разницу, накладывая^ масштабъ, 
тоже находящ1йся въ поко'Ь въ систем-fe К . Если мы 
хотимъ произвести соотв-Ьтствующее опред-Ьленш 

^ д ля  системы К, то мы должны найти д л я  н - f eKOTO-  
р а г о  м о м е н т а  в р е м е н и  t абсциссы конечныхъ

времена равном-1фнаго двнжен1я произвольно большими по 
сравнен1ю съ временами ускорен1я.

НОВЫ Я ИДЕИ ВТ. МАТЕМАТИК-В. СБ. V . ^



пунктовъ въ систем-Ь К и составить ихъ разницу. 
Изъ равенства

X —  v t

(ср. 6) мы находимъ образованную при постоянномъ t 
разницу

ж, —  — х\ ) |/^ 1  _

т.-е. стержень, по отношен1ю къ систем-Ь отсчета К, 

уменьшился въ 1 / .  —  разъ, по сравнен1ю съ
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его ллиной въ его „покоящейся систем-Ь" К '. Вообра- 
зимъ себ-fe, что первоначально стержень этотъ покоится 
въ К  и что загкмъ ему сообщена— при отсутств1и 
какихъ-либо иныхъ физическихъ вл1ян1й— скорость 
q — v, такъ что онъ приходитъ въ покой въ систем-Ь 
К'. Въ такомъ случя'Ь стержень этотъ во время ускоре- 
н1я, если разсматривать его въ системФ. К, сбкратился въ

1 — 3 разъ, такъ какъ онъ теперь им-Ьетъ въ К'

ту же длину, чтб первоначально въ К. Такимъ образомъ, 
Л о р е н  н о в о  с о к р а щ е н 1 е  я в л я е т с я  сл-Ьд-  
с т в 1 е м ъ  Л о р е н  ц о в а  п р е о б р а з о в а н !  я. Разу- 
м-Ьется, если относить стержень къ К', то его длина 
и при вышеуказанномъ процессЬ возрастаетъ, такъ 
какъ онъ переходитъ отъ движен1я по отношен1ю къ 
К' къ покою по отношен1ю къ К'.

При этомъ разсужден1и существенное значен1е 
им-Ьетъ допущен1е, что оси ж и ж', а значитъ и стер
жень, параллельны скорости v. Если бы мы взяли стер
жень перпендикулярно къ v, т.-е. скажемъ, параллельно 
къ оси у, то изъ равенства у ' =  у (ср. 6) мы бы нашли, 
что его длина въ обФихъ системахъ одна и та же



llaMiHeniH зд-fecb испытываютъ лишь разм-1;ры т-Ьлъ, 
параллельные скорости.

Если, такимъ образомъ, HSM-fepeHiH длины и времени 
дают'ь различныя значен1я при переход'Ь отъ одной 
системы къ другой, то результатомъ этого должна 
быть при перечислен1и скоростей q бол-fee сложная 
формула, ч'Ьмъ 4). Р1зъ Лоренцова преобразован1я
6) или 7 ) ')  мы получаемъ путемъ дифференцирован1 я:

п’ — П —  ^Ч  х - = -------------------------’  ,   '
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_  q у = -----------
^  1

1 -

1) Изъ формулы б) сл1;дуетъ именно, если мы будемъ раз- 
сматрнвать х, у  и z какъ координаты движущейся матер1альной 
точки,

,̂   (Ы    «
“ 7гТ (Н , ау dydi 

dt'’ S' — dt' ~dtdi' >

j  vdx

/ _ d i . _ d z d t  d V _______
dt' dzdt'’ dt

У
Если мы разд1^лниъ первыя три равенства на четвертое и

если мы положимъ ^  2* и т. д., то мы получимъ уравнен!е
dt

8). Обратное е-му уравиен!е 9) мы получимъ проще, ч-Ьмъ пу
темъ вычислен1я, зам-Ьтивъ, что, въ виду равноц-Ьнпости об'Ьихъ 
системъ отсчета, можно во вс1;хъ формулахъ преобразован!я 
замФ.нить величины со значками величинами бсзъ значковъ, если 
только въ то же время изм Ьпить знакъ v на обратный, потому 
что система К  обладастъ по отношен1ю къ систем'Ь К ' ско
ростью « п о  о т р и ц а т е л ь н о м у  направлен1ю ж. (Ср. б и 7).

4*



или, обратно,
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9 ) Й =
- . ^ 7 ^ .  ' Л /  =  '

’ ■ =
‘ с-

Эти равенства содержать знаменитую Э й н ш т е й 
н о в у  теорему сложен1я скоростей. Она показываетъ, 
какъ складываются скорость v системы К ' по отно- 
отношен1ю къ К  и скорость t/, взятая по отношен1ю 
къ К ', въ одн}^ скорость IJ, взятую по отношен] ю къ К ').

Какъ указано въ предыдущемъ §, мы должны 
всегда разсматривать переносную скорость v двухъ 
системъ отсчета, какъ подсв-Ьтовую скорость. Возь- 
мемъ теперь скорость q' параллельно v, что представ- 
ляетъ, очевидно, благопр1ятнкйш1й случай для полу- 
чен1я возможно большой скорости q. Въ такомъ слу- 
ча-fe q'y =  q'  ̂=  o, а всл'Ьдств1е этого, согласно 9), и 
Чу —  О,  т.-е. и скорость q, взятая по oтнoшeнiю 
къ К, тоже параллельна v, такъ что, подобно тому 
какъ q'x — q', и q̂  — q. Если мы возьмемъ q' <  с, то 
изъ V с сл'Ьдуетъ

или, если прибавить къ об-Ьимъ частямъ q' -f-
С

Q' +  v - < e (
\  6 “

*) Зд-Ьсь нм-Ьетъ существенное значен1е, что q' и v нзнЬ- 
ряются въ различныхъ системахъ отсчета. Дв-fe скорости, отне- 
сенныя къ одной и той же систем^ отсчета, складываются, само 
собой разуи-Ьется, по правилу параллелограмма.
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сл-Ьдовательно, согласно первому изъ равенствъ 9),

»  =  с

Если, напротипъ, мы примемъ заранее V/' =  c, то 
изъ того же равенства сл Ьдуетъ

с 4 - V

Т а к и м ъ  о б р а з о м  ъ, с л о ж е н 1 е  д в у х ъ  под-  
с в - Ь т о в ы х ъ  с к о р о с т е й  д а е т ъ  о п я т ь -  т а к и  
п о д с в - Ь т о в у ю  с к о р о с т ь .  Сл о > к е н 1 е  п о д с в -fe- 
т о в о й  с к о р о с т и  с ъ  с в ' Ь т о в о й  с к о р о с т ь ю  
д а е т ъ  с в - Ь т о в у ю  с к о р о с т ь  i). Последняя 
играетъ роль физически безконечной скорости, такъ 
какъ ее невозможно достигнуть, сколько бы ни взять 
подсв'Ьтовыхъ скоростей. Поэтому, допущен1е v <  с 
не составляетъ собственно ограничен1я. Можно пере
ходить отъ одной системы отсчета къ другой, какъ 
угодно, но никогда не достигнуть скорости св-Ьта по 
отношешю къ исходной систем-fe. Но и т-Ьло, которому 
сообщаютъ все новыя ускорешя отъ системы къ си- 
стем-Ь, никогда не достигнетъ скорости св-Ьта. Прира- 
щен1я скорости, получаемыя имъ при равномъ уско- 
ренш—при чемъ посл-Ьдиве всегда разсматривается 
изъ системы отсчета, въ которой оно находится въ 
noKO-fe— становятся все меньше и меньше, такъ что 
сумма ихъ никогда не получаетъ значешя с, хотя и 
можетъ подойти къ нему произвольно близко (Ср. § 5).

Но скорость св-{?та с есть также верхн1й пред-Ьлъ 
для скоростей распространешя физическихъ Д'Ьйств1й.
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1) Эта теорема независима отъ положегпя скоростей q и v. 
Ср. HaiipiiMiipb М. Laue цпт. соч. § 7.



Впрочемъ, въ противоположность скоростямъ Т"Ьлъ, она 
можетъ быть достигнута, какъ показываетъ уже при- 
м'Ьръ со св'Ьтомъ въ пустомъ пространств-Ь. Въ си- 
стем-Ь К происходитъ въ точк'Ь х  =  0, у =  0, z =  0 во 
время t =  О событ1е А , а въ точк-Ь ж =  L  >0 , у =  0, г  = 0  
во время < =  Т  >  О событ1 е В. Если мы станемъ разсма 
тривать положеше вещей изъ системы К', то, согласно 
равенству 6), событ1е А  происходитъ въ точк^Ь ж' =  0.
у'  =  0 , z ' — О во время <' =  0, а c o 6 u T ie  В въ точк^^

, L  — v T  , , ^
ж =   ̂ , у' =  0, г  =  О,
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I / . -?с-
во время

Т — - Т  1 _  
с-t’ = __________ =  T _____

Допустимъ, что

Т

Въ такомъ случа-fe мы можемъ выбрать v, несмотря 
на Jfcлoвie >  с, столь большимъ, что

V ^  сл-Ьдовательно 1 — <  О,

и значитъ ^ '<0. Сл-Ьдовательно, для системы К', дви

жущейся по отношешю къ систем-fe К съ соответ
ственной скоростью V, с о б ь т е  В, им-Ьющее M-iscTo въ 
К позже, ч15мъ событ1е А , одновременно съ А  или 
даже предшествуетъ ему. Мы снова видимъ, такимъ 
образомь, что одновременность двухъ событ1й пред- 
ставляетъ н15что относительное. Конечно, если бы 
мы допустили, что



то мы не нашли бы такого значен1я V, для котораго 
им'Ьютъ M-fecTO эти сл'Ьдств1я. Въ этомъ случа Ь невоз
можно путемъ преобразован!я „сд'Ьлать одновремен
ными" А  и В. Если, наприм1зръ, L  =  0, т.-е., если оба 
событ1я, отнесенныя къ К, нроисходятъ въ одномъ 
м+.ст1з, то для вс'Ьхъ системъ отсчета А  предше- 
ствуетъ В.

Теперь допустимъ, что В, въ силу закона природы, 
связано съ А  отношен1емъ д-Ьйств1я къ причин-Ь. Это 
отношен1е должно быть независимымъ отъ системы 
отсчета, такъ какъ законы природы должны им-Ьть 
м'Ьсто для всЬхъ системъ отсчета въ одинаковой 
формЬ. Сл-Ьдовательно, В должно происходить позже, 
ч-Ьмъ А , не только по отношен1ю къ систем15 К, но 
и для вс-Ьхъ системъ отсчета. Необходимымъ и доста- 
точнымъ ycлoвieмъ для этого, согласно предыдущему, 
является

~ г < с .

Но ^  представляетъ для системы К  скорость рас-

пространен1я. Это и до.чазываетъ нашу теорему.
Твердое т^кло, играющее въ Н ь ю т о н о в о й  меха- 

ник'Ь столь огромную роль, характеризуется безконеч- 
ной скоростью распространен1я упругихъ возмущен1й. 
Поэтому въ TeopiH относительности не существуетъ 
вовсе твердости; вс-Ь тЬла могутъ претерп-Ьвать де- 
форма1ии.

Эти теоремы о скорости свЬта, какъ пред-Ьльноп 
скорости, подавали иногда поводъ къ ложнымъ толко- 
ван1ямъ. Именно, полагали, что поняпе сверхъ-св-Ьто- 
вой скорости вовсе несоединимо съ теор1ей относи
тельности. Ошибочность этого мы покажемъ на про- 
стомъ npHM-fep-b. Возьмемъ линейку, находящуюся въ 
поко'Ь, и другую линейку, образующую съ первой не
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большой уголъ а. Станемъ перем-Ьщать эту вторую 
линейку со скоростью q, перпендикулярно къ направ- 
лен1ю первой линейки. I очка nepec-feMeHia o6"feHXb 
линеекъ перем-Ьщается со скоростью q / а. Если а до
статочно мало, то эта скорость даже при небольшихъ 
значен1яхъ q становится сверхъ-св-Ьтовой скоростью. 
Этотъ фактъ не им-Ьетъ никакого отношен1я къ наз- 
ваннымъ выше теоремамъ, потому что точка nepec-fe- 
чен!я не есть вовсе матер1альная точка и ея движен1е 
непригодно для перенесен1я физическихъ д'Ьйств1й^).

К ъ  coжaлiзнiю, почти во вс-Ьхъ случаяхъ скорости 
V и q такъ малы по сравнен1ю съ с, что различ1е 
между Э й н ш т е й н о в о й  теоремой сложен1я (равен
ство 8) и бол-fee простой формулой сложен1я (4) остается 
недоступнымъ воспр1ят1ю. Только въ одномъ случа-fe 
можно произвести экспериментальный выборъ между 
ними, именно въ интерференшонномъ опыт-Ь Ф и з о .

Пусть въ систем-Ь К ' находится въ поко-Ь н-Ькото- 
рое прозрачное, лишенное дисперс1и, Т'Ьло съ показа- 
телемъ преломлен1я п. Пусть въ немъ' распростра
няется въ положительномъ направлен1и х  св-Ьтовой 
лучь. Въ такомъ случай скорость его будетъ равна;

по отношешю же къ систем-Ь К, въ которой т1^ло 
им-Ьетъ, какъ и К', скорость v, лучъ движется, согласно 
равенству 9), со скоростью:

I ^
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)̂ м. Laue. Phys. Zeit. 12. 48. 1911. Другое мнимое протпво- 
p-b4ie съ учен1емъ о предЪльномъ характер^ с объяснено 3 о м- 
м е р ф е л ь д о м ъ Phys. Zeit. 8. 841. 1907 и Weberfestschrift. 

912.



(зд-fecb опять q =  qx, ч '= я !х )-  Такь  какъ v мало по 
cpaBHCHiio съ с, то это значен1 е равно съ большой 
степенью приближен1я величинЬ

М н о ж и т е л ь  п р и  v е с т ь  Ф  р е и е л е в ъ  к о э ф- 
ф и ц 1 е н т ъ у в е л и ч е н 1 я  (ср. выше). Такимъ обра- 
зомъ, эта надежн-Ьйшая опора теор1и эеира становится 

•теперь аргументомъ въ польз}^ Э й н ш т е й н о в о й  
теоремы сложен1я скоростей i).

§ 5. М е х а н и к а  ма т е р  1аль  к о й  т о ч к и .

Какъ уже неоднократно указывалось выше, при 
допущеши T eop in  относительности механика долж
на подвергнуться изм'Ьнен!ю. И д-Ьйствительно, 
уже при самомъ зарожден1и ея Э й и ш т е й н ъ  и 
П л а н к ъ  2) занимались вопросомъ, какъ слЪдуетъ 
изм-Ьнить основное равенство 1) Ньютоновой механики: 

сила =  масса X  y c K o p e n ie .

Они исходили при этомь изъ соэбражен1я, чго 
если Ньютонова механика и не абсолютно точна, то 
въ качеств-fe приближен1я она настолько испытана для 
небольшихъ скоростей, что ее сл-Ьдуетъ сохранить 
для пред'Ьльнаго случая безконечно малой скорости. 
Но, при любомъ движен1и матер1альной точки во вся
кое мгновенье существуеть такая система отсчета, въ 
которой она не обладаетъ совс-Ьмъ скоростью. Для 
этой системы отсчета принимаюгъ равенсгво 1). Даль- 
н'Ьйшее является уже д-Ьломъ математическихъ пре- 
oбpaзoзaнiй тфимЬнительно къ другимь системамъ.

1) М. Lauo Ann. tier Pliysik 23, 9S9. 1907. Цит. соч. § 23. Тииъ 
указывается также, что прим-Ьнен1е теоремы сложен1я зд^Ьсь 
правом-Ьрно.

А. Einstein п О. М. Flanck Verh. d. Deutschen l*hys. Gas.
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Результатъ математическаго анализа гласитъзд Ьсь; 
разложимъ силу и ускорен1е на ихъ продольныя и по- 
перечныя слагаюиця, т.-е на ихъ слагающ1я парал 
лельно и перпендикулярно скорости. Въ такомъ случа Ь 
им'Ьетъ M-fecTo пропор1йональность между продольными 
и между поперечными слагающими обоихъ этихъ век- 
торовъ. Но въ отлич1е отъ Ньютоновой механики 
коэффишенты пропорц1ональности въ обоихъ случаяхъ 
не одни и T-fe же. Наоборотъ, п р о д о л ь н а я  мас с а ,  
на которую умножается продольное y c K o p e n ie  больше, 
ч-Ьмъ поперечная масса, на которую умножается по
перечное y cK o p en ie . Сверхъ того, o6-fe массы зависятъ 
отъ скорости (/. Только въ случа-Ь весьма малыхъ ско
ростей он'Ь становятся тождественными. Если обозна
чить это общее значеше, какъ „покоящуюся массу", 
черезъ иг, то продольная масса будетъ равна:

т
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поперечная будетъ равна

т
mi =

06'fe эти формулы можно объединить в ь равенств-Ь: 
сила =  приращешю количества движен1я, 

если мы придадимъ посл'Ьднему значен1е

mq
10) G =

Если q приближается къ скорости свЬта й, т о  G 
стремится къ безконечности. Поэтому никакая сила 
не въ состоян1и сообщить тЬлу скорость св'Ьта.'  ̂Если



же 2  мало по сравнен1ю съ с, то равенство 10) при- 
нимаетъ виаъ q =  mq, что совпадаетъ съ основнымъ 
равенствомъ Ньютоновой механики.

Электронъ ведетъ себя, какъ матер1альная точка, 
по всЬхъ своихъ движен1яхъ внЬ матер1и. Такъ на- 
прим'Ьръ, въ катодныхъ л}^чахъ и въ ,3—лучахъ ра- 
Д1 Я. Скорость его при этомъ доходитъ до 0,9 скорости 
св-Ьта и, сл-Ьдовательно, отлично пригодна для изуче- 
н1я законовъ механики въ случа'Ь большихъ скоро
стей. Этой задач-Ь было посвящено уже большое число 
изсл'Ьдован1й, установившихъ безспорнымъ образомъ, 
что массы изм-Ьняются приблизительно соотв-Ьтственно 
вышеприведеннымъ формуламъ. К ъ  сожал-Ьшю, точ
ность опытовъ еще не настолько велика, чтобы можно 
было сд-Ьлать выборъ между этими формулами теор1и 
относительности и формулами, выведенными А  б р а г а- 
м о м ъ  на ocHOBanin эеирной теор1и. Д-Ьло въ томъ, 
что и прежняя теор1я приписывала электрону, въ 
виду вл1ян1я его поля, перем-Ьнныя массы. Какъ бы то 
ни было, въ настоящее время ревностно работают ь 
надъ улучшен1емъ этихъ опытовъ.

Историческое pa3BHTie привело въ этой области 
къ одному широко распространенному недоразум-Ь- 
нш. Такъ какъ старая теор1я могла объяснить изм-Ьн- 
чивость массъ, лишь исходя изъ дoпyщeнiя, что 

* инерщя электрона им'Ьетъ своимъ м'Ьстопребывашемъ 
исключительно его элекромагнитное поле, то мнопе 
думаютъ, что и теор1я относительности должна раз- 
сматривать его массу, какъ чисто электромагнитную 
массу. Фактически же эта зависимость массъ отъ 
скорости должна обнаружиться во всякой матер1аль- 
ной точк'Ь, независимо отъ того, заряжена ли она 
электрически, или н-Ьтъ. Въ вышеприведенной кон- 
цепфи B-iipHo лишь то, что въ случаФ, электрона часть 
его массы должна быть отнесена на счетъ поля. Ка-
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нова величина этой части, не представляетъ ли она 
всей массы электрона- этого нельзя еще р-Ьшить на 
основан1и производившихся до сихъ поръ опытовъ.

§ 6. I I и е р ц i я э н е р г i и.

Въ механистической концепцш природы инергия 
матерш была н1зкоторымъ оснознымъ, неразложимымъ 
дал-Ье фактомъ. М-Ьрой инерщи являлась масса т, n-fe- 
которая константа, характеризующая по закону со- 
хранен1я массы каждую матер1альную точку. Въ T-fec- 

ной связи с ъ  этимъ п о л о ж е ш е м ъ  н а х о д и л о с ь  п олож е- 

H ie о сохранеши импульса (называемаго также коли- 
чествомъ движен1я), который въ случай мaтepiaльнoй 
точки опред'Ьлялся, какъ произведен1 е mq. Согласно ра
венству 1), сила равнялась приращен1ю импульса ма- 
тер1альной точки, къ которой она была приложена, 
и, такъ какъ въ предоставленной самой себ-fe сово
купности матер1альныхъ точекъ совокупный импульсъ 
долженъ былъ быть постояннымъ, то силы должны 
были подчиняться закону о равенств-fe д-Ьйств1я ипро- 
ти вод 'Ь йств 1Я. В-Ьдь въ э т о м ъ  случай каж д ом у  изм-fe- 
нен1ю импульса какой-нибудь матер1альной точки со- 
отв-Ьтствовало изм-Ьнеше импульса въ какой-нибудь 
другой точк-fe, такъ что они въ точности компенси
ровали другъ друга. Затруднен1я возникли, когда было 
найдено, что электромагнитное излучен1е оказываеть 
д-Ьйств1е на испускающее его т-Ьло, при чемъ не 
им-Ьется другого т-Ьла, которое бы въ то же время 
Испытывало какое-нибудь вл1яше. Такъ, наприм^зръ, 
источникъ св-Ьта, испускающ1й св-Ьтъ въ одномъ на- 
правлен1и, испытываетъ отдачу, подобно пушк-Ь при 
выстр-Ьл'Ь. Правда, если испущенный лучъ будетъ по- 
глощенъ какимъ-нибудь другимъ Т"Ьломъ, то на этомъ 
посл'Ьднем ь обнаружится компенса1 йя импульса, сооб-
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щеннаго св-Ьтовому источнику. Но при н'Ькоторыхъ 
обстоятельствахъ, пока это произойдетъ, . можетъ 
пройти очень значительное время, или-же даже собы- 
Tie можетъ вообще не наступить. Можно-ли и въ 
этомъ случа-fe удержать теорему о сохранен 1 и им
пульса?

До т-Ьхъ поръ, пока сводили электромагнитныя 
поля къ механическимъ движен1ямъ въ эеир-fe, можно 
было и должно было, само собой разум-Ьется, искать 
въ нихъ соотв-15Тственной компенсаЕЙи для прираш,ен1я 
импульса св-Ьтового источника. Но когда Л о р е н  ц ъ  
принялъ, что эеиръ абсолютно пеподвиженъ, то на- 
рушен1е теоремы объ импульсЬ стало представляться 
неизб-Ьжнымъ ( I I  у а н к а р э). Въ этомъ пункт-Ь началось 
чреватое сл'Ьдств1ями обобщен1е понят1я импульса 
( Л о р е н ц ъ ,  А б р а г а м ъ ) .

Нашъ св-Ьтовой источникъ теряетъ путемъ излу- 
чен1я энерпю, которая обнаружится лишь позже, —  а, 
можетъ быть, и никогда не обнаружится— въдругомъ 
т-Ьл-Ь. Нарушается ли этимъ принципъ энерпи? Н-Ьтъ, 
потому что магнитное поле становится м'Ьстопребы- 
вашемъ энерпи, потерянной св-Ьтовымъ источникомъ. 
Соотв-Ьтственно съ этимъ, сл-Ьдовало въ немъ искать 
также импульсъ, который необходимъ для сохранен1я 
теоремы о постоянств-fe импульса. Такимъ образомъ 
пришли къ сл'Ьдуюш,ему обобщешю: постоянна сумма 
изъ механическаго и электромагнитнаго импульса. Вы- 
числеше показало т-Ьсную связь электромагнитнаго 
импульса съ такъ называемымъ потокомъ энерпи.

Изъ повседневнаго опыта изв-Ьстно, что движу- 
щ1яся т-Ьла переносятъ механическую работу изъ од
ного м-Ьста въ другое. Въ цилиндр15 паровой машины 
паръ даетъ работу, которая путемъ соотв-Ьтствен- 
ныхъ передачъ сообщается оси махового колеса. Это, 
въ свою очередь, черезъ посредство спицъ и пери-
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фер1и махового колеса, передаетъ ее передаточному 
ремню, который, съ своей стороны, сообщаетъ ее ма- 
шин-Ь, предназначенной для работы. Во вс-Ьхъ этихъ 
частяхъ машины им-Ьетъ м-Ьсто потокъ энерпи, кото
рый въ механик’Ь называютъ к о н д у к ц 1 о н н ы м ъ  
т о к о м ъ энерпи. Въ натянутомъ передаточномъ ремн-Ь 
онъ течетъ напротивъ движешя, въ цилиндр-Ь, нахо
дящемся подъ давлен1емъ, въ обш,емъ по направлен|'ю 
скорости, въ скручиваемой оси и въ подвергающихся 
сгибашю спицахъ махового колеса перпендикулярно 
скорости т-Ьла. Его постоянно легко опред'Ьлить на 
основаши движен1я и состоян1я напряжен1я. Наряду 
съ нимъ, течетъ еще к о н в е к ц 1 о н н ы й  т о к ъ ,  воз
никающей благодаря увлечен 1 ю покоящихся въ т-Ьл-Ь 
видовъ энерпи, какъ, нацрим-Ьръ, тепловая, химиче
ская и упругая энерпи. Онъ им-Ьетъ постоянно на- 
правлеше скорости. Весь мехапичесшй потокъ энер- 
гш складывается изъ обтЬихъ этихъ частей по закону 
параллелограмма. Опред'Ьлеше плотности тока анало
гично соотв-Ьтственному опред-Ьлешю въ гидродина- 
мик-fe: плотность тока равна количеству энерпи, про
текающему въ единицу времени черезъ единицу пло
щади, перпендикулярной къ направлен1ю тока. Она 
есть направленная величина того же вида, что и ско
рость, сл-Ьдовательно, векторъ, какъ и самъ импульсъ,

И въ электромагнитномъ пол-Ь существуетъ потокъ 
энерпи. Св-Ьтовой лучъ представляетъ наглядн-Ьйш1й 
прим-Ьръ траэктор(и подобнаго потока. Связь его 
плотности тока съ плотностью импульса (импульсъ 
на единицу объема) дана въ формул-fe:

п Плотность тока энерпи
11) Плотность импульса =  тг  -------------------------—

Квадратъ ск орости св’вта.
Въ случай? луча св-Ьта импульсъ совпадаетъ по на- 

правлешю съ направлен1емъ луча; его интенсивность 
растетъ пропорцюнально съ яркостью св-Ьта. Все это
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зародилось еще на почв-Ь Л о р е н  ц о в о й  абсолютной 
теорш, которая и зд-Ьсь, какъ и въдругихъ случаяхъ, 
расчистила дорогу теор1и относительности. Посл-Ьд- 
няя могла прямо перенять этотъ ходъ мыслей и всю 
электродинамику BM-fecT-fe съ уравнешемъ 11).

Но ей вcтpi5тилacь новая трудность. Пусть въ пра* 
BOM-fepHoft систем-fe К ' находится въ поко'Ь некоторый 
источникъ св-Ьта, испускающ1й одинаково яpкie лучи 
въ двухъ противоноложныхъ направлен1яхъ. Каждый 
лучъ несетъ съ собой изв'Ьстный импульсъ. Такъ 
какъ оба импульса равны и противоположны, то они 
взаимно уничтожаются. Уже въ силу одной симметр1и 
источникъ св-Ьта остается неопред-Ьленно долгое вре
мя въ ПОКО'Ь.

Отнесемъ теперь этотъ процессъ къ другой пра- 
вом-^рной систем'Ь К, по отношен1ю къ которой источ
никъ св'Ьта движется по направлен1ю перваго луча. 
Если не будетъ никакого вн'Ьшняго вм-Ьшательства, 
то источникъ этотъ сохранить неопред'Ьленно долгое 
время свою скорость потому что онъ, какъ мы ви- 
д-Ьли, остается всегда въ поко-Ь въ систем-fe К ', а, со
гласно принципу относительности, К  и К ' постоянно 
сохраняютъ другъ относительно друга одну и ту-же 
скорость. Мы можемъ зат-Ьмъ перечислить электро- 
магнитныя поля обоихъ лучей съ К ' на К. Мы нахо- 
димъ при этомъ, что первый лучъ въ К  ярче, ч-^мъ 
второй, что, такимъ образомъ, онъ несетъ съ собой 
въ единицу времени большш импульсъ. Такимъ обра
зомъ, зд'Ьсь уже отсутствуетъ взаимная компенсащя 
обоихъ лучей. Наоборотъ, совокупный электро-маг- 
нитный импульсъ обоихъ лучей постоянно растетъ 
и механичесюй импульсъ источника св-Ьта

mq '
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(Ср. 10) долженъ на основан!и теоремы о постоянства^ 
импульса соотв-Ьтственно убывать. Это возможно 
лишь въ томъ случа-fe, если вм4?ст-Ь съ потерей излу
чаемой энерпи связано пропорцюнальное этому убы- 
ван1е ея покоящейся массы. Значитъ, и, наоборотъ, 
въ случа-Ь прироста энерпи должна возрастать и мас
са. „Энерпя обладаетъ инершей"— такова первона
чальная формулировка положен1я объ и н е р ц 1 и -  
э н е р г 1 и  >).

Благодаря этому приходится разсматривать законъ 
о сохранен1и механической массы, какъ неточный. Но, 
съ другой стороны, при томъ огромномъ значен1и, 
какое онъ им-Ьлъ до сихъ поръ, врядъ-ли можно до
пустить, что въ OCHOB-J? его не лежитъ н-Ькоторая 
истина. Эта истина “выступаетъ передъ нами, какъ 
только мы примемъ, что всякая инертця основывается 
на энерпи, ибо тогда истиннымъ ядромъ положен1я о 
сохраненш массы является положен1е о сохранен1и 
энергш. Разум-Ьется, н-Ьтъ никакихъ принудительныхъ 
соображен1й въ пользу этого обобщен1я. Мы остаемся 
въ соглас1и съ принципомъ относительности и вс-Ьми 
изв-Ьстными фактами, если, наряду съ инерщей энер
пи, мы примемъ еще механическую энерг1ю другого 
рода. Но, исходя изъ принципа, требующаго возмож
ной спец1ализащи физическихъ гипотезъ, мы предпо- 
читаемъ вторую концепщю.

Если мы захотимъ придать последней математиче
ски точную форму, то невозможно будетъ, вообще 
говоря, воспользоваться понят1емъ массы. Такъ, на- 
прим1 5 ръ, электромагнитное поле обладаетъ почти 
всегда инерц1ей, обнаруживающейся въ его импульсЬ, 
но лишь въ исключительныхъ случаяхъ можно припи
сать ему массу. Даже’ въ случа-Ь упругихъ т1злъ д-15Й. 
ств1я инерцш по отношен1ю къ движущей сил-fe, со- 

1) А. Einstein Ann. d. Physik 20. 627. 1006.
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гласн о  TeopiH  относительности , слиш комъ слож н аго  
рода, чтобы  и х ъ  можно бы ло  и зобрази ть  съ  помощ ью 
это го  поняТ1я (однако, въ  дальн-Ьйшемъ мы ограни 

чимся случаями, въ  котор ы хъ  можно говорить о масс-fe). 
П оэтом у  точная формулировка, которой  мы обязаны  

П л а н к у  ’ ), связана съ  прим-Ьнимыми всегда поня- 
т1ями тока импульса и тока эн ер п и  и заклю чается въ  
неограниченном ъ  обобщ ен1и равенства 11)

г, Плотность тока энерпи
П лотн ость  и м п у л ь с а =  -г^— -̂--------------- ---------- 5---------

Квадрат ь скорости свъта.
Эта формула носитъ характеръ закона природы во 

вс-Ьхъ областяхъ физики, Такъ, наприм'Ьръ, току энер
пи, который имеется въ пол-fe тягот'Ьн1я, долженъ 
соотв-Ьтствовать и импульсъ тягот1?шя.

Приложимъ эту формулу къ динамик-fe. Разсмо- 
тримъ т-Ьло, обладающее въ покоющейся систем-fe 
К*’ энерг1 ей Е® и объемомъ V° при давлен1и jo®. Для 
всякой другой системы отсчета, въ которой оно об- 
ладаетъ скоростью оно является носителемъ кон- 
векшоннаго и кондукщоннаго токовъ энерпи. Напра- 
влен1я обоихъ токовъ совпадаютъ въ этомъ случа^Ь 
съ направлен1емъ скорости. Первый токъ, взятый въ 
цНЬломъ (т. е. суммируя по объему всего т-Ьла), про- 
порцюналенъ энерпи Е®, второй пропорщоналенъ 
давлен1ю и объему V° Благодаря этому мы полу- 
чаемъ для величины его импульса формулу )̂.

ЕО-\-р'> V 0

Эта формула совпадаетъ съ формулой 10), если мы 
примемъ, что покоящаяся масса

\ Ъ )т  =  \  (Е «  УО).
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Такимъ образомъ, масса по существу сводится къ 
энерпи т-Ьла, ибо слагаемое V°, въ виду ничтожно

малаго значешя множителя с т .  ̂ sec.,
О"

составляетъ лишь совс-Ьмъ незначительную дробь.
Согласно господствовавшему до сихъ поръ опред-fe- 

лешю энерпи, ее опред'Ьляли черезъ количество тепла 
и работы, потребное, чтобы перевести т-Ьло изъ про- 
извольнаго начальнаго состоян1я въ данное напередъ 
конечное состоян1е. Энерпя начальнаго состояшя оста
валась при этомъ неизб-Ьжнымъ образомъ неопред-Ьлен- 
ной. Теперь же мы въ состоян1и изм-Ьрять энерпю 
безъ всякой неопред-Ьленности черезъ посредство д-Ьй- 
cTBifl ея инерцш, ибо инертная масса обладаетъ н-Ько- 
торымъ абсолютнымъ значен1емъ, которое легко ука
зать. При этомъ оказывается, что энерг1я Е всегда 
несравненно больше, ч-Ьмъ изм-Ьнешя энерпи, которыя 
т-Ьло испытываетъ при механическихъ, термическихъ, хи- 
мическихъ процессахъ. Bc-fe они такъ ничтожны, что

можно, согласно формул-Ь 13) въ виду множителя пре-

небречь соотв'Ьтственнымъ изм-Ьнешемъ массы *). При 
названныхъ процессахъ происходятъ всевозможныя 
изм'Ьнен1я расположешя атомовъ и ихъ состояний дви
жения, сами же атомы остаются неизм-Ьиными. Мы за- 
ключаемъ отсюда, что значительн'Ьйшая доля энерпи 
находится внутри атомовъ. Теор1я, что атомы являют
ся м'Ьстопребыван1емъ огромныхъ количествъ энерпи, 
находитъ подтверждеше въ рад1оактивныхъ явлешяхъ. 
В-Ьдь въ случа-fc распада атомовъ, играющаго при этомъ
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1) Если наприм-Ьръ, между собою соединяются 2 gr. водо
рода съ 16 gr. кислорода, образуя жидкую воду, то высвобож
дается 68.400 калор1й. Соотв-Ьтствующая убыль массы равна 
3,2. 10-9 gr.



существенную роль, высвобождается колоссальное ко
личество энерпи.

К о вс-Ьмь этимъ выводамъ привело допущен1е, что 
въ теор1и относительности должна быть удержана 
теорема о постоянств-fe импульса. Можетъ быть, спро- 
сятъ, настолько ли достоверно это допуш.ен1е, чтобы 
■можно было на основаши его д'Ьлать столь рискован
ные выводы? На. это мы отв'Ьчаемъ р'Ьшительн'Ьйшимъ 
д а. 1 еорема о постоянств'Ь импульса столь же досто
верна въ T eo p in  относительности, какъ принципъ со- 
хранен1я энерпи. Она является именно необходимымъ 
услов1емъ для того, чтобы можно было применить 
принципъ сохранен1я энерпи во в с "fe х ъ  правом'Ьрныхъ 
■системахъ отсчета. Оба положешя такъ т-fecHo связаны 
между собой, чтосъпомощьюданнаго М и н к о в с к и м ъ  
въ его T eo p in  четырехм-Ьрнаго м1ра способа обозначе- 
Н1 я ихъ можно соединить въ одно единственное ра
венство.

§7. И н в а р и а н т  ы Л о р е н ц о в а п р е о б р а з о в а н !  я.

Мы уже достаточно вид-Ьли въ последнихъ §§, ка- 
К1я глубок1я изм-Ьнен1я приноситъ съ собой въ физику 
принципъ относительности. Мы лишь вкратце упо- 
мянемъ еще, что, напримеръ, силы при переходе отъ 
одной системы отсчета къ другой изменяются по на- 
правлен{ю къ величине, что все определен1я энерпи, 
все отсчеты температуры имеютъ определенный смыслъ 
лишь при указан1и системы отсчета. Такъ, напримеръ, 
температура какого-нибудь тела выше въ его покоя
щейся системе, чемъ во всякой другой. Если тело  
получаетъ y cK o p en ie , при чемъ въ немъ не происходитъ 
внутреннихъ изменешй, то его температура падаетъ.

Тем ъ  важнее, разумеется, найти так1 я величины, 
которыя остаются неизменными при перечислеши и 
сохраняютъ, такимъ образомъ, одинаковое значеше

5*
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во вс-Ьхъ системахъ отсчета. Подобными инвар1антам» 
Л о р е н ц о в а  преобразовашя являются, согласно бук- 
в-Ь принципа относительности (§ 3), во-первыхъ, вс-fe 
универсальныя константы законовъ природы, сл-Ьдо- 
вательно, помимо скорости св^Ьта с, наприм-Ьръ, кон
станты законовъ теплового излучешя, механическ1й 
эквивалентъ теплоты, число молекулъ въ граммъ-мо- 
лекул-fe (число Л о ш м и д т а )  и т. д. И зъ величинъ, 
характеризующихъ состоян1е какого-нибудь т-Ьла, ин- 
вар1антны электрическ1й зарядъ, энтроп1я, о которой' 
говорить второй принципъ, гидродинамическое давле-

V Т

68 м. ЛАУЭ.

Hie, сложныя функщи  ̂   i f  п У  ̂ (V —объ-
с2

емъ, Т — температура) и т. д. niy6oKift смыслъ им-Ьетъ,. 
повидимому, то, что интегралъ д-Ьйств1я Г а м и л ь т о -  
н о в а принципа (принципъ наименьшаго fl-feficTsifl) пред- 
ставляетъ инвар1антъ *). Но вдаваться въ дальн-Ьйшее 
разсмотр’Ьн1е этого мы не можемъ.

Ходъ историческаго развит1я,приведш1й от1> электро
динамики къ T eo p in  относительности, побудилъ иныхъ 
противопоставить новый принципъ относительности^ 
какъ свойственный электродинамик'Ь, старом}’ принци
пу относительности механики. Трудно найти бол-Ье 
ошибочное утвержден1е, хотя бы по тому одномз% что 
оно уже породило недоразумЬн1е, будто въ электро- 
динамик-fe можетъ им-Ьть м-fecTo одинъ принципъ отно
сительности, въ механик-fe— другой. Поэтом}’ мы нароч
но подчеркиваемъ: если бы въ двухъ различныхъ обла- 
стяхъ физики им-Ьли м-Ьсто различные принципы отно
сительности, то оказалась бы правом-Ьрной, согласно 
обоимъ, одна система отсчета. Благодаря обоиыъ принци-

1) М. P l a n c k .  „Die Stellung der neuoren Physik zur mechani- 
schen Weltanschauung". Leipzig. 1910.



’памъ, взятымъ вм-Ьст-fe, была бы выд-Ьлена одна эта 
система. Во всЬхъ явлен1яхъ, который принадлежатъ 
одновременно обЪимъ областямъ, можно было бы най
ти абсолютное движен1е. Два принципа относительно
сти взаимно уничтожаютъ другъ друга. Фактически 
принципъ относительности Э й н ш т е й н а  претендуетъ 
на такое же универсальное anaHCHie во всЬхъ областяхъ 
физики, какъ, скажемъ, принципъ сохранен1я энерпи. 
И свое значен1е онъ обнаружилъ не въ электродина- 
мик-Ь, но въ механик'Ь, и настолько, что, наприм-Ьръ, 
П \ ' а н к а р э  называетъ всю теорш  относительности 
лрямо «новой механикой" i).

Б лагодаря предварительной работ1з, произведенной 
Л о р е н ц о  в о й  теор1ей, для развитая теории относи 
тельн ости  понадобилось всего  н 'Ьсколько л-Ьтъ. Н е л ь 
зя отрицать того , что въ  настоящ ее время, когда п ер е

работаны  BC-fe области  механики въ и хъ  принципахъ, 
наступило  изв-fecTHoe затишье. Стремлен1е найти н о 
вые опыты, на котор ы хъ  можно бы ло бы пов-Ьрить съ  
помощ ью  соврем еннаго искусства экспериментирован1я 
Teopira, о с та ло сь— если не говорить о динамик-fe э лек тр о 

н а — безусп 'Ьш нымъ. Правда, н-Ьтъ ничего легче , какъ 
указать  так1я явлен1я, при к отор ы хъ  re op ifl относи 
тельн ости  приводитъ къ количественно отличны мъ 
результатам ъ , ч-Ьмъ старая теор1я. Н о  въ  виду величи

ны скорости  CBijTa различ1я такъ  ничтожны, что они 
не поддаются изм-Ьрен1ю. В ^дь въ  противном ъ случа'Ь, 
B-fepoHTHO, ещ е и раньш е пришли бы к ъ  теор1и относи 
тельности . Зд-fecb о стается  лиш ь надежда на экспе
рим ентальное искусство буд ущ аго . В ъ  качеств'Ь 
попытки дальн-Ьйшаго расширен1я reop in  мы упомя- 
немъ ещ е см-Ьлую идею Э й н ш т е й н а ,  р'Ьшившагося 
раскрыть тайны поля  THroT-feHiH на основаш и Teopin
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относительности. Но теперь было бы еще прежде
временно высказать какое-нибудь сужден1е относитель-- 
но этой попытки.

Но, несмотря на это, теор1я относительности яв
ляется уже теперь однимъ изъ важн-Ьпшихъ элемен- 
товъ теоретической физики, потому что она открыла 
нашъ новый законъ, охвэтывающ1 Й отдаленн'Ьйш1я- 
другъ отъ друга части науки, и, благодаря этому,по
могла сд-Ьлать намъ крупный шагъ впередъ по направ- 
лен1ю къ создан1ю единой физической картины м1ра..

Пер. П. Юшкевичъ.



Э. Рснтингтонъ.

Новое приближен1е къ теор1и 
относительноети.

Введен1е.

I. Покоящаяся система въ эеир'Ь.
Регулирован1е и заводка часовъ, находящихся въ

nOKO-fe.

Проведен1 е системы координатъ путемъ св -feTO- 

выхъ сигналовъ.
OnpeA-fe.ieHie разстоян1я.
Опред-Ьлен1 е наблюдаемой скорости.
Опред'Ьлен1е наблюдаемаго хода [(rate) движу

щихся часовъ.
Принципъ Допплера.

И. Система, находящаяся въ равном-Ьриомъ движеши 
въ эеир-Ь.

Уравнен1я преобразован1я.
Свойства движущейся системы.
Сложен1е скоростей.

III. Принципъ относительности.
Обратный уравнешя преобразован1 я.
Опыты, въ которыхъ ни одинъ наблюдатель не 

покидаетъ своей собственной станщи.
Опыты съ переноснымъ жезломъ для HSM-bpeHifl;



п ер в о е  ф и зи ческое  доп ущ ен1е, з а к лю ч а ю щ ееся  

в ъ  T eop in  о т н о с и т е ль н о с т и .

Опыты съ переносными часами; второе физиче
ское допущеше, заключающееся въ теор1и отно
сительности.

Пpилoжeнie.

В В Е Д Е Н 1 Е .

О теорш относительности, какъ она была развита 
Эйнштепномъ >), предполагаютъ, обыкновенно, что она 
заключаетъ въ себ-Ь радикальное nsM-feHeHie не только 
нашего представлен1я объ эеир-fe, но также нашихъ 
основныхъ понят1й, касающихся пространства и вре
мени. И при обсужден1и такъ называемыхъ „парадок- 
совъ относительности" изсл-Ьдователи нер'Ьдко поки
дали твердую почву математической дедукцш для цар
ства метафизической спекулящи.

Предлагаемая статья ставитъ себ-fe задачей пока
зать, что знаменитыя „уравнен1я преобразован1я“ , стоя- 
Щ1я въ центр-fe T eop in , могутъ быть легко 'выведены 
изъ простыхъ соглашен1й касательно з а в о д к и  ча- 
с о в ъ  и у с т а н о в л е н з я  с и с т е м ъ  к о о р д и н а т ъ .  
При этомъ не приходится вовсе вступать въ столкно- 
вен1е съ нашимь обычным ь представлен1емъ объ эеир-Ь 
или съ нашими обычными понят1ями пространства и 
времени, такъ что теор1я освобождается отъ п о с л д- 
н е й  в и д и м о с т и  п а р а д о к с а .

Употребленный зд-Ьсь методъ является въ н-Ькото- 
ромъ смысл'Ь возвращен1 емъ къ точк-fe зр'Ьн1я Л о - 
рентца 2), который исходилъ изъ представлен1я объ

72 э. гснтпнгтонъ .

1) А. Е i п S t е i п. „Zur Elektrodynamik bewegter Кбгрег*, 
Annalen der Physik ser. 4, vol. X V II, pp. 891—921 (190b).

2) H. A. L o r e n t z .  „Yersuch einer Theorie der elektrischen, 
und optischen Erscheinungen in bewegten Korpern". Leiden. 189b.



эеир-fe и никогда не покидалъ нашихъ обычныхъ по- 
«ят1й времени и пространства; а ,уравнен1я преобра- 
зован1я“ , полученныя зд-fecb, похожи на уравнен1я Л о 
ренца, будучи н'Ьсколько 6o.Tfee общими, 4"feMb уравне- 
Hifl Эйнштейна. Однако, Лоренцовъ методъ выведен1я 
уравнен1п предполагаетъ знан1е значительной и труд
ной части современной электромагнитной T eop in , между 
т-Ьмъ какъ принятый нами методъ основывается лишь 
на самыхъ элементарныхъ соображен1яхъ.

Предлагаемая статья носить чисто florMaTH4ecKitt 
характеръ, не претендуя на критическ1й или истори- 
ческ1й аиализъ теор1и относи гельности ').

I. П о к о я щ а я с я  с и с т е м а  в ъ  эвир-Ь.

1. Мы примемъ существован1е эеира, въ которомъ 
распространяются равном-Ьрно во всЬхъ направле- 
н1яхъ св-Ьтовыя волны, и разсмотримъ сперва твер
дую платформу S, покоящуюся въ эеир-Ь.

О бъ этой платформ-fe предполагается, что она оби
таема разумными существами, которыя способны сооб- 
ш,аться другъ съ другомъ, но, по предположен1ю, не
способны КЪ передвижен1ю. Иначе говоря, ни о д и н ъ  
н а б л ю д а т е л ь  не  м о ж е т ъ  п о к и н у т ь  с в о е й  
с о б с т в е н н о й  с танц1и .  Каждая станшя снабжена 
часами, т.-е. особымъ механизмомъ, который „тикаетъ“ 
черезъ правильные промежутки. Эти часы не перено
симы и должны быть „регулированы" и „заведены" 
прежде, ч-Ьмъ ими можно будетъ воспользоваться.

Мы приступимъ КЪ опред'Ьлен1 Ю методовъ, съ по
мощью которыхъ подобныя существа могутъ регули-

Новое нздан!е. Leipzig, 1906. Также „Th eory  of Electrons" (Co
lumbia University Lectures, 1906). Leipzig, 1909.

1) Д 1 Я бол-Ье подробной библioгpaфiи „теор1и относитель
ности" отсылаемъ читателя къ стать-Ь Лауба въ „Jahrbuch der 
Kidioaktivitat und Elektroniic“ , vol. V II, p. 405. Декабрь 1910.
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ровать и заводить свои часы, установить систему коор- 
динатъ и развить всю Teop iro  аналитической геометр1и 
и кинематики, при чемъ ни одинъ наблюдатель не по- 
кидаетъ своей собственной станщи. Эти опред-Ьленш 
можно будетъ зат-Ьмъ немедленно распространить на 
случай системы, движущейся равном-Ьрнымъ образомъ- 

въ эеир-Ь.

Р е г у л и р о в а н 1 е и  з а в о д к а  ч а с о в ъ ,  н а х о д я 
щ и х с я  в ъ  nOKO" f e .

2. Чтобы уб-Ьдиться, им-Ьютъ ли часы, находяш1ес» 
на н-Ькоторой данной станщи А , равном-Ьрнып ходъ^ 
наблюдатели поступаютъ сл-Ьдующимъ образомъ: изъ 
А  посылаютъ на какую-нибудь другую станщю В св-fe- 
товой сигналъ, который немедленно возвращается изъ 
В въ А . Если число секундъ, отсчитанныхъ на ча- 
сахъ въ А  за то время, что св-Ьтовой сигналъ идетъ^ 
въ В и возвращается обратно, всегда одно и то же, 
когда бы ни повторяли этотъ опытъ, то тогда гово- 
рятъ, что часы въ А  им-Ьготъ п о с т о я н н ы й  х о д ъ .

3. Когда мы урегулировали каждые отд-Ьльные часы 
такъ, что они им-Ьютъ п о с т о я н н ы й  ходъ, то бли
жайшая задача заключается въ томъ, чтобы уб-Ьдиться, 
что BC-fe часы им-Ьютъ о д и н ъ  и т о т ъ  ж е  ходъ. 
Этого можно легко добиться, урегулировавъ вс-fe часы 
такъ, чтобы они шли, согласно съ ходомъ какихъ-ни- 
будь главныхъ (standard) часовъ на н-Ькоторой цен
тральной станщи 0. Для этого поступаютъ сл-Ьдую- 
щимъ образомъ; изъ О посылаются св-Ьтовые сигналы 
съ изв'Ьстной частотой въ секунду, измеряемой часа
ми въ 0. Если эти сигналы приходятъ на станщю А  
съ такой же самой частотой въ секунду, изм-Ьряемой 
по часамъ въ А , то тогда говорятъ, что часы въ А  
и м - Ь ют ъ  т о т ъ  же  х о д ъ ,  ч т о  и ч а с ы  въ 0.
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Очевидно, возможно, что двое часовъ идутъ т-Ьмъ же хо-  
домъ, не будучи синхронными. Предположивъ, для удобства, что 
показан1я часовъ представляютъ непрерывный рядъ О, 1, 2.... 
секундъ, а не повторяются сызнова черезъ каждые двенадцать 
часовъ, иы можемъ им*ть, наприм-Ьръ, рядомъ двое часовъ, пзъ 
которыхъ один показываютъ

 7, 8, 9, 10 ,

а Apyrie

 3, 4, 5, б ...........

Эти часы ии’Ьютъ одинъ и тотъ же ходъ, но, очевидно, они' 
не синхронны, ибо одни изъ нихъ идутъ всегда впереди дру- 
гихъ на 4 секунды.

4. Остается „завести" часы такимъ образомъ, чтобы 
„начало времени" на всЬхъ нихъ было одно и то же. 
Этого можно легко добиться путемъ св-Ьтовыхъ сиг- 
наловъ, посылаемыхъ съ центральной стан1ии *). П }хть  
наблюдатель въ О посылаетъ сигналъ въ А , когда часы- 
въ О показываютъ fo> и пусть этотъ сигналъ прихо- 
дитъ въ А , когда часы въ А  показываютъ Немед- 
леняо по полученш этого сигнала наблюдатель въ А, 
посылаетъ сигналъ въ О, который приходитъ тз’да,. 
когда часы въ О показываютъ

Если теперь

+  такъ что —  —

то говорятъ, что часы в ъ А  с и н х р о н н ы  с ъ  г л а в -
н ы м и ч а с а м и в ъ О ^ ) .

Легко вывести отсюда, какъ теорему, что двое ча-
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’ ) Einstein, 1ос. cit.

- )  Если — -А- (<2 +  to) +  *1 то часы въ А  сп-Ьшатъ на е-

секундъ и должны быть соотв-Ьтственнымъ образомъ „передви
нуты назадъ“ .



совъ, синхронные съ часами въ О, будутъ синхронны 
въ силу того же самаго onpefl'fe.ienifl другъ съ другомъ. 

П р о в е д е н 1 е  с и с т е м ы  к о о р д и н а т ъ  с ъ  п о 
м о щ ь ю  с в ' Ь т о в ы х ъ  с и г н а л о в  ъ.

5. Когда Bc-fe часы „урегулированы" и „заведены" 
такъ, что они синхронны съ центральными часами 
въ О, то наблюдатель приступаетъ къ проведен1ю с и- 
с т е м ы  к о о р д и н а т ъ ,  т.-е. онъ соединяетъ съ каж
дой станшей два числа, называемый абсциссой и орди
натой этой станщи.

Такъ какъ предполагается, что ни одииъ наблю
датель не покидаетъ своей собственной станщи, то 
обычный процессъ изм'Ьрен!я. при которомъ перено- 
сятъ съ M-fecTa на м-fecTO жезлъ въ метръ длиною, 
непригоденъ. Поэтому наблюдатели приб-^гаютъ къ 
методу св-Ьтовыхъ сигналовъ слЬдующимъ образомъ. 
Пусть взята за ось ж-овъ н'Ькоторая неизм-Ьнная пря
мая О X, проходящая черезъ центральную станц1ю. И зъ 
О посылаютъ св'Ьтовые сигналы въ различныя станщи, 
расположенныя вдоль этой оси. Если сигналъ, пеки- 
дaющiй О, когда часы въ О показываютъ to, приходитъ 
въ А , когда часы въ А  показываютъ t̂ , тогда р а з 
н и ц а  в ъ  п о к а з а н 1 я х ъ  ч а с о в ъ ,  у м н о ж е н н а я  
на  н - Ь к о т о р ы й  п о с т о я н н ы й  ч и с л е н н ы й  м н о 
ж и т е л ь  с, п р и н и м а е т с я  з а  а б с ц и с с у  с т а н -  
u i n  А ,

х  =  с{(^ — д ;
л

а точка А  обозначается черезъ (х, 0) О- Такимъ п}'- 
темъ опред-Ьляются точки (1,0), (2,0) и т. д. на оси 
О Х  и аналогичнымъ образомъ точки (— 1,0), (— 2,0)  
и т. д. на продолжен1и оси ОХ.

Произвольная постоянная с показываетъ лишь масштабъ
карты.

76 э. гбнтпнгтонъ.



6. Опред-Ьливъ, такимъ образомъ, координаты всЬхъ 
станщй, расположенныхъ на оси ж-овъ, наблюдатели 
опред-Ьляютъ теперь— опять-таки, не приб-Ьгая къ обыч- 
нымъ способамъ HaM-fepeHifl— координаты точекъ, не 
расположенныхъ на этой оси. Разсмотримъ н-Ькоторз'к> 
точку (w, 0) на этой оси. Наблюдатели, находящ1еся въ 
двухъ точкахъ (гп -{-п , 0) и ( т  —  п, 0), которыя могутъ 
быть названы „равноотстоящими" отъ (иг, 0), посы- 
лаютъ св-^товые сигналы, причемъ каждый наблюдатель 
отправляетъ его, когда часы на его станши показываютъ 

0̂ . О к а ж д о й  с т а н ц 1 и С ,  в ъ  к о т о р у ю  о б а  
э т и  с и г н а л а  п р и х о д я т ъ  о д н о в р е м е н н о ,  г о 
в о р я т  ъ, ч т о  о н а  л е ж и т ъ  на  п е р п е н д и к } ' л я -  
p-fe, п р о х о д я щ е м ъ  ч е р е з ъ  (ш, 0). Теперь, съ по
мощью св-Ьтовыхъ сигналовъ, отправляемыхъ со стан- 
цш (т , 0), соединяютъ съ каждой изъ точекъ, лежа- 
щихъ на этомъ перпендикуляр-fe, н-Ькоторую ординату у\ 
въ частности, такимъ образомъ опред-Ьляются точки 
( т ,  1 ) ,  (иг, 2 ) . . . . ;  ( т ,  — 1),  (т, —  2 ) ...........

7. Описывая этотъ способъ проведен1я системы коордпнатъ 
съ помощью св^товыхъ сигналовъ, мы молча допустнлп, что 
каждая стад1я этого процесса возможна; иными словами, что 
полученная такииъ образомъ система координатъ п е р м а 
н е н т н а ,  такъ что координаты, приписанныя какой-нпб}'дь 
данной станщи, останутся постоянно г-Ьми же самыми при по- 
вторен1и процесса. Это допущен1е, очевидно, правомерно въ 
случа-Ь системы, покоящейся въ эеир-fe. Но достаточно мннут- 
наго размышлен1я, чтобы убедиться, что это неверно вообще въ 
случа-Ь системы, движущейся по отношен1ю къ зепру.

Разсмотримъ, наприм-Ьръ, круговую платфори\', вращающуюся 
съ постоянной скоростью вокругъ своего центра О. Въ этомъ 
случа-Ь легко, согласно правилу § 4, синхронизировать вс-Ь часы 
съ центральными часами въ О; но двое часовъ А  и В, располо
женныхъ на окружности, не будутъ тогда, согласно тому же 
самому правилу, синхронными другъ съ другомъ i).
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1) Такимъ образомъ отношен1е „синхронный съ ч-Ьмъ-нибудь“ , 
какъ оно зд-Ьсь опред-Ьлено, хотя и симметрично, не непре-



Однако, въ одномъ частномъ случай процессъ этотъ законо- 
м'Ьренъ, именно, въ случа’Ь с и с т е м ы ,  д в и ж у щ е й с я  в ъ  
a e n p i  с ъ  р а в н о м ' Ь р н о й  с к о р о с т ь ю  п о  п р я м о й ,  
л  и н i и, и на доказательство этого мы обратимъ вниман1е въ 
части II. Пока же мы ограничиваемся случаемъ покоящейся 
системы.

О п р е д -fe л е н т е  р а з с т о я н 1 я .

8. Приписавъ, съ помощью метода св'Ьтовыхъ сиг- 
наловъ, каждой станши плоскости пару координатъ, 
можно опред-Ьлить разстояше между двумя точками 

и (ж2 ,г/2 ), как'ь количество

78 э. гёнтингтонъ.

V(X2 —  «1)2 +  {У2 — yi)--

Наблюдатели, находящ1еся на платформ-Ь, въ со- 
стоянш теперь развить всю теор1ю к о о р д и н а т н о й  
г е о м е т р 1 и  на  п л о с к о с т и .  Такъ наприм-Ьръ, о 
вс-Ьхъ точкахъ, координаты которыхъ удовлетворяютъ 
уравнен1ю =  г ,̂ можно сказать, что он-fe ле-
жатъ на окружности съ рад1усомъ г и т. д.

О п р е д ' Ь л е н 1 е  н а б л ю д а е м о й  с к . о р о с т и .

9. Наблюдатели теперь въ состоян1 И приступить къ 
вопросу о с к о р о с т и  какого-нибудь предмета, ска- 
жемъ, аэроплана, который летитъ по прямой лин1и 
черезъ ихъ платформу. Для опред'Ьлен1я скорости 
нужны два наблюдателя, при каждомъ изъ которыхъ 
находятся часы. Наблюдатель А , находящ1йся въ 
(^i)2/i)i отм-Ьчаетъ, что аэропланъ проносится мимо его 
станцш, когда его часы показываютъ Наблюдатель 
В, находяш,1йся въ ( « 2 ,2/0), отм-Ьчаетъ, что онъ проно
сится мимо его станщи, когда его часы показываютъ 

2̂ . Въ такомъ случа-Ь отношеше, получающееся отъ

м'Ьнно транзитивно. Оно похоже скорее на отношен!е типа 
„другъ кого-нибудь". А  и В могутъ быть оба друзьями С, однако, 
не быть друзьями между собою.



fl-fe-TeHiH „разстояшя" на „разницу показашй часовъ" 
<полагая, что это отношен1е постоянно для любыхъ 
двухъ наблюдателей, расположенныхъ на лиши полета), 
называется н а б л ю д а е м о й  с к о р о с т ь ю  аэроплана 
л о  отношен1ю къ платформ'Ь:

и  =  / ( У г — J h ) ' ’ *)>
к  — h

въ частности с к о р о с т ь  с в - Ь т о в о г о  с ит ' нал а ,  
определенная этимъ путемъ, равна произвольно вы- 
бранноп постоянной с и одна и та же во всЬхъ напра- 
влен1яхъ.

(Что это B"fepHO для св'Ьта, движущагося вдоль оси 
ж-овъ или вдоль прямой, перпендикулярной къ этой 
оси,— это вытекаетъ, очевиднымъ образомъ, изъ того 
способа, какимъ были опред'Ьлены координаты точекъ, 
расположенныхъ на этихъ прямых ъ. Что это в-^рно 
также для св'Ьта, движущагося въ косвенныхъ напра- 
влен1яхъ,—это вытекаетъ изъ опред-Ьлешя разстоян1я, 
даннаго въ § 8).

О п р е д ' Ь л е н 1 е  н а б л ю д а е м а г о  х о д а  
д в и ж у щ и х с я  ч а с о в ъ .

10. Предположимъ теперь, что какой-нибудь ав1а- 
торъ, летящ 1Й черезъ платформу, им-Ьетъ съ собою 
часы, и пусть

== показаше часовъ въ А , когда ав1аторъ про
носится мимо А;

t., =  показаше часовъ въ В, когда ав1аторъ проно
сится мимо В;

и Т ' =  число секундъ, отсчитанныхъ на часахъ 
ав1атора за время перелета изъ А  въ В.

1) Обобщен1е этого опред-Ьлешя на случай, когда скорость 
непостоянна, происходить обычнымъ путемъ съ помощью мето- 
довъ дифференц1альнаго исчислен!я.
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Тогда отношен1е

Т '

“  h - h

(есчи это oTHomeHie окажется постояннымъ) назы
в а е т с я  н аб  л ю д а е  м ы м ъ  х о д о м ъ  часовъ ав|ат°Р»
по отношенш къ часамъ на платформ-fe; иначе говоря, 
о часахъ aniaTopa говорятъ, что они идутъ въ г разъ 
быстр'^е, ч-Ьмъ часы на платформ-fe.

Дал-Ье, количество
АВ  

п —  »

гд-fe А В  =  разстояше, которое проходитъ ав1аторъ въ- 
промежутокъ в р е м е н и  Т ', можетъ быть названо само -  
и з м - Ь р е н н о й  (self-measured) с к о р о с т ь ю  аэро
плана по отношен1ю къ платформ-Ь S, такъ какъ пр 
Гежутокъ времени Т ' измеряется не съ помощью 
двухъ паръ часовъ на платформ^ S, но съ помощью 
лишь той пары часовъ, которая находится на аэро-

""^^otnomeHie между количествами tt и п сл-Ьдующее: 

Если
It =  наблюдаемая скорость аэроплана 

^ и =  его самоизм-Ьренная скорость,

gQ э. гёнтингтоиъ.

тогда

гд-Ь »• =  наблю даем ы й  ходъ часовъ на аэроплан-Ь. 

П р и н ц и п ъ  Д о п п л е р а ,  

п  Предположимъ, что некоторый ав!аторъ летитъ по пря

мой л,ш1и отъ н-Ькоторой данной станц1и А, и "У ” '* 
сигналы, посылаемые изъ А  черезъ промежутки въ Т  секунд
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Т о гд . , е г , „  Н . й . . к  "то  " " ’ ■

- = T T Z ' “ ' -  =  - / V
и с  ̂ ~  ~

р Г .  — ■

платфоомГя paacyKflcHiH мы предполагали, что
платформа S покоится въ эеир-fe. Теперь мы вернемся къ 
разсмотр^нш случая платформы, движущейся въ эеир^.

П. С и с т е м а ,  н а х о д я щ а я с я  в ъ  р а в н о м ^ р .  
н о м ъ  д в и ж е н 1 и в ъ  эеир-Ь.

шуюся платформу S', движу.
Z pm“  s" °  “ -ь ™ шей неподвижной плат-
поямой ч ■ наблюдаемой скоростью v по

рямой ЛИВ1И. Мы докажемъ, что наблюдатели на дви-

см огу1“  « » - Р ^ - ™ ы е я а с ы в ъ  О ',
см огутъ провести постоянную систему координатъ

татф оомы"й^° описанному для покоящейся
плат^формы Ь, лишь бы v было меньше с ')
^ ^ ^ о б ъ  доказательства будетъ сл^дующи! Мы

С о р ос " - " « « > -

шей" ч^мГск^рост сГросТю" бол1 -

Д телами, находящимися на этой платформ-Ь.
НОВЫ Я ИДЕИ в ъ  МАТЕМ АТИК^.. СБ. V . g



предположимъ сперва, что координаты въ S ' даны 
теоретически путемъ H"feK0 T0 pHxb уравнешй преобра- 
зован!я. Мы покажемъ заТ'Ьмъ, что полученные такимъ 
путемъ результаты совпадаютъ въ точности съ тЪми 
результатами, как1 е получились бы, если бы наблюда
тели пользовались вышеописаннымъ методомъ св^Ьто- 
выхъ сигналовъ. Такъ какъ теоретичесшй методъ, 
очевидно, всегда возможенъ и постояненъ, то, оче
видно, и методъ св-Ьтовыхъ сигналовъ также возможенъ 
и постояненъ.

Мы предположимъ для удобства, что ось О 'Х ' въ 
S' скользитъ вдоль оси О Х  въ положительномъ на- 
правлен1и, и мы положимъ, что въ тотъ моментъ, 
когда О' противолежитъ О, часы въ О' и въ О пока- 
зываютъ нуль.

Мы не установимъ никакихъ ограничешй для 
наблюдаемаго хода г часовъ въ О ' )̂.

У р а в н е н 1 я  п р е о б р а з о в а н !  я.

13. Мы теперь формулируемъ с-тЬдующую теорему, 
им-Ьющую основное значен1е для всего изсл-Ьдован1я.

Гео^зе.ия Z  Е с л и к о о р д и н а т  ы х ',у ' и п о к а -  
3 a n i e  ч а с о в ъ  на к а ж д о й  с т а н ц 1 и  д в и ж у 
щ е й с я  п л а т ф о р м ы  S'  д а н ы  в ъ  к а ж д о е  м гно- 
B e n i e  в ъ  ф у н к ц 1 и  к о р д и н а т ъ  ж, ij и п о к а з а -  
н1я ч а с о в ъ  t т о н  т о ч к и  S, к о т о р а я  п р о т и в о -  
л е ж и т ъ  э т о й  с т а н ц 1 и  в ъ  э т о м г н о в е н ь е ,  с о 
г л а с н о  с л - Ь д у ю щ и м ъ  „ у р а в н е н 1 я м ъ  п р е о б -  
р а 3 о в ан 1я“ :

х ' =  и  y' =  hj, t’ =  lh {  t —  ~ x  ) ,
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 ̂>) Эта сторона нашего изсл-Ьдован!я кажется намъ новой. 
Эйнштейнъ, HanpHMtpb, допускаетъ, что об^Ь группы часонъ 
ни'Ьютъ „одно и то же физическое строен1е“.



тд-fe
1I- — -----------   и I =
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т о  р е з у л ь т а т ъ  б у д е т ъ  т а к о й  же  т о ч н о ,  
« а к ъ  е с л и  б ы  н а б л ю д а т е л и  в ъ 8 ' п о с т а в и л и  
•свои ч а с ы  и п р о в е л и  с в о ю  с и с т е м у  к о о р -  
д и н а т ъ ,  с о г л а с н о  и з л о ж е н н о м у  в ы ше  д л я  
п л а т ф о р м ы  S м е т о д у  с в ' Ь т о в ы х ъ  с и г н а -  
л о в ъ ,  в ы б р а в ъ т у ж е с а м у ю  п о с т о я н н у ю  с ’ ).

Зд-fecb V =  наблюдаемая скорость точки О' по отно- 
шен1ю КЪ платформ-!? s и г =  наблюдаемый ходъ ча- 
совъ въ О'.

Чтобы доказать эту теорему, мы должны показать:
1) что_ к о о р д и н а т ы  х \ у ',  п р и п и с а н н ы я  

к а к о й - н и б у д ь  д а н н о й  с т а н ц1 и ,  б у д у т ъ  п о 
с т о я н н ы ,  т. е. н е з а в и с и м ы  о т ъ  в р е м е н и  )̂;

1) Выражен1е для к въ вышеприведенныхъ фориулахъ можетъ 
■быть упрощено съ помощью гиперболическихъ функщй. Такъ, 
«е л и  мы опред'Ьлимъ количество v такое,

что

—  =  tanh V, 
с

то

к =  Cosh V.

Дал'Ье, путемъ особеннаго допущен1я касательно хода часовъ 
въ О', можно сд-Ьлать I равнымъ 1; но для т-Ьхъ теоремъ, ко- 
торыя мы дадимъ, это допущен1е не необходимо, и мы его не 
сд'Ьлаемъ.

Принятыя нами обозначен1я к, I согласны скор-Ье съ обозна- 
чен1ями Лоренца, ч'Ьмъ съ обозначешями Эйнштейна, укотораго 
на M-fecTO к стоить р и 1.

*) Такимъ образомъ, если н-Ькоторая данная станщя въ S ' про- 
тиволежитъ Ац когда часы въ A j  показываютъ t ,̂ а позже про-

6 *
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и дал-fee, что если а;', у', f  даны вышеуказанннымъ- 
способомъ, то

2 ) о к а ж е т с я ,  ч т о  ч а с ы в ъ О '  и м- Ь ют ъ  по 
с т о я н н ы й  х о д ъ ,  с о г л а с н о  у к а з а н 1 я м ъ  § 2 ;

3) о к а ж е т с я ,  ч т о  к а ж д ы е  ч а с ы  в ъ в '  б у -  
д у т ъ  с и н х р о н н ы  с ъ  ч а с а м и  в ъ  О', с о г л а с н о  
у к а з а н 1 я м ъ  §§ 3— 4; и

4) е с л и  с в ' Ь т о в Ь й  с и г н а л ъ ,  в ы х о д я щ 1 й  
и з ъ О ' ,  к о г д а  ч а с ы  в ъ  О'  п о к а з ы в а ю т ъ  Г»,, 
п р и х о д и т ъ  на  н - Ь к о т о р у ю  с т а н ц 1 ю  Л '  =  (./, 
у '), к о г д а  ч а с ы  в ъ  А '  п о к а з ы в а ю т ъ  t\, т о г д а  

„ р а з с т о я н 1 е “ У о тъ  О' до А ' р а в н я е т с я  с
р а з ъ в з я т о й  „ р а з н и  ц-Ь в ъ п o к a з a н i и ч a c o в ъ “
f '  f 'ч  '^0 •

Пов-fepKa правильности этихъ утвержден1й являете»' 
д-Ьломъ простыхъ выкладокъ, на основании уравнен 1 й 
преобразован1я; мы это предоставимъ сд-Ьлать самому 
читателю )̂.

14. Благодаря этой теорем-fe доказана возможность 
установлешя постоянной системы координатъ для 
движуи1 ейся платформы S ' съ помощью метода св-feTO- 

выхъ сигналовъ. Въ такомъ случа-Ь, опред-Ьлен1я раз- 
стоян 1 я и скорости, данныя для покоящейся системы S, 
могутъ быть прямо прим-Ьнены къ движущейся сис- 
тем-Ь S', и т е о р 1 я  а н а л и т и ч е с к о й  г е о м е т р 1 и 
и к и н е м а т и к и ,  р а з в и т а я  о б и т а т е л я м и  S', 
б у д е т ъ  т о ж д е с т в е н н а  с ъ  т е о р 1 ей,  р а з в и 
т о й  о б и т а т е л я м и  S.

тиволежптъ А^, когда часы въ Ао показываютъ t.j, тогда въ 
формул* для х '  увеличится на между т-Ьмъ какъ (ибо раз-
сматриваемая станц!я движется по платформ-Ь S со скоростью v)„x“ 
въ этой формул-Ь увеличится на v Сл*довательно, вели
чина X — vt  останется иеизм*нной.

1) Методъ, какимъ получены самыя уравнен1я преобразован1я. 
будетъ объясненъ въ приложен1и.



Въ частности окажется, что с к о р о с т ь  св-Ьто-  
© о г о  с и г н а л а ,  о п р е д ' Ь л е н н а я  д в у м я  н а б л ю 
д а т е л я м и  в ъ  S', п о с т о я н н а  и о д н а  и та  же  
во  в с Ь х ъ  н а п р а в л е н ] я х ъ ,  несмотря на тотъ 
•фактъ, что платформа движется въ эеир'Ь. Это поло- 
жен1 е, являющееся зд'Ьсь естественнымъ сл"Ьдств1 емъ 
■метода проведен]'я координатъ движущегося системы, 
представляется въ разсужден1яхъ Эйнштейна основ
ной гипотезой и изв15стно, какъ знаменитый „второй 
лостз’латъ теорш относительности".

С в о й с т в а  д в и ж у щ е й с я  с и с т е м ы .

15. Чтобы показать подробн'Ье, какой представится 
наблюдателямъ, находящимся на покоящейся плат- 
•форм-fe, координатная система, проведенная для дви
жущейся платформы, мы формзмируемъ сл-Ьдующ1 я 
дв-fe теоремы, каждая изъ которыхъ можетъ быть вы
ведена путемъ простыхъ выкладокъ изъ уравнен1 й 
преобразован1 я § 13.

Опрсдгълеше. Предположимъ, что н-feKOTopoe число 
наблюдателей А, В, С... въ S условились наблюдать 
противолежащ1 я имъ точки въ „н-Ькоторое опред-Ьлен- 
ное время", т.-е., что каждый изъ нихъ производить 
свое наблюдение, когда его часы показываютъ, ска- 
жемъ, Iq. Пусть А ' 6 3 'детъ точка, противолежащая А , 
когда часы А  показываютъ В' будетъ точка, про
тиволежащая В, когда часы В показываютъ и т. д.. 
Тогда фигура, образованная А , В, С... въ S, называется 
и з о б р а ж е н 1 е м ъ  в ъ  S фигуры, образованной 
А ',В ',С ... въ S'.

Теорема 2. Р а з с м о т р и м ъ  о д н у  и з ъ  „ к л -fe- 
т о к ъ “ ( „ t o w n s h i p " )  A 'B 'C 'D ', на к о т о р ы я  
п л а т ф о р м а  S' д ' Ь л и т с я с в о е й  к о о р д и н а т н о й  
с Ь т ь ю ,  и п у с т ь  ABCD  б у д е т ъ  „ и з о б р а ж е -  
н 1 е м ъ  в ъ  S' “ э т о й  кл-Ьтки.  Т о г д а  A 'B 'C 'D ',
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и з м ’Ь р я е м а я  с ъ  п о м о щ ь ю  к о о р д и н а т ъ  в ъ  S'  ̂
е с т ь  к в а д р а т ъ .  Н о  ABCD, и з м е р я е м а я  съ- 
п о м о щ ь ю  к о о р д и н а т ъ  в ъ  S, е с т ь  п р я мо -  
у г о л ь н и к ъ ,  к о р о т к а я  с т о р о н а  к о т о р а г о  
р а с п о л о ж е н а  по  н а п р а в л е н 1 ю д в и ж е н 1 я SV 
О т н о ш е н 1 е с т о р о н ъ  д а е т с я  ф о р м у л о й ;

86 э. гонтингтонъ.

Продольная сторона   /  ̂   1

Поперечная сторона г с* к

Надо зам'Ьтить, что это отношеше зависитъ только- 
отъ скорости V, а не отъ относительнаго хода часовъ- 
въ О и О'.

Слгьдств(е. Если рядъ точекъ въ S' лежитъ на 
о к р у ж н о с т и ,  согласно наблюдателямъ въ S', то ихъ 
изображен1 е въ S представится наблюдателямъ въ 
лежащимъ на эллипс'Ь, меньшая ось котораго располо
жена по направлен1 ю движен1я, а отношен1 е осей

равно- L .

16. Теорема 3. Пусть два наблюдателя А  и В въ 
условятся наблюдать координаты и показан1я часовъ 
въ точкахъ S', противолежащихъ имъ въ‘ „п-Ькоторое 
опред-Ьленное время". Положимъ, что когда часы А  
показываютъ tQ, то у  точки, противолежащей А , абс
цисса =  ж/, а noKasanie часовъ — и когда часы В 
показываютъ то у  точки, противолежащей В, абс
цисса = ж ' 2 , а показаше часовъ =  '̂2 . Тогда, очевидно, 
мы будемъ им-feTb

Эта теорема показываетъ, что д в о е  ч а с о в ъ  
в ъ  S', к о т о р ы е  с и н х р о н н ы ,  е с л и  и х ъ  noB-fe- 
р и т ь  по  г л а в н ы м ъ  ч а с а м ъ  въ S',— не с и н 
х р о н н ы ,  е с л и  и х ъ  н а б л ю д а т ь  и з ъ  S': п е р е д »



H i e  ч а с ы  о т с т а ю т ъ  о т ъ  з а д н и х ъ  на  в е л и 
ч и н у ,  п р о п о р ц 1 о н а л ь н у ю  р а з с т о я н 1 ю м е ж 
д у  ними.  —  Этотъ результатъ, какъ и приведенный 
въ § 15, не зависитъ отъ относительнаго хода часовъ 
въ О и въ О'.

С л о ж е н ] е  с к о р о с т е й .

17. Мы предположимъ да.тЬе, что некоторый аэропланъ про
носится надъ платформой S съ некоторой данной наблюдаемой 
скоростью и. Спрашивается, какова будетъ наблюдаемая ско
рость аэроплана по отвошен!ю къ платформ^ В'. Для простоты 
мы ограничимся случаемъ движен1я по прямой лин1и, параллель
ной лин1и движeнiя платформы S ':

Теорема 4. П у с т ь  м—н а б л ю д а е м а я  с к о р о с т ь  а э р о -  
п ’ л а н а ,  о п р е д е л я е м а я  д в у м я  н а б л ю д а т е л я м и  в ъ  
S, и и '—е г о н а б л ю д а е м а я  с к о р о с т ь ,  о п р е д е л я е м а я  
н а б л ю д а т е л я м и  в ъ  S' .  Т о г д а

,  и  —  Vи' == -  -
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U V  ,

п р е д п о л а г а я ,  ч т о  а э р о п л а н ъ  л е т и т ъ  по  п р я м о й ,  
п а р а л л е л ь н о й  о с и  х-о в ъ.

Зд^сь мы опять-таки замечаемъ, что это отношен1е совер
шенно не зависитъ отъ относительнаго хода центральныхъ ча
совъ въ О и О'.

Это отношеше между м' и и можетъ быть выражено бол^Ье 
изящнымъ образомъ съ помощью гиперболическихъ функщй. 
Такъ, если мы опред^лимь так1я U, U ' и V , что

—  = ta n h  U; ~  =  tanh U ', и *’ - =  tanh \\ 
с с ' с

то разсматриваемое отношен1е становится просто

U ' =  и  -  V.

18. Наконецъ, положимъ, что ав1аторъ, летяпий надъ плат
формой, и м -Ь етъ  съ собой часы, наблюдаемый хсдъ которыхъ по 
о т н о ш е н 1Ю къ S будетъ R. Спрашивается, каковъ будетъ наблю
даемый ходъ часовъ по отношен1ю къ S'?



88 э. гснтингтонъ .

Теорема /.

Если и =  наблюдаемая скорость ав1атора по отноше-
н1ю къ S,

м '=  наблюдаемая скорость asiaTopa по отнош е- 
н ш  къ S',

R  =  наблюдаемый ходъ часовъ aeiaTopa по отно- 
шешю къ S,

и наблюдаемый ходъ часовъ aniaTopa по отно-
шен1ю къ S'.

то
R ' R

гд-Ь V — наблюдаемая скорость О' и -̂ =  наблюдаемый ходъ 
часовъ въ О' по отношенш къ S.

Какъ ни кажутся на первый взглядъ странными 
всЬ эти теоремы, он-Ь легко выводятся изъ уравнен1я 
преобразовашя теоремы 1 .

III. П р и н ц и п ъ  о т н о с и т е л ь н о с т и .

19. Мы показали, какъ наблюдатели на нашей дви
жущейся платформ-fe S' могутъ съ помощью св'Ьто- 
выхъ сигналовъ регулировать свои часы и провести 
постоянную систему координатъ, и мы показали, какой 
эта система будетъ казаться наблюдателямъ, находя
щимся на покоящейся платформ-Ь.

Мы теперь приступимъ къ разсмотр'Ьн1ю вопроса, 
н а с к о л ь к о  э т а  с и с т е м а  S' с о г л а с у е т с я  с ъ  
п р и н ц и п о м ъ  о т н о с и т е л ь н о с т и .

2 0 . Основной принципъ теорш относительности 
можно формулировать сл-Ьдующимъ образомъ:

Н а б л ю д а т е л и ,  п р и н а д л е ж а щ 1 е к ъ  си- 
с т е м -fe, д в и ж у щ е й с я  с ъ  р а в н о м - Ь р н о й  с к о 
р о с т ь ю  в ъ  эеир ' Ь ,  н и к о г д а  не  с м о г у т ъ  о б 
н а р у ж и т ь  э т о г о  д в и ж е н 1 я п у т е м ъ  к а к о г о -  
н и б у д ь  в о з м о ж н а г о  д л я  н и х ъ  н а б л ю д е н ! я .



Чтобы уб-Ьдиться въ томъ, насколько наша система 
S ' согласуется съ этимъ принципомъ, мы п р и с т у -  
п и м ъ  КЪ р а з с м о т р - Ь н 1 ю в о п р о с а ,  с у щ е -  
с т в у ю т ъ  л и  т а к 1 е к и н е м а т и ч е с к 1 е о п ыт ы,  
к о т о р ы е  м о г у т ъ  с д - Ь л а т ь  н а б л ю д а т е л и ,  
п р и н а д л е ж а щ 1 е к ъ  S', и р е з у л ь т а т ы  к о т о -  
р ы х ъ  м о ж н о  о т л и ч и т ь  о т ъ  р е з у л ь т а т о в ъ  
• п о д о б н ы х ъ  же  о п ы т о в ъ ,  с д ' Ь л а н н ы х ъ  на 
б л ю д а т е л я м и  в ъ  S.

Мы разсмотримъ сперва опыты, которые могутъ 
быть сд'Ьланы наблюдателемъ, не покидающимъ своей 
станцш, зат-Ьмъ опыты, которые могутъ быть сд-йланы 
съ помощью переноснаго изм-Ьрительнаго жезла, на- 
конецъ, опыты, которые могутъ быть сделаны съ по
мощью переносныхъ часовъ i).

Мы начнемъ съ того, что получимъ обратныя урав
нения преобразован 1 я, съ помощью которыхъ опред-fe- 
лимъ, какой будетъ казаться покоящаяся система S 
«аблюдателямъ въ движущейся систем-Ь S'.

О б р а т н ы я  y p a в н e н i я  п р е о б р а з о в а н ! я .

21. Пусть г =  наблюдаемая скорость О', какъ она 
опред-кляется двумя наблюдателями въ S, и пусГь 
.V' =  наблюдаемая скорость О, какъ она опред'Ьляется 
двумя наблюдателями въ S'.

Тогда мы находимъ:
Лемма 1. Н а б л ю д а е м ы я  с к о р о с т и  v иг '  бу -  

д у т ъ  в с е г д а  р а в н ы  и п р о т и в о п о л о ж н ы х ъ  

3  н а к о въ:

V' =  — v,
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* ‘ ) Динамическ1е опыты, включаю[ц1е понят1е м а с с ы ,  можно 
paacMOTptTb аналогнчнымъ образомъ, но, за недостаткомъ м^ста 

мы зд-Ьсь ихъ не касаемся.



к а к о в ъ  б ы ни б ы л ъ  о т н о с и т е л ь н ы й  х о д ъ  
ц е н т р а  л ь н ы х ъ  ч а с о в ъ  в ъ  О и О'.

Пусть, дал-Ье, г =  наблюдаемый ходъ часовъ въ 
О' по отношен1 ю къ S и »•' =  наблюдаемый ходъ ча
совъ въ О по отношен1ю къ S ' (см. § 10).

Тогда:
Лемма 2. Ч и с л а  г иг '  с в я з а н ы  м е ж д у с о б о ю  

о т н о ш е н 1 е м ъ

r f  = 1 -------- .

2 2 . Р-Ьшивъ уравнен1я теоремы I для х, у и t а 
пользуясь результатами этихъ леммъ, мы получаемъ сл'Ь- 
дующую теорему:

Теорема 6. П у с т ь  д а н ы  к о о р д и н а т ы  ж'и у' и 
в р е м я  f  к а к о  й-н и б у  д ь т о ч к и S'. Т о г д а  „о б- 
р а т н ы я  п р е о б р а з о в а н ! я " ,  с ъ  п о м о щ ь ю  ко-  
т о р ы х ъ  м о ж н о  о п р е д - Ь л и т ь  к о о р д и н а т ы  от 
и у и в р е м я  t п р о т и в о л е ж а щ е й  т о ч к и  S, б у 
д у  тъ:

х=1'1с ( х '—  v'lf), у =  1 'у '' 

t =  n

rH'fe

v' =  — v . l c =  -̂-----  и г  = --------------
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Эти уравнен1я им-Ьютъ ту же самую форму, что j ’paB- 

нен1 я теоремы 1 , если мы зам-Ьнимъ буквы со знач-  ̂
ками буквами безъ значковъ.

О п ы т ы ,  в ъ  к о т о р ы х ъ  ни  о д и н ъ  н а б л ю д а 
т е л ь  не  п о к и д а е т ъ  св о 'ей  с т а н ц 1 и.

23. Эти уравнен!я теоремы б показываютъ, что, 
если наблюдатели въ S ' не могутъ покидать своей



станщи, то система S ' п о д ч и н я е т с я  принципу от
носительности, ибо, въ виду симметричности этих-ь 
уравнен!й, мы вправ^ заключить, что если мы огра
ничиваемся разсматриваемымъ родомъ наблюден1 й, то̂  
наблюдатели въ S' им-Ьютъ такое же право, какъ и на
блюдатели въ S, предполагать, что ихъ платформа 
покоится въ эеир-fe.

Въ частности, р е з у л ь т а т ы ,  ф о р м у л и р о в а н 
н ы е  в ъ т е о р е м а х ъ  2, 3 и 4, о с т а н у т с я  B-fep- 

ными,  е с л и  мы з а м ’Ь н и м ъ 5 и З ' д р у г ъ  др}"^- 
г о м ъ  в ъ  ф о р м у л и р о в к а х ъ  э т и х ъ т е о р е м ъ ^  
ибо OTHomenie между об-кими системами вполн-Ь взаимно. 
Такъ, наприм’Ьръ, если мы возьмемъ какую-нибудь 
фигуру въ л ю б о й  изъ этихъ системъ, то, наблюдае
мая изъ другой системы, она будетъ казаться укоро* 
ченной въ нaпpaвлeнiи движен1 я. Если мы возьмемъ 
двое синхронныхъ часовъ въ л ю б о й  изъ этихъ си
стемъ и станемъ ихъ наблюдать изъ другой системы, 
то часы, иаходящ 1 еся впереди въ пространств'Ь, бу- 
дутъ казаться отстающими во времени. Это и есть 
знаменитые п а р а д о к с ы  т е о р 1 и о т н о с и т е л ь 
н о с т и ,  которые часто приводятся въ доказательством 
утвержден1я, что теор 1 я относительности несоединима, 
съ нашими обычными представлен1ями о времени 
и пространств-!?, но которые зд'Ьсь представляются 
необходимыми сл-Ьдств1ями совершенно естественныхъ 
и рашональныхъ coглaшeнiй для заводки часовъ и про- 
веден1 я системы координатъ.

24. Чтобы еще р-Ьзче подчеркнуть эти выводы и показать, 
что эеиръ совершенно выпадаетъ изъ нашпхъ разсужден1й, мы 
разсмотримъ теперь д в t  движущ|‘яся платформы S ' и S "  и на- 
пишемъ связывающ!я ихъ уравнен!я преобразован!я. Для этого 
мы поступимъ сл'Ьдующииъ образомъ: мы напишемъ уравнен!я 
преобразован1я, cвязывaющiя каждую систему S ' и S "  съ покоя
щейся системой S, и аат’Ьмъ исключимъ S.
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л о « ™ Г ‘  “  “ " о ™ » »  S  ,  „о .

•со
э. г ён тн н гто н ъ .

—  =  tanh V ' и —  =  fanh V " ,С
такъ что

' ' = -------  Г И Г ' = -

J ' T sT ; : : ” * ,/ ’;” ”™’' "  s- „

■ Пусть „ „ е р ь  .  =  „ . 6 , к „ . е . . ,  с к о р о с т ь  S -  „ „  

о т „ о ш с , | „  к ь  S' „  Л  =  V,

1.   1
---------------------; =  cosh V.

с

' ' - ( i f
приводятъ К Ъ  сл-Ьд^щей выкладки

.«.»':r;:b% oSr ’ " • ”точки S ', будуть *  I у . < противолежащей

х "  =  1к ( х ' -V i ') ,  у "^ Ь / ,



гд-Ь

V  =  V " - V '  и г =
I

Какъ и можно было ожидать, эти уравнен1я им-Ьютъ ту ж^ 
самую форму, какъ и уравнен1я теоремы 1.

B c i эти уравненш н-Ьсколько упрощаются^ если часы въ О' 
и О " регулированы такъ, что
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и г "  =  у ,  _
с

^ В ъ  э т о м ъ  с л у ч а й  s e t  I р а в н ы  1. Въ этой упрощен
ной форм-fe уравнен1я и даны Эйпштейномъ.

Мы, такимъ образомъ, показали, что, поскольку д-Ьло 
идетъ объ опытахъ перваго типа (§ 2 0 ), наша система

удовлетворяетъ принципу относительности.

О п ы т ы  с ъ  п е р е н о с н ы м ъ  и з м е р и т е л ь н ы м ъ  
ж е з л  ом ъ: п е р в о е  ф и з и ч е с к о е  д о п у щ е н !  е, 
з а к л ю ч а ю щ е е с я  в ъ  r e o p i n  о т н о с и т е л ь 

н о  с т и.

25. Мы предположимъ теперь, что наблюдатели въ 
Ь им-Ьютъ п е р е н о с н ы й  и з м - Ь р и т е л ь н ы й  
ж е з л ъ  съ помощью котораго они могутъ „изм-Ьрить“ , 
напримЬръ, дв-Ь прилежащ1я стороны А ' В' и В' С' 
одной изъ т-Ьхъ кл-Ьтокъ А ' В' С' D', на которыя. 
разд-Ьлена платформа S ’ своей координатной с-Ьтью. 
Спрашивается, с МО г у т ъ  л и  н а б л ю д а т е л и  с ъ  п о 
м о щ ь ю  э т о г о  п р о ц е с с а  и з м т Ь р е н 1 я о б н а р у -  
ж и т ь д в и ж е н 1 е с в о е й  п л а т ф о р м ы  S'  в ъ  эеи-
p-fe. (Н е сл-Ьдуетъ забывать, что координатная сЬть 
была получена не путемъ обыкновенныхъ изм-Ьрен1 й, 
но путемъ вышеизложеннаго метода св^товыхъ сиг- 
наловъ).

26. Опредтъленге. Н а б л ю д а е м о й  д л и н о й  жезла 
М N по отнощен1ю къ платформ-fe S' называется раз-



9-4 э. гиитингтонъ.

стояше (§ 8 ) между точками М' и N', гд-fe М' и N ' суть 
„изображешя" {§ 15) М и N въ S'. А б с о л ю т н о й  
д л и н о й  жезла называется его „наблюдаемая длина*, 
взятая по отношен1 ю къ платформ^ S, которая поко
ится въ эеир-fe.

Теперь можно сд-Ьлать два допущен 1я касательно 
состоян 1 я жезла, когда онъ движется въ эеир-fe.

Если мы допустимъ, что абсолютная длина жезла 
остается одной и той же, независимо огъ того, про- 
исходитъ ли движете жезла въ направлен1 и его дли
ны или перпендикулярно къ ней, то, въ силу теоремы 2 , 
жезлъ, въ точности совпадающ1й со стороной А ' В' 
нашей яКЛ'Ьтки", н е  совпадаетъ со стороной В 'С ', 
если только платформа не покоится въ эеир-Ь. Въ та- 
комъ случа-fe наблюдатели смогутъ путемъ этого опыта 

■определить, движется ли ихъ система, или н-Ьтъ.

Если же, съ другой стороны, мы допустимъ вм'Ьст'Ь 
съ Лоренцомъ, что абсолютная длина жезла, когда 
онъ движется въ направлеши своей длины, меньше (и 
прито>1 ъ соотв-Ьтственнымъ образомь), ч-Ьмъ когда 
онъ движется перпендикулярно къ ней, тогда жезлъ, 
совпадаюгщй съ А ' В', совпадаетъ также съ В' С'. 
Въ этомъ случа"Ь опытъ не дастъ намъ никакихъ ука- 
зашй на то, движется ли платформа въ эеир-fe, или 

•. н-Ьтъ.

27. Поэтому, если мы желаемъ, чтобы наша си- 
'Стема S' согласовалась съ принципомъ относительно
сти, мы должны сд-Ьлать сл-Ьдующее допущен1 е, вы
сказанное впервые Лоренцомъ въ 1895 г.

Допущенге А. „ А б с о л ю т н а я  д л и н а "  матер1аль- 
н а г о  ж е з л а  Гсм. § 26), д в и ж у щ а г о с я  в ъ  э е и р -fe 
с о  с к о р о с т ь ю  V, м е н ь ше ,  к о г д а  ж е з л ъ  д в и 
ж е т с я  в ъ н а п р а в л е н 1 и с в о е й  д л и н ы,  ч - Ьмъ



к о г д а  о н ъ  д в и ж е т с я  п е р п е н д и к у л я р н о  къ 
ней , п ри  ч е м ъ  о т н о ш е н 1 е д л и н ъ  р а в н о

г д -fe с е с т ь  н а б л ю д а е м а я  с к о р о с т ь  св-Ьта.
28. Если это допущен1 е в15рно, то мы можемъ вы

вести сл-Ьдующую зам-Ьчательную теорему, въ которой 
S' есть н-Ькоторая платформа, движущаяся съ посто
янной скоростью въ эвир-Ь и имеющая систему коор- 
динатъ, установленныхъ путемъ метода св-Ьтовыхъ 
сигналовъ.

Теорема 8. Е с л и  д o п y I ц e н i e A в • f e p н o ,  т о  „н а 
б л ю д а е м а я  д л и н а "  м а т е р 1 а л ь н а г о  ж е з л а ,  
д в и ж у щ а г о с я  с ъ  н а б л ю д а е м о й  с к о р о с т ь ю  
-н', по  o T H o me H i r o  к ъ п л а т ф о р м - Ь  S' , м е н ь ш е  
в ъ т о м ъ  с л у ч а "fe, к о г д а  ж е з л ъ  д в и ж е т с я  в ъ  
н а п р а в л е н 1 и с в о е й  д л и н ы,  ч ' Ьмъ  к о г д а  о нъ  
д в и ж е т с я  п е р п е н д и к у л я р н о  к ъ  Heil, п р и  
ч е м ъ  о т н о ш е н 1 е д л и н ъ  р а в н о

1
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Р е з у л ь т а т ъ э т о т ъ  с о в е р ш е н н о  не  зави-  
с и т ъ  о т ъ  п о с т о я н н о й  с к о р о с т и  V, с ъ  к о т о 
р о й  п л а т ф о р м а  S'  д в и ж е т с я  в ъ  э в и р -fe.

Это одно изъ зам-Ьчательныхъ предложен1й T e o p ia  

относительности.

О п ы т ы  с ъ  п е р е н о с н ы м и  часами' ,  в т о р о е  
. ф и з и ч е с к о е  д о п у щ е н ! е ,  з а к л ю ч а ю щ е е с я  въ  

T e o p i n  о т н о с и т е л ь н о с т и .

29. Наконецъ, предположимъ, что наблюдатели въ
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S' прюбр-Ьли п е р е н о с н ы е  ч а с ы  Р, которые он№ 
могутъ „переслать экспрессомъ" съ одной станц1и А  
на другую станщю В. Спрашивается, см о  г т ъ  ли  
н а б л ю д а т е л и ,  п о л ь з у я с ь  э т и м и  п е р е н о с н ы 
ми ч а с а ми ,  о б н а р у ж и т ь  д в и ж е н 1 е с в о е й  
п л а т ф о р м ы  S'  в ъ  эеир-Ь.

30. Ощедплете. А б с о л ю т н ы м ъ  ходомъ часовъ 
нашвается ихъ „наблюдаемый ходъ“ (§. 1 0 ), по отно- 
шен1ю къ платформ-Ь S, находящейся въ поко-fe въ 
эеир-fe.

По вопросу о состоян 1 и часовъ, движущихся въ 
эвир-Ь, можно сд-Ьлать два допущен1я.

Если мы допустимъ, что а б с о л ю т н ы й  х о д ъ  ч а 
с о в ъ  не  и з м ' Ь н я е т с я ,  к о г д а  и х ъ  п е р е н о с я т ъ  
в ъ  э е ир ф,  то часы Р, совпадающ1е ,съ часами А  въ 
начал-fe своего путешеств1я изъ А  въ В, будутъ про
должать и въ дальн'Ьйшемъ совпадать съ часами А  и, 
сл-Ьдовательно, въ силу теоремы 3 не будутъ совпа
дать съ часами въ В, если только платформа не по
коится въ эеир-Ь. Сл-Ьдоватольно, путемь этого опыта 
наблюдатели могли бы обнаружить движен1 е своей 
платформы въ эеир’Ь, зам-Ьтивъ несоглас1 я между пе
реносными часами и часами В.

31. Если же, наоборотъ, мы сд'Ьлаемъ нижесл-Ьду- 
ющее допущен1 е, касательно хода движущихся часовъ, 
то возможность эта будетъ устранена, и принципъ 
относительности будетъ снова удовлетворенъ.

Допущете В. „ А б с о л ю т н ы й  х о д ъ “ ч а с о в ъ ,  
д в и ж у щ и х с я  в ъ  a e n p i  с ъ  п о с т о я н н о й  ско -  
р о с т ь ю г, м е н ь ш е, ч -Ь м ъ  а б с о л ю т н ы й  х о д ъ  
т - Ьх ъ  ж е  ч а с о в ъ ,  к о г д а  о н и  п о к о я т с я  в ъ  
о т н о ш е н in

1



32. Если это допущен1е в-Ьрно, то мы получаемъ 
сл’Ьдующую теорему, въ которой S' представляетъ 
н'Ькоторую платформу, движущуюся съ постоянной ско
ростью въ эеир-Ь и им-Ьющую систему координатъ, 
установленную путемъ метода cB-feToBbixb сигналовъ: 

Теорема 9. Е с л и  д о п у щ е н 1 е  В в-Ьрно, то 
„ н а б л ю д а е м ы й  х о д ъ “ ч а с о в ъ ,  д в и ж у щ и х с я  
на п л а т ф о р м -fe S'  съ  н а б л ю д а е м о й  с к о р о с т ь ю * 
и', м е н ь ше ,  ч"Ьмъ н а б л ю д а е м ы й  х о д ъ  т - Ьхъ  
же  ч а с о в ъ ,  к о г д а  о н и  п о к о я т с я  по  о т н о -  
ше н1ю К Ъ  э т о й  пл а т фо р м" Ь ,  п р и  ч е м ъ  о т но -  
ш е н 1 е х о д о в ъ ч а с о в ъ  р а в н о

1
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Г Т -

Э т о т ъ  р е з у л ь т а т ъ  с о в е р ш е н н о  не  зави-  
с и т ъ  о т ъ  п о с т о я н н о й  с к о р о с т и  V, с ъ  к о т о 
р о й  п л а т ф о р м а  д в и ж е т с я  в ъ  э е и р -fe.

Эта теорема 9 представляетъ другое зам'Ьчательное 
предложен1 е теор 1 и относительности.

33. Надо зам-Ьтить, что допущен1я А  и В не нужны 
для доказательства уравненШ преобразовашя теоремы 
1 ; они нужны лишь, если мы желаемъ сохранить прин- 
ципъ относительности, т.-е. если мы желаемъ сд-Ьлать 
невозможнымъ для наблюдателей въ нашей систем-Ь 
S' обнаружить свое движен1е въ эеир'Ь. И всякое 
экспериментальное доказательство, свид-Ьтельствую- 
щее въ пользу истинности принципа oтнocитeльнqpти 
(или въ пользу истинности теоремы 8  и 9), можно 
разсматривать какъ косвенное доказательство въ 
пользу истинности допущен1й А  и В.

НОВЫЯ ИДЕИ В Ъ  МАТМАТИК-В. СБ. V . 7



э, гёнтингтонъ.

П р и л о ж е н !  е.

Въ этоыъ прилол<ен]и мы даемъ элементарный ме- 
тодъ получен]я уравнен]й нреобразорзнзя теоремы 1 . 
Какъ уже сказано выше, правильность теоремы 1 мо- 
жетъ быть легко проверена, разъ написаны уравнешя 
преобразования. Олнако, естественнымъ образомъ еоз-  

никаетъ вопросъ, какимъ образомъ можно прейти къ 
этимъ уравнешямг? Дать отв-Ьтъ на этотъ вопросъ 
и является задачей этого приложензя.

Мы разсмотримъ четыре положен1я движущейся 
платформы .S', именно:

1 ) когда О ' противолежитъ О; 2 ) когда св-Ьтовой 
сигналъ отправляется изъ О ' на некоторую станщю 
А  , 3) когда этотъ сигналъ прибываетъ въ А ' и не
медленно отсылается въ О', и 4) когда обратный сиг 
налъ приходитъ въ О'. Для простоты мы предполо 
жимъ, что А ' лежитъ на оси О 'Х ', ибо распростране 
Hie теоремы на общ1й случай не представляетъ ни 
какихъ трудностей и можетъ быть предоставлено чи 
тателю. Мы предположимъ, что абсцисса А ', опред-Ь 
ленная путемъ метода св-Ьтовыхъ сигналовъ, равна х '

Въ положенш 1 , какъ показано на фигур-fe 1 , 
часы въ О и О', показываютъ нуль.

(у Г х '= 0
^  V = 0

О Г л; =  0  
\ < = 0

Фиг. 1.

Лусть въ положен1 и 2  въ тотъ моментъ, когда 
сигналъ покидаетъ О', часы въ О ' показываютъ и 
пусть стангия, которая въ этотъ моментъ противоле
житъ О', йм-Ьетъ абсциссу а-̂  и показан!е часовъ



Тогда, такъ какъ наблюдаемый ходъ часовъ въ О ' (см. 
§ 1 0 ) есть г, мы должны им-Ьть Сл-Ьдсватель-
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^  b '  =  <o' =  r«o

X— Xq —
t^ lo

Фиг. 2.

НО, такъ какъ наблюдаемая скорость О ' (см. § 9) есть 
V, мы должны им-Ьть Xo =  vtQ. Положение въ этотъ 
моментъ представлено на фиг. 2 .

Пусть въ положен 1 и 3 въ тотъ моментъ, когда 
сигналъ прибылъ въ А ’, часы въ А ' показываютъ t', 
и пусть стангия, противолежащая А ', им-Ьетъ въ этотъ

д , ( х ' = х '

х  =  х  
t — t

Фиг. 3.

моментъ абсциссу х  и noKaaanie часовъ t, какъ пока
зано на фиг. 3.

Пусть въ положении 4 въ тотъ моментъ, когда 
обратный сигналъ прибылъ въ О', часы въ О ’ показы
ваютъ i'2 ) и пусть Х2 и ^2 будутъ абсциссой и пока- 
зан1емъ часовъ станцш, противолежащей О' въ этотъ 
моментъ. Въ такомъ случа-fe =  rt^, ибо наблюдаемый 
ходъ (§ 10) часовъ въ О ' при переход-fe отъ положе- 
н1я 1 въ положен1е 4 есть г; следовательно, X2 — vt̂ ,
ибо наблюдаемая скорость О ’ (§ 9), при переход'Ь отъ

7*



положен1 я 1 въ положен1 е 4, есть v. Полол<еи1 е въ 
этотъ моментъ представлено на фиг. 4 .

\ t= i^ = r t .

1^0 э. гёнтингтонъ.

н

X =  T2 =  Vt̂
C =  t ,

Фиг. 4.

Мы зам-Ьчаемъ, что въ промежутк-fe между фиг. 2  

и фиг. 3 св-Ьтовой сигналъ перешелъ вдоль п о к о я щ е й с я  
платформы S  изъ x  =  vt  ̂ въ х =  х  со скоростью с. От
сюда, на основан1 и опред^лен 1 я наблюдаемой скорости 
(§ 9), мы им-Ьемъ

 (1)
Аналогичнымъ образомъ въ промежутк-fe между 

фиг. 3 и фиг. 4 обратный сигналъ перешелъ изъ х-=^х
въ x  =  vt  ̂ со скоростью — с. Отсюда мы им-Ьемъ

vt  ̂— х
=   (2)

Дал-Ье, изъ того способа, какимъ часы въ А ' были 
„синхронизированы" съ часами въ О ’ (см. § 14), мы 
им-Ьемъ (изъ фиг. 2 , 3  и 4 ).

=  ...........................(3)

Наконедъ, изъ того способа, какимъ была опре- 
д-Ьлена абсцисса А ' (см. § 5), мы им-Ьемъ (изъ фиг
2 и 3) ' ■

x ' =  c { t ' - r f ^ ) ............................... (4 ^



Пзъ этихъ четырехъ уравне 1пй можно получить 
искомыя значен1 я х ' и f  вь функщяхъ х  и t. Такъ, 
р-Ьшая ( 1 ) для to и ( 2 ) для и подставляя въ ( 3 ), мы 
им-Ьемъ •

1  _  /^JLV ^
\ с )

а подставляя это значен1 е вм'Ьст'Ь съ значен1 емъ 
въ (4), мы им-Ьемъ

г
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Это есть искомое уравнен1е (§ 13) для точки А ' 
на оси О'Х'. Для точки А ', не лежащей на оси, анало
гичная u-fenb разсуждешй дастъ

какъ и требовалось, между т-Ьмъ какъзначен1я х ' и f  
остаются такими же, какъ прежде.

Такимъ образомъ, вс-Ь уравнен1я преобразован1я 
теоремы 1  получаются этимъ совершенно естествен- 
нымъ и элементарнымъ методомъ.

Пер. /7. Ютксвичъ.



p. д .  Кармицаэль.

О T e o p i H  о т н о е и т в л ь н о е т и :  а н а л и з ъ  

ея п о е т у л а т о в ъ .

В в е д е н i е.

Предлагаемый зд-Ьсь анализъ поетулатовъ О Teop in  

относительности былъ предпринятъ съ ц1 }лью уста
новить, отъ какихъ именно поетулатовъ зависятъ н'Ь- 
которыя основныя заключен1я теорзи. Достаточно 
самаго кратковременнаго размышлешя,- чтобы уб 1 5 - 
диться въ важномъ значен1 и подобнаго анализа. На 
н’Ькоторыя изъ заключен1 й теорш относительности 
напали т-fe лица, которыя допускаютъ какъ разъ 
ту часть поетулатовъ, изъ которыхъ вытекаютъ 
чисто логическимъ путемъ оспариваемыя заключен1 я. 
Въ этой работ-Ь я пытался установить н-Ькоторыя изъ 
наиболЬе основныхъ и наибол-fee доступныхъ выво- 
довъ теории, исходя изъ возможно меньшаго коли
чества поетулатовъ. Этотъ споеобъ анализа не только 
н€ приводитъ къ бол-fee сложной аргумента!ии, ч-Ьмъ 
та, которой пользовались до сихъ поръ, но, наобо-

1) Въ Teopin относительности слово „постулатъ“ употребля
лось въ такоиь смыгл'Ь, въ какомь обы<новенно употребляю тъ 
Bbipameiiie „законъ природы*.



ротъ, приводитъ къ значительнимъ упрощен 1ямъ 
какъ въ понят]яхъ, входящихъ въ теор 1 ю, такъ и въ 
аргументахъ, служащихъ для доказательства ея.

Когда я приступилъ къ работ'Ь, то вскор^Ь выясни
лось, что сл’Ьдуетъ произвести кое-как1 я HSM-feHeHiH 
какъ въ самихъ постулатахъ, такъ и въ самыхъ пер- 
выхъ, выводимыхъ изъ нихъ, теоремахъ, какъ читатель 
уб-Ьдится въ этомъ изъ дальн-Ьишаго. Такимъ обра- 
зомъ оказывается, что н-Ькоторня изъ наибол-fee по- 
разительныхъ заключен1 й теор 1 и зависятъ лишь отъ 
части постулатовъ. Уб'Ьдить въ этомъ читателя это 
значитъ выяснить весь разсматриваемый вопросъ, бла
годаря чему возможно лучше разгляд-Ьть взаимод-Ьй- 
ств1 я его частей и его oбщiя отношешя ко всей сово
купности научнаго и философскаго познан1я.

Во всей работ-fe настойчиво проведенъ н'Ькоторый 
опред-Ьленный методъ ’ ) для указан1я т-{5хъ постула
товъ, отъ которыхъ зависитъ каждая теорема. Въ конц-fe 
каждой теоремы даны заключенный въ скобкахъ ссылки 
(съ помощью буквъ) на постулаты, отъ которыхъ за
виситъ доказательство теоремы. Такъ, теорема! зави
ситъ отъ постулатовъ М и К'.

При осуществлеши первоначальнаго плана работы 
оказалось необходимымъ изложить важную часть об- 
щихъ основъ теор 1 и относительности бол-fee или мен-fee 
новымъ образомъ. Оказалось, что если прибавить къ 
этимъ существеннымъ элементамъ сравнительно не
большое количество матер1ала, то работа, взятая въ 
ц-Ьломъ, сможетъ пригодиться въ качеств-fe элементар- 
наго введен1 я въ теор1ю. Въ виду этого въ нее и 
были внесены соотв-Ьтственнын добавлен!я. Я  т-Ьмъ 
oxoTH-fee сд-Ьлалъ это, что даже и этотъ добавочный
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матер1алъ изложенъ бол-Ье или мен-fee новымъ обра- 
зомъ. Я  думаю, что эта работа въ ея настоящей форм-!; 
можетъ быть съ пользой прочтена всякимъ, знакомя
щимся впервые съ теор1ей, и что она представляетъ 
бол-Ье доступное введеше въ нее, ч-Ьмъ всякое пред
ложенное до сихъ поръ изложеше.

Во всякой CHCTeM"fe, состоящей изъ конечнаго числа 
постулатовъ и ихъ логическихъ сл-Ьдств1й, суще- 
ствуютъ непрем-Ьнно н-Ькоторыя теоремы, находя- 
щ1яся въ сл-Ьдующемъ основномъ отношенш ко всей 
совокупности системы: съ помощью одной изъ этихъ 
теоремъ и вс-Ьхъ постулатовъ, за исключешемъ одного, 
можно доказать этотъ посл-Ьднш постулатъ. Иначе 
говоря, можно зам-Ьнить  подобной теоремой одинъ 
изъ постулатовъ и зат-Ьмъ доказать этотъ постулатъ. 
Когда постулатъ доказанъ такимъ образомъ, имъ 
можно воспользоваться зат-Ьмъ въ ход-Ь аргументащй, 
какъ самой этой теоремой. Отсюда ясно, что Bcfe т-Ь 
выводы, которые можно получить съ помощью перво
начальной группы постулатовъ. можно получить и 
теперь, хотя, можетъ быть, и н-Ьсколько  ̂инымъ обра
зомъ. Иначе говоря, если мы будемъ разсматривать 
всю систему въ совокупности ея постулатовъ и теоремъ, 
то совокупность эта одна и та • же въ обоихъ слу- 
чаяхъ. О двухъ группахъ постулатовъ, дающихъ на
чало, такимъ образомъ, одной и той же дедуктивной 
систем-Ь (состоящей изъ постулатовъ плюсъ теоремы), 
говорятъ, что oH-fe логически эквивалентны.

Легко зам'Ьтить, что проблема о логическихъ экви- 
валентахъ н'Ькоторой данной группы постулатовъ 
им-Ьетъ важное значен1е. Не вс-Ь группы постулатовъ, 
эквивалентныя логически данной групп-fe, одинаково 
интересны. Д'Ьйствительно, н'Ькоторыя группы могутъ 
быть громоздки по форм-Ь и неудовлетворительны съ 
эстетической точки sp-feHifl. Въ  предлагаемомъ анализ^

p. д. КАРМИКАЭЛЬ.



0 ТЕ0Р1Й относительности : АНАЛИЗЪ ЕЯ ПОСТУЛАТОВЪ. ЮГ)

постулатовъ TeopiH  относительности было обращено 
BHHMaHie на опред-{;лен1 е н-Ькоторых ь изъ ихъ важ- 
ныхъ логическихъ эквивалентовъ— въ особенности 
было обращено вниман1е на т-Ь постулаты, которые 
могутъ зам-Ьнить, такъ называемый, второй постулатъ 
относительности (нашъ постулатъ R). Зам-Ьчаше въ 
этомъ смысл’Ь было уже сд'Ьлано Тольманомъ ’ ). Ука- 
заше полученныхъ въ этомъ направлеши результатовъ 
въ предлагаемой работ-fe дано ниже, въ описаши со- 
держан1я II части. Главное значеше такихъ изсл-Ьдо- 
ван1 й съ физической точки зр-Ьн1я заключается въ 
томъ факт-fe, что они указываютъ на различные методы 
для пов-Ьрки TeopiH  относительности и подчеркиваютъ 
суп^ественныя трудности и ограничен1 я подобной экс
периментальной noB-fepKH вообще.

Авторъ нам-Ьренъ въ дальнейшей работ-fe разсмо- 
Tp-feTb дал-Ье проблему о логическихъ эквивалентахъ 
постз'латовъ. Въ этой работ-fe онъ собирается ввести 
общ 1 е законы сохранен1я энерпи, массы, количества 
движен1я и электричества и вывести н-feкoтopыя сово- 
купныя cл-feдcтвiя этихъ законовъ и принципа относи
тельности и опред-Ьлить, как1я изъ полученныхъ та- 
кимъ образомъ теоремъ могутъ зам-Ьнить постулаты 
T eop in  относительности (или одинъ изъ нихъ), такъ, 
чтобы не нарушилась эквивалентность получившейся 
системы.

1 часть предлагаемой работы посвящена общему 
изложен1 ю и предварительному анализу постулатовъ 
теорш относительности. Въ § 1  даны основные по
стулаты однородности пространства и времени, лежа- 
m ie въ ocHOB-fe всякой физической T eop in . Въ § 2 даны 
первые характеристичесше постулаты T eop in  относи
тельности, между т- feмъкaкъ§3 содержитъ излoжeнie

>) Р  h у S i с  а 1 R е V i е W , 31 (1910): 26 — W,



второго постулата. Зд%сь показано, что часть этого 
uocTjMaTa (въ форм'к, въ которой обыкновенно изла
гается этотъ постулатъ) является сл’Ьдств1 емъ другой 
части его и перваго постулата вм-Ьст-Ь съ основными 
постулатами однородности.

Авторы, писавш1'е о Teopin относительности, обы
кновенно формулировали лишь эти два постулата. Но 
фактически каждый изъ нихъ сд-Ьлалъ еще и дальн1 5 Й- 
ш1я допущен1 я: въ н-Ькоторыхъ случаяхъ это было 
сд^5лано, повидимому, безсознательно. Авторъ предла
гаемой работы находитъ желательнымъ, чтобы эти 
допущен1 я были выд-Ьлены и выставлены въ качеств-fe 
постулатовъ. Поэтому въ § 4 я привожу T-fe добавоч
ные постулаты, которыми я пользуюсь. Читатель, 
знакомый съ теор 1 ей относительности, зам-Ьтитъ, что 
эти допущен1 я отличны отъ т-Ьхъ, которыя обыкно
венно употребляются (безъ явнаго указан 1 я, что они 

постулаты), какъ, наприм-Ьръ, Эйнштейномъ >). Вы- 
боръ былъ произведенъ въ ц-Ьляхъ простоты въ по- 
стулатахъ и доказательствахъ. Авторъ думаетъ, что 
это нововведен1 е въ изложеши постулатовъ важно. 
Оно^ приводитъ къ новымъ и бо.тЬе простымъ дока- 
зательствамъ, ч-Ьмъ T-fe, которыми обыкновенно поль
зуются; и это, можно над-Ьяться, въ значительной M-fepi? 

разс-Ьетъ то чувство неудовлетворенности, которое 
испытываютъ на первыхъ порахъ мнопя лица при озна- 
комлен)и съ теор 1 ей относительности.

Дальн-Ьйш1 я зам'Ьчан1я (общаго характера) о по- 
стулатахъ даны въ §§ 5  и б.

Во II части я разсматриваю относительныя изм1з- 
рен1я пространства и времени въ двухъ системахъ 
отсчета, которыя движутся дрз'гъ относительно друга,

.lahrbuch d ir  Radioaktivitat, 4 (1907) ; 411 -4 6 2 . См. допу- 
щен!я, отм1;чен||ыя иъ прпм15чан1и на стр. 420.

Р- Д. КАРМИКАЭЛЬ.



и получаю эйнштейновы формулы преобразован1 я.
§§ 7 и 8  показано, что паибол’Ье зам'Ьчательиая 

часть заключен1 й теорш относительности касательно 
единицъ времени и пространства им-Ьетъ своимъ источ- 
никомъ одну часть второго постулата BM-fecT-fe съ дру
гими постулатами; срав. теоремы III и IV . Въ § 9 я 
разсматриваю вопросъ объ одновременности событ1 й, 
происходящихъ въ различныхъ мЬстахъ. В ъ §§  1 0 и 1 1  

я получаю эйнштейновы формулы преобразован1я при 
переход'Ь отъ одной системы отсчета къ другой, а 
также теорему сложен1я скоростей. Эти результаты 
прим15няются въ § 12 къ проблем’Ь нахои<ден1я логи- 
ческихъ эквивалентовъ для постулата R,

I. Постулаты теор1и относительности.

§ 1 . П о с т у л а т ы  о д н о р о д н о с т и .  — Суще- 
ствуютъ два основныхъ n o cT jM a ra  о природ’Ь про
странства и времени, лежащихъ въ основ-Ь всякой 
физической теор 1 и. Они заключаютъ въ себ-fe утвер- 
жден1 е, что каждая точка пространства подобна вся
кой другой точк-Ь его и что каждый моментъ времени 
подобенъ каждому другому моменту его. Для стави
мой нами себ’Ь зд-fecb задачи постулаты эти лучше 
всего можно формулировать сл-Ьдуюгцимъ образомъ:

П о с т у л а т ъ  Hj. П р о с т р а н с т в о  о д н о р о д н о  
и т р е х м - Ь р н о .

П о с т у л а т ъ  Нг. В р е м я  о д н о р о д н о  и о дно -  
M-fepHO.

Въ математическомъ отношен1и постулаты эти озна- 
чаютъ, между прочимъ — и это очень важно,— что 
преобразован1 я координатъ пространства и времени 
линейны.

ВсЬ наши теоремы будутъ прямо или косвенно за- 
висЬть отъ этихъ двухъ постулатовъ: теоремы, каса- 
ющ1яся пространства, будутъ завис-Ьть “отъ Hj, а
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теоремы, касающ1 яся времени, будутъ зависЬть отъ 
Ид. Можно, кром-fe того, признать, какъ фактъ, что 
никто не усомнится серьезно въ этихъ постулатахъ. 
Поэтому мы не считаемъ необходимымъ ссылаться 
при доказательств-Ь какихъ-нибудь теоремъ спещально 
на эти постулаты, такъ какъ разъ навсегда принято, 
что они лежатъ въ основ-Ь всей работы.

§ 2 . П е р в ы й  х а р а к т е р и с т и ч е с к 1 й  по-  
с т у л а т ъ . — кто постулируютъ cyiuecTBOBanie 

эеира, какъ средства объяснешя явленШ св'Ьта, 
электричества и магнетизма, принимаютъ обыкно
венно довольно единодушно i), что этотъ эеиръ 
находится въ состоян1и покоя. Опытные факты, 
которые приходится объяснить, не могутъ быть 
истолкованы удовлетворительнымъ образомъ, если 
исходить изъ гипотезы движущагося эуира. Тео- 
piя покоящагося эеира приводитъ естественнымъ 
образомъ къ заключенш, что наблюдателю возможно 
открыть и изм-Ьрить свое абсолютное движеше по 
отношен1 ю къ эеиру. Исходя изъ этого допущен1я, 
можно было вывести, что время, потребное для луча 
CB"feTa, чтобы пройти некоторое данное разстоян1е и 
вернуться обратно, будеть различно въ случа-Ь, когда 
путь, проходимый св"Ьтомъ, параллеленъ направлен1 ю 
движeнiя, и въ томъ случа-Ь, когда онъ перпендикуля- 
ренъ къ этому направлешю.

Для пров-Ьрки этого вывода теорш Майкельсономъ 
и Морлеемъ*) былъ произведенъ ихъ классическ1 й 
опытъ, въ которомъ путь CB-feTOBoro луча былъ ц-Ьли- 
комъ въ воздух'Ь. Опытъ не обнаружилъ ни мал'Ьй- 
шей разницы во времени прохожден1я св-Ьтомъ обо- 
ихъ его путей. Крайняя точность употребленныхъ

108 P. д. КАРМИКАЭЛЬ.

1) См., однако, противоположное MHtnie Вильсона (П . А. W il
son), Phil. Mag. 19 (1910). 809-817.

а) Am. Journ. .Science (3), 34 (1887). 333-345.
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p. д. КЛРМИКАЭЛЬ.

стемой отсчета ’ ). Въ нашей работ-fe мы будемъ обозна
чать такую систему символомъ S. Если намъ придется 
им-ЕТь д-Ьдо съ двумя или бол-Ье символами отсчета, 
•т  мы будемъ обозначать ихъ символами Sj, Sj...! 
Дал-fee, мы допустимъ, что единицы любыхъ двухъ си- 
стемъ S, и Sj таковы, что получится одинъ и тотъ же 
числовой результатъ, если мы будемъ изм-Ьрять еди
ницами S, H-feKOTopoe количество L, и единицами S, 
количество L „  когда отношен1е L , къ Sj то же самое, 
что oTH ou ien ie  L 3 къ S 2 .

Им-Ья это опред-Ьлен1 е, мы можемъ теперь форму
лировать первый характеристическ1 й постулатъ теор 1 и 
относительности.

Постулатъ М. Н е у с к о р е н н о е  д в и ж е н 1 е  
н - Ь к о т о р о й  с и с т е м ы  о т с ч е т а  З н е  м о ж е т ъ  
б ы т ь  о б н а р у ж е н о  п у т е м ъ  н а б л ю д е н 1 й 
п р о и з в е д е н н ы х ъ  л и ш ь  в ъ  S, п р и ч е м ъ  е д и 
н и ц ы  и з м ' Ь р е н 1 я  п р и н а д л е ж а т ъ  S.

Постулатъ этотъ, какъ сказано, есть прямое обоб- 
щен1 е изъ опыта. Д о сихъ поръ неизв-Ьстно ни одного 
опытнаго факта, противор-Ьчащаго ему. •Уб-Ьжден1 е въ 
томъ, что и будущ 1е опыты смогутъ только подтвер
дить его, такъ сильно, что ни сторонники, ни против
ники Teop in  относительности никогда (или же р-Ьдко) 
не высказывали возражен1й противъ этого постулата. 
До сихъ поръ неизв-Ьстно никакихъ средствъ, съ по
мощью которыхъ наблюдатель могъ бы обнаружить 
абсолютное движен1 е или движен1 е въ н-Ькотораго 
рода сред-fe, наполняющей— какъ можно было бы пред
положить— пространство. Дал-fee, во вc-fexъ случаяхъ, 
когда принятыя до сихъ поръ теорш пpeдвид-feли воз-

Если н-Ьтъ н-Ькотораго числа этихъ предметовъ или коли- 
чествъ, то иы иногда будеиъ выражаться о томъ^ что остается, 
какъ о систем* отсчета. Такъ, система можетъ состоять лишь 
изъ одного источника cetra .



можность 0 бнаружен 1 я подобнаго движешя и когда 
были произведены достаточно точныя наблюдешя, ока
зывалось, что невозможно обнаружить подобнаго дви- 
женш. Кром-Ь того, одно, по крайней M-fep-b i), изъ 

этихъ противор-Ьч1й Teopin  остается неустранимымъ 
въ течен1е 25 л-Ьтъ, и не удалось найти для него ни
какого удовлетворительнаго объяснен 1 я, если только 
не принять закона, формулированнаго въ вышепри- 
веденномъ постулат-fe М. Такимъ образомъ, при на- 
личномъ состояши нашихъ знан1й, можно считать, 
что опытныя данныя, говоряЩ 1 я въ пользу этого 
постулата, носятъ весьма уб-^дительный характеръ.

Зд-fecb надо прибавить еще одно зам'Ьчан1е. Пря
мые опыты, результаты которыхъ привели къ форму- 
лированш постулата М, были предприняты для про
верки предсказан]й, сд-Ьланныхъ на основ-fe Teopin объ 
эеир-fe, какъ носител-Ь св-Ьта и электричества. Но по
лученный зд-Ьсь результатъ носитъ чисто эксперимен
тальный характеръ и ни въ коемъ случа-Ь не зависитъ 
отъ Teopin  эеира. Иными словами, законъ, формули
рованный въ постулат-Ь М, никоимъ образомъ не за
виситъ отъ cymecTBOBaHiH или несуществовашя эеира. 
Важно запомнить это въ виду той путаницы MH-fenift, 
которая возникла въ н-Ькоторыхъ кругахъ по вопросу 
объ отношеши между тeopieй относительности и тео- 
р 1ей эеира. Разсматриваемый постулатъ есть просто 
o6o6 i4en ie экспериментальнаго факта, и, пока не про- 
изведенъ опытъ, показывающ1 Й незаконом'Ьрность этого 
обобщешя, вполн-fe согласно съ общимъ духомъ физи- 
ческаго изсл-Ьдовашя принимать его, какъ „законъ 
природы". Значитъ, сл-Ьдуетъ заставить Teopiro согла
соваться съ нимъ, а не наоборотъ,— его съ Teopieft.

§ 3 . В т о р о й  х а р а к т е р и с т и ч е с к 1 й  п о с т у -

') Зд-Ьсь имЬется въ виду опытъ Майкельсона п Морлея.
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л а т ъ .  Такъ называемый, второй постулатъ теор 1 и 
относительности въ той форм-fe, въ которой его часто 
излагаютъ ■), заключаетъ въ себ-Ь дв-fe совершенно 
различныя части. По мн15н1ю автора предлагаемой ра
боты, немалая часть трудностей, связанныхъ съ пони- 
ман1'емъ этого второго постулата, завис-Ьла отъ того, 
что прогляд-Ьли взаимнозависимость этихъ двухъ ча
стей и вышеприве:аеннаго постулата М. Какъ разъта 
часть второго постулата, противъ которой выдвига
лось большинство вoзpaжeнiй, есть логическое сл-Ьд- 
cTBie М; съ другой же стороны, другая— мен-fee упо
минавшаяся— часть есть изложеше закона, который въ 
течен1е долгаго времени принимался физиками. С ле 
довательно, мы должны формулировать раздельно об-fe 
части второго постулата и тщательнб выяснить вза
имнозависимость этихъ частей и постулата М.

Та часть, которую мы изложимъ первой, содер- 
житъ въ себ-fe принципъ, съ давнихъ поръ изв-Ьстный 
въ теор!и св-Ьта, именно, тотъ принципъ, что скорость 
св-Ьта не зависитъ отъ скорости источника. Иными 
словами, скорость, съ которой св-Ьтъ проходитъ мимо 
какого-нибудь наблюдателя, не увеличивается, если 
источникъ CB-feTa движется по направлешю къ наблю
дателю, и не уменьшается, если онъ движется въ 
сторону отъ него. Точно формулированный, посту
латъ этотъ гласитъ:

Постулатъ R '. С к о р о с т ь  св-Ьта в ъ  с в о б о д -  
н о м ъ  п р о с т р а н с т в -fe, и з м - к р я е м а я  по  о т н о -  
ш е н 1 ю къ н е у с к о р е н н о й  с и с т е м -fe о т с ч е т а  
S с ъ  п о м о щ ь ю  е д и н и ц ъ ,  п р и н а д л е ж а щ и х ъ  
к ъ  S, не  з а в и с и т ъ  о т ъ  н е у с к о р е н н о й  с к о 
р о с т и  и с т о ч н и к а  св-Ьта.

1) См. ниже приведенный постулатъ R  н вводныя къ нему 
замЬчан1я.



Формулированный въ этомъ постулат^ законъ яв
ляется заключен]емъ, легко вытекающимъ изъ обыч
ной волнообразной теор 1 и св-Ьта, и поэтому долженъ 
быть принятъ всякимъ, принимающимъ эту Teop iro . 

Но надо подчеркнуть то, что истинность R ' не зави- 
ситъ отъ какой бы то ни было теор1и св-Ьта. Она яв
ляется фактомъ, доступнымъ прямой эксперименталь
ной npoB-fepK-fe, причемъ посл-Ьдняя должна быть про
изведена такимъ путемъ, чтобы не зависЬть по воз
можности отъ какихъ бы то ни было теорШ св-Ьта, 
по крайней M-fep-fe, въ той степени, въ какой эти теор1и 
не опираются на п р я м ы я данныя опыта. Насколько 
намъ представляется, н-Ьтъ никакихъ опытныхъ дан- 
ныхъ, которыя бы безспорно притивор-Ьчили посту
лату М, между т-Ьмъ какъ, съ другой стороны, суще- 
ствуютъ прямыя ОПЫТНЫЯ данныя, которыя, по MH'fe- 
шю н-ккоторыхъ изсл-Ьдователей, р-Ьшительно гово- 
рятъ въ его пользу. Въ частности Тольманъ раз- 
сматривалъ эту проблему въ связи съ явлен1емъ Доп
плера и со скоростью CB-fera, испускаемаго обоими 
краями солнечной поверхности. Онъ прйшелъ къ за
ключен! ю, что опытъ говоритъ въ пользу этого по
стулата. Съ другой стороны Стюартъ анализиро- 
валъ эти же самые опыты и нашелъ объяснен 1 е ихъ 
въ электромагнитной Teop in  истечен1Я св-Ьта Томсона. 
Согласно Стюарту, эти опыты согласуются съ на- 
шимъ постулатомъ М, но противор'Ьчатъ нашему по
стулату R '. Въ такомъ же положен1и находятся, какъ 
кажется, вс-Ь проч1 я предпринятыя попытки пров-Ьрки 
постулата; его можно интерпретировать двоякимъ об- 
разомъ, при чемъ толкован1 я эти прямо противопо
ложны другъ другу въ смысл1 ; значен1 я заключен1 й.

Г ' ■
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выволимыхъ изъ нихъ по вопросу о правильности R'. 
Гакимъ образомъ въ настоящее время н-Ьтъ безспор- 
ныхъ опытныхъ данныхъ, говорящихъ за или противъ 
постулата R '. Для того, чтобы доказать это допу- 
щен1е, надо или произвести новые опыты или дока
зать его косвеннымъ образомъ, показавъ, что оно 
является сл'Ьдств1 емъ опыта и принятыхъ законовъ.

Но всяк1й челов-Ькъ, принимающдй постулаты М и R', 
долженъ неизб’Ьжно принять и BC'fe логическ1е выводы, 
вытекающ1 е изъ нихъ. Изъ этихъ логическихъ выво- 
довъ мы докажемъ теперь одинъ, им-Ьющ1 й огромное 
значеше для Teopin  относительности.

Теорема 1. С к о р о с т ь  св- Ьта въ  с в о б о д н о м ъ  
п р о с т р а н с т в -fe, и з м ' Ь р я е м а я  по  о т н о ш е н 1 ю 
к ъ  н ' Ь к о т о р о й  н е у с к о р е н н о й  систем" } ;  о т 
с ч е т а  S с ъ  п о м о щ ь ю  е д и н и ц ъ ,  п р и н а д л е -  
ж а щ и х ъ  к ъ  S, не  з а в и с и т ъ  о т ъ  н а пр а -  
в л е н 1 я д в и ж е н 1 я  Я (M R') i).

Такъ какъ въ силу R' скорость св-Ьта не зависитъ 
отъ скорости источника св-Ьта, то мы можемъ пред
положить, что' источникъ св-Ьта принадлежитъ къ сис- 
тем-fe S. Пусть теперь наблюдается и записывается 
скорость CB-feTa, исходящего изъ этого источника въ 
различныхъ направлен1яхъ. Въ вицу однородности 
пространства, само по себ-fe то или иное направлен1 е 
въ пространств-fe не можетъ им-Ьть никакого вл1 ян1 я 
на эти наблюдаемыя скорости; поэтому, если он Ь раз
нятся другъ отъ друга, то причина этого должна за
ключаться въ скорости S. Но если бы была какая- 
нибудь разница, происходящая отъ направлен1я дви- 
жен1 я S, то по этой разниц-Ь можно было бы обнару
жить движен1 е S. Но въ силу М невозможно этимъ

1) Буквы, находящ1яся при теорем Ь въ скобкахъ, указываютъ 
наименован!е постулатовъ (исключая Hi п Н.,), отъ которыхъ 
зависитъ теорема. См. Введен1е и § 1.



путемъ обнаружить подобное движен1 е. Отсюда сл-fe. 
дуетъ, что наблюдаемая скорость должна быть одина
ковой во вс-Ьхъ направлен1 яхъ. Иными словами, она 
не зависитъ ртъ направлешя движен1я S; и такимъ 
образомъ теорема доказана.

Однако, ясно, что мы не можемъ сд-Ьлать сл-Ьдующ1 й 
шагъ и доказывать— какъ это, повидимому, д-Ьдаетъ 
Тольманъ 1 ), что наблюдаемая скорость св-Ьта не за
виситъ отъ абсолютной величины скорости S. Чтобы 
разобраться въ этомъ, допустимъ, что абсолютная 
величина скорости S вл1яетъ на наблюдаемую ско
рость св-Ьта. Въ виду R ' она окажетъ одно и то же 
Д’Ьйств1е на наблюдаемую скорость св-Ьта, каково бы 
ни было неускоренное движен1е источника св15Та. 
Сл1здовательно, изъ вс-Ьхъ возможныхъ наблюден1 й 
экспериментаторъ будетъ им-Ьть передъ собой лишь 
одно данное, пригодное для опред-Ьлен1 я д-Ьйств1я 
одного явлен1 я на другое, и именно такое данное, въ 
которомъ оба явлен1 я связаны между собой н-Ькото- 
рымъ опред-Ьленнымъ образомъ. Ясно, что онъ не 
сум-Ьетъ опред-Ьлить д-{5Йств1е одного явлен1я на другое 
ибо онъ никогда не сможетъ наблюдать одного изъ 
этихъ явленШ вн-Ь связи съ другимъ, при чемъ связь 
эта всегда остается одной и той же, какъ бы онъ ни 
варьировалъ свои опыты. Но если наблюдатель не 
можетъ опред-Ьлить н’Ькоторое существующее д'Ьй- 
cTBie, то ясно, что онъ не можетъ и доказать отсут- 
CTBje такового Д'Ьйств1я.

Но х о т я  и н е в о з м о ж н о  д о к а з а т ь  о т с у т -  
C T B i e  э т о г о  д-Ьйств1я,  в с е - т а к и ,  в - Ьро ят но ,  
н е в о з м о ж н о  у д о в л е т в о р и т е л ь н о  п р е д с т а -  
ж р т о г о  с п о с о б а ,  к а к и м ъ  о н о  м о 

им т ь  м-Ьсто.  Физическая интуиц!я под-

' )  Physical R ev iew , 31 (1910), с. 27.
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сказываетъ (н возможно, что Тольманъ им-Ьетъ именно 
это въ виду въ вышецитированномъ отрывк’Ь), что если 
направлеше скорости S не оказываетъ никакого д'Ьй- 
ств1 я на наблюдаемую скорость св’Ьта, то и абсолют
ная величина скорости S не оказываетъ никакого 
A-feflcTBiH па подобную наблюдаемую скорость. Но это 
не состэвляетъ доказательства. Однако, въ этомъ н-Ьтъ 
ничего, что способно ослабить естественность до  п у 
щ е h i я подобной независимости об-Ьихъ скоростей; 
д-ЬИствительно, было бы ненаучно сд-Ьлать какое-ни- 
иное допущен1 е (которое неизб'Ьжно привело бы къ 
значительно большимъ усложнен!ямъ), пока мы не 
вынуждены къ этому какимъ-нибудь безспорнымъ 
фактомъ опыта. Сл-Ьдовательно, мы можемъ cд^?лaть 
это допз^щен1 е, которое и формулируемъ, какъ посту- 
латъ R".

Постулатъ Я". С к о р о с т ь  св-Ьта в ъ  с в о б о д -  
н о м ъ  п р о с т р а н с т в " Ь ,  и з м - Ь р я е м а я  по о т н о -  
ш е н 1 ю к ъ  н е у с к о р е н н о й с и с т е м -fe о т с ч е т а S 
с ъ  п о мо п ^ ь ю е д и н и ц  ъ, п р и н а д л е ж а щ и х ъ  
к ъ 8 , н е з а в и с и т ъ  о т ъ  а б с о л ю т н о й  в е л и  
ч и н ы  с к о р о с т и  S.

Постулатъ В. Постулатъ, полученный изъ комби- 
нировашя R' и R ", мы будемъ часто, въ видахъ удобства, 
обозначать, какъ постулатъ R.

Но такъ какъ неускоренная скорость вполн'Ь опре- 
д-Ьлена, когда даны абсолютная величина скорости и 
направлен1 е движен1я, то изъ теоремы I и постулата 
R" немедленно вытекаетъ сл-Ьдующая теорема.

Теорема ZZ. С к о р о с т ь  с в ' Ь т а  в ъ  с в о б о д н о м ъ  
п р о с т р а н с т в "fe, и з м - Ь р я е м а я  п о о т н о ш е н 1 ю 
к ъ  н е у с к о р е н н о й  с и с т е м ^ ;  о т с ч е т а  S с ъ  
п о м о п 1 Ью е д и н и ц ъ ,  при над  л е ж а щи х ъ  къ  S, 
н е  з а в и с и т ъ  о т ъ  с к о р о с т и  S (M R ).

Второй постулатъ Teopin относительности изла
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гали обыкновенно въ форм-Ь, отличной отъ постула- 
товъ R' и R" или R. Д Ь 1Чстнительно, истинность тео
ремы 1  часто разсматривалась, какъ часть д о п у щ е и i я, 
заключеннаго въ этомъ постулат-^, хотя I можетъ 
быть выведено изъМ  и R'. Но именно допущен1е I со
ставляло предметъ особенной трудности для многихъ 
лицъ. Мы думаемъ, что часть этой трудности исчез- 
нетъ въ виду того, что I зд-Ьсь д о к а з а н о  съ по
мощью М и R'.

Въ ц’Ьляхъ удобства дальн'{5Йшаго анализа мы при- 
лагаемъ зд-Ьсь одну изъ обычныхъ формулировокъ 
второго постулата. Однако, сл-Ьдуетъ 3 aM"feTHTb, что 
онъ не составляетъ какой-то отдельной составной 
части нашего изложешя, но заключается уже въ М и 
R, отчасти прямо, отчасти, какъ необходимое сл1?дств1е 
нзъ этихъ постулатовъ.

Лостулатъ R. С к о р о с т ь  с в - Ь т а в ъ  с в о б о д -  
н о м ъ  п р о с т р а н с т в -fe, и з м - Ь р я е м а я  по  о т н о -  
ше н1ю к ъ  н е у с к о р е н н о й  сист ем15  о т с ч е т а  
S с ъ  п о м о щ ь ю  е д и н и ц  ъ, п р и н а д л е ж а  щ и х ъ  
к ъ  S, не  з а в и с и т ъ  о т ъ  с к о р о с т и  S и о т ъ  
н е у с к о р е н н о й  с к о р о с т и  и с т о ч н и к а  св-Ьта.

Въ виду природы постулата R" трудно добиться 
прямого экспериментальнаго доказательства въ пользу 
его или противъ него. Однако, кажется—какъ мы уже 
зам-Ьтили,— что тотъ, кто принимаетъ теорему I, врядъ 
ли откажется допустить R". Но теорема I представ- 
ляетъ, какъ мы показали, логическое сл'Ьдств1 е М и 
l i ’ . KpoM-fe того, изъ дальн-кйшаго будетъ видно, что 
н-Ьтъ нуукды д-Ьлать еще как1 я-нибудь дoпyщeнiя, про- 
тивор'Ьчащ1 я какимъ бы то ни было образомъ обще- 
принятымъ понят1 ямъ. Следовательно, эксперименталь
ное доказательство въ пользу всей теор 1 и относитель
ности, или противъ нея, должно—какъ кажется—вер
теться вокругъ постулатовъ М и R'. Мы уже ука
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зали на кое-как1я экспериментальныя доказательства 
въ пользу ')тихъ постулатовъ. Впосл-Ьдств1 И, въ связи 
съ теоремами, которыя будутъ выведены (въ этой 
работ’Ь и въ другой, подготовляемой авторомъ къ 
печати), будутъ даны дальн-Ьйш1 я указан1я на им-Ью- 
miflcfl экспериментальныя доказательства, при чемъ 
будутъ указаны и H-feKOTopHfl иныя возможныя лин1 и 
изыскан1 я въ этомъ направлен1 и.

Вообще принято, что странныя заключешя, выте- 
кaющiя изъ теор 1 и относительности, зависятъ отъ 

постулата R (или постулата R, согласно обычной фор- 
мулировк'Ь). Им’Ья въ виду теорему I и нашъ анализъ 
сл-ЬдствШ изъ нея, мы можемъ, очевидно, заключить >), 
что странность, содержащаяся въ выводахъ изъ теор 1 и 
относительности, зависитъ отъ той части R, которая 
заключена въ R'. Поэтому важно тщательно проана
лизировать этотъ постулатъ и въ частности позна
комиться съ альтернативными формами, которыя, въ 
виду другихъ постулатовъ, логически эквивалентны 
ему. Одна изъ подобныхъ формъ была дана уже Толь- 
маномъ (I. с., с. 36), который также указалъ на важ
ное значен1е общей проблемы. Въ следующей нашей 
работ-fe альтернативная форма, предложенная Тольма- 
номъ, будетъ подвергнута съ нашей стороны анализу. 
Какъ уже сказано во введенш, тамъ будутъ даны и 
друпя альтернативныя формы,

§ 4 .  П о с т у л а т ы  У и  L .—Обыкновенно авторы, 
пишущ1е по вопросу о T eop in  относительности, фор- 
мулируютъ явнымъ образомъ лишь постулаты М и к .  
Но фактически каждый изъ нихъ д-Ьлалъ еще и друг1 я 
допущешя, касающ1 яся отношешй между об-Ьими си
стемами. Допущешя эти—д-Ьлаемыя въ какой-нибудь 
форм-Ь— существенно важны для первоначальной аргу-

*) Эго уже было отмечено Тольманомъ, 1. с. с. 27—28.

118 p. д. КАРМИКАЭЛЬ.



MCHTauiH и д ля  за к лю ч е1ий, вы воцим ы хъ съ ея п о 

м ощ ью . Мы сч и та ем ъ  б о л -fee ц -Ь лесообразн ы м ъ  ф ор м у 

л и р о в а т ь  явн ы м ъ о б р а з о м ъ  и эти допущ ен1я. Среди 
раЗЛИЧНЫХЪ форМЪ, л ю б у ю  ИЗЪ КОТОрЫХЪ м ож но ВЬ1-
брать, одна кажется намъ гораздо бол-fee простой, 
ч-кмъ проч1я. И ею то мы и будемъ пользоваться 
зд-Ьсь. Мы формулируемъ постулаты V  и L  cл'feдyю-

. щ им ъ о б р а зо м ъ .
Постулатъ V. Е с л и  с к о р о с т ь  н - Ь к о т о р о й  

с и с т е м ы  о т с ч е т а  S 2  по  о т н о ш е н 1 ю к ъ с и -  
с т е м -fe о т с ч е т а  Si и з м - Ь р я е т с я  с ъ  п о м о щ ь ю  
е д и н и ц ъ ,  п р и н а д л е ж а щ и х ъ  к ъ  и е с л и
с к о р о с т ь  Sj по о т н о ш е н 1 ю к ъ  S -2 и з м - Ь р я е т с я  
с ъ  п о м о щ ь ю  е д и н и ц ъ ,  п р и н а д л е ж а щ и х ъ  к ъ  
S 2 , т о  о б а  р е з у л ь т а т а  д о л ж н ы  с о в п а д а т ь  по  
а б с о л ю т н о й  в е л и ч и н -fe.

Эту скорость мы будемъ называть относительной 
скоростью об-Ьихъ системъ. Лин1я направлешя этой 
скорости будетъ называться лин1 ей относительнаго

движен1я об-Ьихъ системъ.
Постулатъ L . Е с л и д в -fe с и с т е м ы  о т с ч е т а  

Si и S 2  д в и ж у т с я  с ъ  и е у с к о р е н н о й  о т н о с и 
т е л ь н о й  с к о р о с т ь ю  и е с л и  л и н е й н ы й  о т р -fe- 
з о к ъ  I п е р п е н д и к у л я р е н ъ  к ъ  л и н i и  о т н о  
с и т е л ь н а г о  д в и ж е н 1 я Si и S 2 и н е п о д в и ж н о  
с в я з а н ъ  с ъ  о д н о й  и з ъ  э т и х ъ  с и с т е м ъ ,  т о  
д л и н а ! ,  HSM-fepeHHaf l  с ъ  п о м о щ ь ю  е д и н и ц ъ ,  
п р и н а д л е ж а щ и х ъ  к ъ  St, б у д е т ъ  т а  же,  ч т о  
и д л и н а  е г о ,  и з м - f e pe HHa f l  с ъ  п о м о щ ь ю  е д и 
н и ц ъ ,  п р и н а д л е ж а щ и х ъ  к ъ  S j.

Существенное содержан1е обоихъ этихъ постула- 
товъ можно формулировать проще (но менЬе точно), 
если ввести явнымъ образомъ понят1 е наблюдателя. 
Такъ, постулатъ V въ общемъ эквивалентенъ сл-Ьдую- 
щему положен1ю. Д в а  н а б л ю д а т е л я ,  о т н о с и 
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т е л ь н о е  д в и ж е н 1 е к о т о р ы х ъ  р а в н о м- Ь р н о ,  
с о й д у т с я  в ъ  с в о и х ъ  и з м - Ь р е н 1 я х ъ  э т о г о  
р а в н о м ' Ь р н а г о  о т н о с и т е  л ь н а г о  д в и ж е м !  я. 
Въ качеств-fe приблизительнаго эквивалента L  мы да- 
димъ: Д в а  н а б л ю д а т е л я ,  о т н о с и т е л ь н о е  дви- 
ж е н 1 е к о т о р ы х ъ  р а в н о м - Ь р н о ,  с о й д у т с я  
в ъ  с в о и х ъ  и з м ' Ь р е н 1 я х ъ  д л и н ы  п р я м о й ,  
п е р п е н д и к у л я р н о й  к ъ  и х ъ  л и н 1 и о т н о с и -  
т е л ь н а г о  д в и ж е н 1 я.

Сл-Ьдуетъ зам-Ьтить, что оба эти постулата пред- 
ставляютъ ничто иное, какъ изложеше понят1 й, ле- 
жащихъ въ ocHOB-fe классической механики. Первый 
принимается въ допущен1 и, что существуетъ такая 
вещь, какъ относительное движен1е двухъ Т"Ьлъ, ко- 
торыя не находятся въ поко-fe другъ относительно 
друга. Второй есть не что иное, какъ формулирован1е 
части содержан1 я, заключающагося въ нашемъ понятш 
такой вещи, какъ длина стержня или другого предмета.

Ра.зъ оба эти постулата общеприняты, то есте
ственно можетъ возникнуть вопросъ: зач-Ьмъ форму
лировать ихъ? Разв-fe не достаточно просто принять 
ихъ, какъ истинные? Но д-Ьло въ томъ, что суще- 
ствуютъ и друпя общепринятый понят1 я, которыя, 
однако, не согласуются съ постулатами теор 1 и отно
сительности. Поэтому должно казаться желательнымъ— 
а на д'Ьл'Ь должно быть существенно важнымъ для 
точнаго логическаго анализа—формулировать явно 
именно T'fe д o п y щ e н i я  касательно об'Ьихъ системъ 
отсчета, которыми мы будемъ пользоваться въ своемъ 
изсл'Ьдован!и. Только такимъ путемъ можно будетъ 
разобрать въ точности, на чемъ основываются соб
ственно наши странныя заключешя.

Мы сд-Ьлаемъ зд-fecb еще короткое отступлеше по 
поводу постулата L. Въ части II мы придемъ къ за- 
ключен1 ю, что длина по лин 1и движен1 я независима
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отъ скорости движен1Я системы. Въ виду этого под
нимается вопросъ, почему мы должны допускать, что 
длина, взятая по прямой, перпендикулярной къ дви- 
жен1ю, независима отъ скорости. Отв-Ьтъ на это гла- 
ситъ, что мы вовсе не вынуждены признать это допу- 
luenie; мы свободны допустить, что длина, взятая по 
прямой, перпендикулярной къ движен1 ю, зависитъ отъ 
скорости подобнаго движен1 я. I I  фактически общая 
формулировка подобной гипотезы была сд'^лана уже
Э. Рикке (Е. Riecke) ')• Однако,эта гипотеза, несом- 
H-feHHO, бол 1 ?е сложна и мен-Ье изящна, ч-Ьмъ гипотеза, 
сд-Ьланная нами; и посл-^дняя, какъ мы увидимъ, не 
стоитъ въ противор'Ьч1 и ни съ однимъ изв'Ьстнымъ 
экспериментальнымъ фактомъ. Поэтому, сл1дуя той 
интуи1ии, которой мудро руководились физики, мы 
принимаемъ прост15Йшую гипотезу *), которая нахо
дится въ согласш со всей совокупностью опытныхъ 
данныхъ, изв-Ьстныхъ до сихъ поръ, и которая объяс- 
няетъ ее. Если же когда-нибудь будутъ произведены 
опыты, которые не окажутся въ соглас 1 и съ теор 1 ей, 
развитой на основ'Ь вышеприведенныхъ постулатовъ, 
то тогда будетъ время разсмотр'Ьть проблему о вве- 
ден1и бол-Ье сложнаго постулата на M-fecTo нашего 

постулата L.
§ 5 . Н е п р о т и в о р ' Ь ч и в о с т ь и н е з а в и с и м о с т ь

п о с т у л а т о в ъ . — Въ предлагаемой работ-fe д о п у 
с к а е т с я ,  что формулированные нами постулаты не 
противор-^чатъ другъ другу, иначе говоря, нами зд-Ьсь 
не будетъ сд'Ьлано вовсе попытки доказать ихъ не- 
противор-Учивость. 'Готъ фактъ, что изъ постулатовъ 
не было выведено противор'Ьчащихъ другъ другу за-

1) G ottinger Naohrichten, Math. Phys., 1911, с. 271 277.
i!) :)ra гипотеза находится въ соглас1и съ зйнштейновои 

T e o p i f t i i  относительности.
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ключен1й, будетъ принятъ, какъ (частичное) доказа
тельство того, что они взаимно непротивор-Ьчивы. 
Кром-Ь того, судя по самой природ-Ь этихъ постула- 
товъ и по различной области приложимости каждаго 
изъ нихъ, трудно представить себ-Ь, какъ какой-ни
будь изъ нихъ могъ бы вдругъ противор-Ьчить заклю- 
чешямъ, выводимымъ изъ другихъ.

Есть также и другой вопросъ, который мы намЬ- 
рены зд'Ьсь обойти молчан1 емъ, именно, вопросъ о 
логической независимости постулатозъ. Является ли 
какой-нибудь постулатъ или часть какого-нибудь 
постулата логическимъ сл'Ьдств1 емъ остальныхъ посту- 
латовъ? Вопросъ этотъ важенъ съ точки зр'Ьн1я фор 
мальной логики, но въ настоящемъ случа-Ь его зна- 
чеше для физики, в-Ьроятно, ничтожно.

Д р у г 1 е  н е о б х о д и м ы е  п о с т у л а т ы .  —  Изъ 
вышеприведенныхъ постулатовъ возможно вывести 
лишь такого рода заключен1я о теорш относитель
ности, которыя носятъ общ 1 й характеръ. Если же, 
наприм'Ьръ, желательно изучить природу массы или 
oTH om en ie между массой и энерг1ей въ этой теор1и, 
то необходимо ввести н-Ькоторое допущен 1 е касательно 
массы въ первомъ случа-fe и касательно массы и энер- 
г1и— во второмъ. Такъ, мы можемъ допустить законы 
сохранешя массы, энерпи, электричества, количества 
движен1 я и вывести совокупныя сл'Ьдств1 я изъ этихъ 
допущешй и вышеприведенныхъ постулатовъ. Мы на- 
M-fepeHbi вернуться къ этому вопросу въ другой ра- 
бот-fe. Въ настоящее же время мы займемся лишь вы
шеприведенными постулатами и выводами изъ нихъ.
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II. Относительныя измЪрен1я времени и пространства въ 
двухъ системахъ отсчета.

П р е о б р а з о в а . н з я .

§ 7 .  О т и о ш е н 1 я м е ж д у  е д и н и ц а м и  в р е 
ме н  и .— Разсмотримъ три системы отсчета S, Sj и S 2 , 
расположенныя другъ относительно друга сл'Ьдующимъ 
образомъ: лин1 и относительнаго движен1я S и Sj, 
S  и S 2, S i и За Bc-fe параллельны; и S 2 обладаютъ 
относительной скоростью г; i); S и 'Sj обладаютъ от

носительной скоростью ^ въ одномъ направлен1 и,

а S и S2 обладаютъ относительной скоростью v

въ противоположномъ направлен1 и. Система S состо- 
итъ изъ простого источника св-Ьта, и этотъ источ- 
никъ расположенъ симметрически по отношен1 ю къ 
двумъ точкамъ, одна изъ которыхъ связана неиз- 
м-Ьнно съ Si, а другая связана неизм-Ьнно съ Это 
возможно въ качеств-Ь постояннаго отношен 1я въ виду 
относительныхъ движен1й трехъ системъ. Для удоб
ства допустимо, что S находится въ поко-fe.

Мы предположимъ теперь, что наблюдатели, нахо- 
ходящ 1 еся въ системахъ Si и S2 , изм-Ьряютъ скорость 
св-Ьта, испускаемаго источникомъ S. Пусть точка А  
въ Si и точка В въ 8 3 , расположенныя симметри
чески по OTHomeniro къ источнику св-Ьта S, движутся 
вдоль прямыхъ ?1 и I2 . Эти прямыя параллельны. Изъ 
постулата L  сл-Ьдуетъ, что наблюдатели Si и Sg по- 
лучатъ одну и ту же величину для разстоян1 я между 
li и 2̂ - Обозначимъ это разстояше черезъ d. Въ виду 
постулата М ни одинъ изъ наблюдателей не въ со-

1) Зам-Ьтимъ, что гипотеза эта праыом-Ьрна лишь при допу- 
1цен!и постулата V.
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СТОЯН1 И обнаружить своего цвижешя. Поэтому оиъ бу- 
детъ производить свои наблюден1 я, исходя изъ допу- 
ш,eнiя, что его система находится въ гюко'Ь. Иначе 
говоря, его изм'Ьрешя будутъ произведены съ по
мощью единицъ, принадлежащихъ къ его систем-fe, и 
никакихъ поправокъ не будетъ сдЬлано относительно 
движешя системы. Пусть наблюдатель въ Sj отразитъ 
лучъ CB’feTa SA  изъ точки А  въ точку С, нахо
дящуюся на ?2 > и обратно— въ А .

S  G /ва, F

o '

у ;  / _ ^  

\ ' /

1 £ -> Е

Ф и г. 1.

Пусть наблюдаемое время, употребленное св-Ьтомъ, 
чтобы пройти отъ А  до С и обратно, будетъ Такъ 
какъ наблюдатель допускаетъ, что его система нахо
дится въ noKO-fe, то онъ предположитъ, что лучъ 
св'Ьта проходить (въ обоихъ направлешяхъ) вдоль 
прямой АС , перпендикулярной къ 1̂ и 1̂ . HsM-fepeHie 
разстоян1 я, пройденнаго лучемъ св-Ьта въ промежу- 
токъ времени t, дастъ ему поэтому 2<Т. Сл'Ьдовательно, 
онъ получитъ отсюда

2d
Л ■с,

гд'Ь с есть его наблюдаемая скорость св-Ьта.
Аналогичнымъ образомъ наблюдатель въ Sj, пре.д- 

полагающ 1 й, что его система .находится въ поко-Ь, най- 
детъ время въ течен 1е котораго лучъ свЬта прой-



детъ отъ в  до D и обратно. Второй наблюдатель по- 
лучитъ:

2d

h

rfl-fe с, есть его наблюдаемая скорость св-Ьта.

Но изъ допущенныхъ отношен 1Й межд}' системами 
S, и ^ 2  и изъ однородности пространства сл-fe 
дуетъ, что оба предположенныхъ нами наблюдешя, 
должны привести къ одному и тому же опред-Ьлешю 
скорости св'Ьта. Это легко заметить изъ того факта, 
что наблюден!я были произведены такимъ образомъ, 
что д+!Йств1е, происходящее какъ отъ абсолютнаго 
значешя, такъ и отъ направлешя движения системъ 
S i и  S2, одно и то же въ обоихъ случаяхъ. Иными 
словами, если мы обозначимъ черезъ Lj и L 2 коли
чества, изм-Ьренныя соотв-Ьтственно въ и Rj. то 
oTH om en ie  Lj къ Sj то лее самое, что L-, къ Sa- Зна- 
читъ, численные результаты тождественны, какъ это 
видно изъ опред'Ьлен1я системъ отсчета. Значитъ, мы 
им'^емъ c^ = c .

Предположимъ теперь, что наблюдатель въ А  сл-fe- 
дитъ за опытомъ въ В. Ему кажется, что В движется 
со скоростью v; мы допустимъ, что кажущееся дви- 
жен1 е происходить въ направлен1 и, указанномъ стр-Ьл- 
кой. Наблюдателю въ В кажется, что лучъ св-Ьта про- 
ходитъ BD отъ В къ D и возвращается обратно по 
той же самой лин1и въ В. Наблюдателю же въ А  ка
жется, что лучъ проходитъ лишюВЕР, гд-Ь F—та точка, 
въ которую пришло В за промежутокъ времени, въ 
который лучъ вернулся обратно къ наблюдателю въ 
этой точк1^. Если EG перпендикуляррю къ I2 , и di есть 
длина EF, измеренная съ помощью единиць, принад- 
лежащихъ къ Sj, тогда, очевидно, GF (изм-Ьренная
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V _
Т-Ьми же единицами) есть prfj, гд-fe ,3 =  -  и с есть

е
(кажущаяся) скорость св-Ьта, какъ ее опред-Ьдяетъ въ 
этомъ случа'Ь наблюдатель въ А . Изъ прямоугольнаго 
треугольника EFG сл-Ьдуетъ, что мы им'Ьемъ;

d
ill =

12Q p. д. к а р м и к а э л ь .

У I

Если теперьТ есть тотъ промежутокъ времени, ко
торый—  согласно наблюдателю въ А  —  потребенъ для 
CB-feTa, чтобы пройти путь B E F ,  то мы имЬемъ:

2(7, _  — с

t
До сихъ поръ мы пользовались лишь т-Ьми изъ на- 

шихъ постулатовъ, которые принимаются какъ сто
ронниками, такъ и противниками Teopin относитель
ности. Теперь мы приходимъ къ тому пункту, гд-Ь 
начинается расхождеше об-Ьихъ сторонъ.

Введемъ пока сл-Ьдующую добавочную гипотезу.

Допущете А. О б а  о п р е д ' Ь л е н 1 я  с и с с к о 
р о с т и  CB-feia*, п о л у ч е н н ы я ,  к а к ъ  в ы ше  у к а 
з ано ,  н а б л ю д а т е л е м ъ  в ъ  А,  р а в н ы.

Но мы показали, что с равно е̂ . Значитъ, мы мо-

жемъ приравнять и 3 Ha4 eHifl Cj и с. Мы им-Ьемъ та- 
кимъ образомъ

2d 2d
 - =  z:̂—  значитъ,

fV 1  —

Но и это м'Ьры одного и того же промежутка



времени, гд-к выражено въ единицахъ, принадлежа- 

щихъ къ iSa, и въ единицахъ, принадлежащихъ 
къ &J. Значитъ, наблюдателю въ Rj будетъ казаться, 
что его единиг1а времени относится къ единиц"Ь вре
мени въ ^2 , какъ У 1  — ^ 2  : j другой стороны,
можно доказать точно такимъ же путемъ, что наблю
дателю въ Sa будетъ казаться, что его единица вре
мени относится къ единиц-fe времени въ S,, какъ 

^ 1 — 1 3 2 : 1 . Иными словами, единицы времени въ об-fe- 
ихъ системахъ различны, и каждый наблюдатель при- 
ходитъ къ одному и тому же заключению въ вопрос-fe 
объ отношеши его единицы времени къ единиц'}? вре
мени другой системы.

Этотъ важный и поразительный выводъ можно 
формулировать, какъ сл'Ьдующую теорему:

Тео'рема 111. Д а н ы  дв'Ь  с и с т е м ы  о т с ч е т а  
S, и Sa, д в и ж у щ а я с я  с ъ  о т н о с и т е л ь н о й  
с к о р о с т ь ю  v; пусть е с т ь  о т н о ш е н 1 е с к о 
р о с т и  V к ъ  с к о р о с т и  св-Ьта,  о п р е д Ь л е н -  
ной,  к а к ъ  в ы ше  с к а з а н о .  В ъ  т а к о м ъ  с л у -  
ч а -fe н а б л ю д а т е л ю  въ  S, б у д е т ъ  к а з а т ь с я ,  
ч т о  е г о  е д и н и ц а  в р е м е н и  о т н о с и т с я  къ  
е д и н и ц -fe в р е м е н и  в ъ  Sa, к а к ъ  

м е ж д у  Т ' ^ мъ  к а к ъ  н а б л ю д а т е л ю  в ъ  Sa б у 
д е т ъ  к а з а т ь с я ,  ч т о  е г о  е д и н и ц а  в р е м е н и  
о т н о с и т с я  к ъ  е диниц- Ь  в р е м е н и  в ъ  Sj 
к а к ъ  (M VLA).

Воспользуемся теперь нашимъ постулатомъ R'. 
Въ теорем-fe 1  мы уже привели, какъ логическое сл-Ьд- 
cTBie изъ М и R', что скорость св-Ьта, наблюдаемая въ 
какой-нибудь систем-Ь отсчета, не зависитъ отъ на-
правлен{я движен1я этой системы. Теперь если с и с __
опред+;ленные, какъ выше заказано— отличаются другъ 
отъ друга, то разница эта можетъ происходить лишь
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отъ направлен1я движен1 я Sj, какъ это легко зам'Ь- 
тить изъ постулата R' и метода опред'Ьлен1я эгихъ 
количествъ. Сл'Ьдовательно, положеше, проведенное 
нами выше въ качеств-fe допущен1я А , является логи- 
ческимъ сл'Ьдств1емъ постулатовъ М и R'. СтЬдова- 
тельно, мы приходимъ къ сл-Ьдующему сл-Ьдств1 ю изъ 
вышеприведенной теоремы.

Слгьдствге. Т е о р е м у  III м о ж н о  р а з с м а т р и -  
вать ,  к а к ъ  с л ' Ь д с т в 1 е  (MVLR'), в м -fe с т о
т о г о ,  ч т о б ы  р а з с м а т р и в а т ь е е ,  к а к ъ с л - Ь д -  
c T B i e  (M V L A ) .

Сд’Ьлаемъ еще шагъ впередъ и воспользуемся по- 
стулатомъ R". И зъ теоремы I и постулатовъ R ' и R ' 
сл’Ьдуетъ, что наблюдаемая скорость CB"feTa есть чи
стая постоянная для всЬхъ возможныхъ методовъ 
наблюден1 я. Если мы воспользуемся этимъ фактомъ, 
то предыдуш,1 й результатъ можно формулировать бо
л-fee простымъ образомъ такъ:

Теорема IV .  Д а н ы  д в -fe с и с т е м ы  о т с ч е т а  
Si и S2 , д в и ж у щ 1 я с я  с ъ  о т н о с и т е л ь н о й  
с к о р о с т ь ю  v; п у с т ь  [5 е с т ь  о т н о ш е н 1 е  v 
к ъ  с к о р о с т и  св-Ьта.  В ъ  т а к о ’ мъ  с л у ча - к  
н а б л ю д а т е л ю  в ъ  Sj б у д е т ъ  к а з а т ь с я ,  ч т о  
е г о  е д и н и ц а  в р е м е н и  о т н о с и т с я  к ъ  еди-  
ниц-Ь в р е м е н и  в ъ  S2 , к а к ъ  м е ж д у

т- Ьмъ к а к ъ  н а б л ю д а т е л ю  въ  Sj б у д е т ъ  
к а з а т ь с я ,  ч т о  е г о  е д и н и ц а  в р е м е н и  о т н о 

с и т с я  къ  е д и н и  u-fe в ре ме н и в ъ Зх ,  к а к ъ  V\— [5*; 1 
(M VLR)

Остановимся н-Ьсколько подробн-Ье на этихъ зам-Ь- 
чательныхъ результатахъ. Теорема III, cл•feдcтвie изъ 
нея и теорема IV Bcfe сходятся въ томъ поразитель- 
номъ заключенш, что единицы времени об-Ьихъ си- 
стемъ отсчета и различной величины. Какъ 
велико уто различ1 е—вопросъ второстепеннаго зна-

1 2 8 ‘  г. д. КАРМИКАЭЛЬ.



чен1 я; важно и поразительно то вообще, что он-fe от
личаются другъ отъ друга. Такъ какъ постулаты 
М, V. L  принимаются вс^ми и никогда не приводили 
къ подобнымъ страннымъ результатаыъ, то есте
ственно предположить, что странный характеръзаклю- 
чен]й, къ которымъ мы зд-Ьсь пришли, зависитъ не 
отъ нихъ.

Обращаясь къ вышеразвитой аргументами, мы 
легко убф.ждаемся, что пока мы не ввели и не вос
пользовались допущен1емъ А , мы не получили ника- 
кихъ необычныхъ заключений. Д ал-fee, мы вид-Ьли, 
что само это допущеше есть логическое сл-Ьдств1е М 
и R'. KpoM-fe того, R ' не заключается ни въ теорем-fe 
III, ни въсл-Ьдств1и изъ нея. Но эти посл-Ьдн^я заклю- 
чаютъ уже въ себ 1; странныя свойства полученныхъ 
нами результатовъ. Отсюда сл-Ьдуетъ съ непреодоли
мой силой заключен1 е, что необычайный элементъ въ 
полученныхъ нами результатахъ происходитъ отъ 
постулата R '— или, выражаясь точн-fee, отъ той части 
его, которой необходимо воспользоваться въ связи 
съ М для того, чтобы доказать А , какъ теорему.

Этотъ выводъ важенъ, какъ показываютъ сл1;дую- 
иия соображен1я. Постулаты V  и L  формулируютъ 
законы, которые были всЬми приняты въ классической 
механик-fe. Постулатъ М представляетъ прямое обоб- 
meHie изъ опыта, и обобщен 1е это законно, согласно 
обычному пр1ему физиковъ въ подобныхъ случаяхъ. 
Постулатъ R ' представляетъ изложеше принципа, ко
торый въ течен1 е долгаго времени былъ з'потребите- 
ленъ въ физик-Ь и встр-Ьтилъ широкое признан1 е. Мы 
видимъ, такимъ образомъ, что ни одинъ изъ этихъ ' 
постулатовъ, самъ по себ-fe, не противор-Ьчитъ обще- 
принятымъ физическимъ понят1ямъ. И, однако, именно 
однихъ этихъ постулатовъ было достаточно, чтобы 
позволить намъ заключить, что соотв-Ьтственныя еди-

НОВЫЯ н д к и  в ъ  МАТЕМАТИК-Ь. СБ. V . 9
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ницы времени въ об-Ьихъ системахъ отсчета им'кютъ 
разную величину. Мы покажемъ въ сл’Ьдующемъ па- 
раграф-fe, исходя изъ этихъ л(е самыхъ постулатовъ, 
что соотв-Ьтственныя единицы длины въ об-Ьихъ си
стемахъ отсчета также различны. Такимъ образомъ 
самые зам-Ьчательные элементы въ заключен1яхъ теор 1 и 
относительности можно вывести изъ однихъ лишь 
постулатовъ М, V, L, R', и, однако, эти посл-Ьдше пред- 
ставляютъ или обобщен 1я, полученныя изъ опыта, или 
формулировки общепринятыхъ законовъ. Отсюда мы 
заключаемъ: т е о р 1 я о т н о с и т е л ь н о с т и  в ъ  ея  
н а и б о л -fee х а р а к т е р и с т и ч е с к и х ъ  ч е р т а х ъ  
е с т ь  л о г и ч е с к о е  с л ' Ь д с т в 1 е и з ъ  н- Ькото -  
р ы х ъ  о п ы т о в ъ  BM^osr-fe с ъ н ' Ь к о т о р ы м и  з а 
к о н а ми ,  п р и н и м а в ш и м и с я  в ъ т е ч е н 1 е до л -  
г а г о  в р е ме н и .

Другое зам-Ьчан1е— совершенно иного характера— 
сл’Ьдуетъ сд’Ьлать въ связи съ любопытнымъ резуль- 
татомъ, полученныхъ въ теорем-fe IV. Д-Ьло идетъ 
объ отношен1И между единицами времени об-Ьихъ си- 
стемъ. Это отношен1е т-Ьсно связано съ т*м ъ  фактомъ, 
что каждый наблюдатель производитъ свои изм’Ьрен1 я, 
исходя изъ гипотезы, что его собственная система 
находится въ поко'Ь, между Т'Ьмъ какъ другая система 
движется мимо него со скоростью v. Если оба наблю
дателя согласятся называть S неподвижной и если 
въ видоизм-Ьненномъ такимъ образомъ „Mip-fe“ наши 
постулаты V, L, R  будутъ продолжать им-Ьть мЪсто, 
тогда окажется, что единицы времени у  обоихъ на
блюдателей будутъ одинаковы. Но въ виду М выборъ 
системы S, какъ неподвижной, будетъ, безъ сомн'Ьн1я, 
представляться совершенно произвольнымъ обоимъ на- 
блюдателямъ; и содержан1 е видоизм-Ьненнаго посту
лата R  будетъ по существу отличнымъ отъ содер
жа н1я этого постулата, какъ мы воспользовались имъ.



Сл-Ьдовательно, если мы прииимаемъ R, какъ есть— 
или хотя бы некоторую часть его, какъ мы выше по
казали, то мы должны придти къ заключен1 ю, что еди
ницы времени въ об^ихъ системахъ неодинаковы, что 
ихъ связываетъ вышеприведенное отношен1 е.

§ 8 . O т н o ш e н i e  м е ж д у  е д и н и ц а м и  д л и 
ны.— Разсмотримъ три системы отсчета S, S, и Sa,

1 C  /9 6

— / 1  3 -3 —

Ф1Ц-. 2 .

расноложенныя такъ же, какъ и въ предыдутемъ §, съ 
той лишь разницей, что об-fe прямыя 1 , и совпада- 
ютъ. Мы предположимъ, что Sj движется въ направ- 
лен1и, указанномъ (фиг. 2 ) стр'Ьлкой въ А , а дви
жется въ направлен1и, указанномъ стр-Ьлкой въ В.

Мы предположимъ, что наблюдатели въ А  и В 
снова изм-Ьряготъ скорость св-Ьта, исходяшаго изъ S, 
но на этотъ разъ въ направлен1 и лин1и движен1я. 
Каждый изъ нихъ будетъ производить свои наблюде- 
HiH, исходя изъ предположен1 я, что его система нахо
дится въ поко'Ь, ибо изъ М сл'Ьдуетъ, что онъ не 
можетъ обнаружить движен1 я своей системы. Наблю
датель въ А  изм-Ьряетъ время прохожден1 я лучомъ 
св'Ьта разстоян1я отъ А  до С и обратно до А, при 
чемъ длина АС , изм-^ряемая единицами, принадлежа
щими къ Si, будетъ d. Аналогичнымъ образомъ на
блюдатель въ В изм-Ьряетъ время h прохожден1 я лу 
чомъ CB"feTa разстоян1я отъ В до D и обратно до В, 
при чемъ длина BD, изм-Ьряемая единицами, принад- 
лежаш,ими къ 8 г, будетъ d.

Какъ и въ предыдуш,емъ случай?, можно показать, 
что оба наблюдателя должны получить одно и то же 
значен1е для скорости св+,та. Но значен1 е это для
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наблюдателя въ А  равно а для наблюдателя въ В
h

равно .
h

Значитъ,

т. е. число единицъ времени, потребныхь для про- 
хождешя луча въ А  и луча въ В одно и то же, при 
чемъ первое изм-Ьряется въ систем-Ь Ŝ , второе— въ 
систем-fe Sg. Сверхъ того,.м-Ьра длины въ обоихъ слу- 
чаяхъ одна и та же. Но единицы времени, какъ мы 
вид-Ьли въ предыдущемъ параграфа, им-Ьютъ не оди
наковую величину. Значитъ, единицы длины об-Ьихъ 
системъ вдоль ихъ лиши движeнiя не им-Ьютъ одина
ковой величины. При этомъ отношеше единицъ длины 
то же самое, чт5 отношен!е единицъ времени.

Комбинируя это заключен1е съ теоремой III, сл'Ьд- 
ств1 емъ изъ нея и теоремой IV , мы получаемъ сл'Ь- 
дyющie результаты:

Теорема V. Д а н ы  дв-Ь с и с т е м ы  о т с ч е т а  S, и 
S2 , д в и ж у щ 1 я с я  с ъ  о т н о с и т е л ь н о й  с к о 
р о с т ь ю  г>; п у с т ь  -i е с т ь  о т н о ш е н 1 е v к ъ  с к о 
р о с т и  CB- feTa,  о п р е д -fe л е н н о й ,  к а к ъ  в ы ше  
у к а з а н о  в ъ  п е р в о й  ч а с т и  § 7. В ъ  т а к о м ъ  
с л у ч а - Ь н а б л ю д а т е л ю в ъ  8 1 б у д е т ъ  к а з а т ь с я ,  
ч т о  е д и н и ц а  д л и н ы  в ъ  S, в д о л ь  лин1и  о т н о -  
с и т е л ь н а г о  д в и ж е н 1 я о т н о с и т с я  къ  еди-  

ниц-Ь д л и н ы  в ъ  Sg, к а к ъ  У \— ,32 : 1 , м е ж д у  
Т ' Ьмъ  к а к ъ  н а б л ю д а т е л ю  въкЧз б у д е т ъ  ка 
з а т ь с я ,  ч т о  е д и н и ц а  д л и н ы  в ъ  S2 , в д о л ь  
л и н 1 и о т н о с и т е  л ьнаг ' о  дви ж е н 1 я о т н о с и т с я  

к ъ е д и н и ц т Ь д л и н ы в ъ З ! ,  к а к ъ  ( MV  L А) .
С.шдетвге. Т е о р е м у  V  м о ж н о  р а з с м а т р и -  

вать ,  к а к ъ  с л ' Ь д с т в 1 е  ( M V L R ) ,  вм- Ьсто  т о г о ,



ч т о б ы  р а з с м а т р и в а т ь  ее,  к а к ъ  c.Tf ef l cTBi e 
(М V L A ).

Теорема VI. Д а н ы  дв-к с и с т е м ы  о т с ч е т а  Sj 
и S2 , д в и ж у и и я с я  с ъ  о т н о с и т е л ь н о й  с к о 
р о с т ь ю  v; п у с т ь  ,3 е с т ь  о т н о ш е н 1 е v к ъ  с к о 
р о с т и  св-Ьта;  в ъ  т а к о м ъ  с л у ч а ' Ь  н а б л ю д а 
т е л ю  в ъ  Sj б у д е т ъ  к а з а т ь с я ,  ч т о  е д и н и ц а  
д л и н ы  в ъ  Sj в д о л ь  л и н 1 и о т н о с и т е л ь н а г о  
д в и ж е н 1 я о т н о с и т с я  к ъ  е д и н и ц ' Ь  д л и н ы  въ  

S2 , к а к ъ  КГ — м е ж д у  т - Ьмъ к а к ъ  н а б л ю 
д а т е л ю  в ъ  S2 б у д е т ъ  к а з а т ь с я ,  ч т о  е д и н и ц а  
д л и н ы  в ъ  S2 в д о л ь  л и н 1 и о т н о с и т е л ь н а г о  
д в и ж е н 1 я о т н о с и т с я  к ъ  е диниц- Ь  д л и н ы  въ  

Si, к а к ъ  (M V L R ).
Мы могли бы анализировать полученные зд-Ьсь 

результаты такимъ же точно образомъ, какъ и со- 
отв-Ьтствующ1 е результаты предыдущаго параграфа. 
Но это свелось бы въ значительной степени къ по- 
вторен1 ю уже разь сказаннаго. Достаточно указать 
что зам-Ьчательныя заключен1я на счетъ единицъ длины 
въ об-Ьихъ системахъ покоятся на т-Ьхъ же самыхъ 
допущешяхъ, которыя приводятъ къ страннымъ ре- 
зультатамъ насчетъ единицъ времени.

§ 9 . О д н о в р е м е н н о с т ь  с о б ы т 1 й ,  п р о и с х о -  
д я щ и х ъ  в ъ  р а з л и ч н ы х ъ  м- Ьс т ах ъ .  Возьмемъ 
дв-Ь системы отсчета S и S', движущ1 яся съ равно-

А  i  d  -3 с /  в
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м'^рной относительной скоростью v. Предположимъ, 
что н'Ькоторый наблюдатель въ S' р'Ьшилъ регулиро
вать дв-fe пары часовъ, находяпщхся въ различныхъ 
м'Ьстахъ, такимъ образомъ, что они должны показы



вать одновременно одннъ и тотъ же часъ. Мы нред- 
иоложимъ, что оиъ ноступаетъ для этого сл'Ьдую- 
щимъ— весьма естественнымъ— образомъ i). На лин1и 
относительнаго движен1я S и S' выбраны дв-fe стан|йи 
Л  и В, находяицяся на разстояти d другъ отъ друга. 
Нутемъ HSM'bpeHiH находятъ точку С, лежащую по- 
средин'Ь между А  и В. Самъ наблюдатель распола
гается въ С, а его помощники— въ А  и В. И зъ С от- 
правляютъ св'Ьтовой сигналъ въ А  и В, и какъ только 
св'Ьтовой лучъ дошелъ до каждой станц1 и, часовую 
стр-Ьлку въ нихъ ставятъ на заран'Ье условленный 
часъ. Наблюдатель въ S' заключаетъ теперь, что его 
об-Ь пары часовъ—часы въ А  и часы въ В —показы- 
ваютъ одновременно одннъ и тотъ же часъ, ибо, 
согласно ему (вЪдь онъ предполагаетъ, что его си
стема находится въ поко'Ь), св-Ьтъ употребилъ одина
ковый промежутокъ времени какъ на то, чтобы пройти 
разстояше отъ С до А , такъ и на то, чтобы пройти 
разстоян1е отъ С до В.

Предположимъ теперь, что наблюдатель, находя- 
нцйся въ систем-fe S, сл-Ьдилъ за работой регз^лиро- 
ван1я часовъ въ S'. Ему будетъ казаться, что раз- 
стоян{я С А  и СВ равны не 4^d, а

1/2 d

K poM 'b  того, такъ какъ скорость св-Ьта не зависитъ отъ 
скорости источника, то ему представляется, что св-Ь- 
товой лучъ, идущ 1Й изъ С въ А, пришелъ въ А  со 
скоростью c~\~v, гд-Ь с есть скорость св-Ьта, между 
тЬмь какъ св-Ьтовой лучъ, идущ1й изъ С въ В, при
шелъ въ В со скоростью с — V. Такимъ образомъ ему 
кажется, что св-Ьтъ потратилъ больше времени на

134 * P. Д. к\рмп1САЭль.

‘ ) Ср. Comstock, Science, N. S. 31 (1900) . 767—772.



прохожден1е разстоян1 я отъ С до В, ч-Ьмь на про- 
хожден1е отъ С до А , при чемъ разница равна

о ткорш  относитвльностп; а н а Л и з ъ  ё я  п о о т у д а т о в ъ . 1з5

I ( Г  /̂ 1 _  _  1 /̂  а У 1  — ^  vd V I -  ^
C — V c-\-v —

но такъ какъ |3 =  — , то мы легко найдемъ, что по-
С

сл-Ьдкее выражен1 е равно:

г; ^ _______

с» • К 1  -  ■

Такимъ образомъ наблюдателю въ S представляется, 
что часы въ S ' показываютъ различныя времена; 
разница показан 1 й опред'Ьляется посл'Ьднимъ выра- 
жешемъ.

Такимъ образомъ мы приходимъ къ сл-Ьдующему 
заключешю:

Теорема V I I .  Д а н ы  дв-Ь с и с т е м ы  о т с ч е т а  S 
и S', им ' Ьющ1я  р а в н о м - Ь р н у ю  о т н о с и т е л ь 
н у ю  с к о р о с т ь ю .  П о л о  ж им ъ, ч т о  н - Ь к о т о р ы й  
н а б л ю д а т е л ь  в ъ  S'  п о м ' Ь с т и л ъ  на  л и н 1 и от-  
н о с и т е л ь н а г о  д в и ж е н 1 я S и S' дв'Ь п а р ы ч а -  
с о в ъ  на  р а з с т о я н 1 и й д р у г ъ  о т ъ  д р у г а  и за- 
в е л ъ  и х ъ  т а к ъ ,  ч т о  о н и  п о к а з ы в а ю т ъ  д л я  
н е г о  о д н о в р е м е н н о  о д и н ъ  и т о т ъ  же  час ъ .  
В ъ  т а к о м ъ  с л у ч а - Ь  н а б л ю д а т е л ю  в ъ  S бу -  
д е т ъ  к а з а т ь с я ,  ч т о  ч а с ы  в ъ  S' , р а с п о л о ж е н 
н ые  в п е р е д и  въ  п р о с т р а н с т в t ,  о т с т а ю т ъ  
о т ъ  д р у г о й  п а р ы  ч а с о в ъ  на

ci* ■ V l —  ’

■у
гд'15 С е с т ь  с к о р о с т ь  с в ' Ь т а и ! 5  =  — ( M V L  R).



Надо обратить вниман1 е на то, что часы въ S' 
согласуются между собой пъ томъ лишь смысла, въ 
какомъ они могутъ согласоваться для наблюдателя, 
находящагбся въ этой систем-fe и предполагающаго 
(какъ это естественно и должно быть), что его си
стема находится въ noKO'fe—несмотря на тотъ фактъ, 
что наблюдатель, находящ 1йся въ другой систем-fe 
замЬчаетъ неустранимое разноглас1 е въ показан1 яхъ 
часовъ, величина котораго прямо пропорщональна, 
разстоян1 ю об-Ьихъ паръ часовъ.

Согласно посл'Ьдней, полученной нами, TeopeM"fe по- 
нят1 е одновременности событ1 й, происходящихъ въ 
различныхъ м Ьстахъ, не им Ьетъ опред ёленнаго смысла 
пока не принято н'Ькоторое соглашен 1 е, показы
вающее, какъ опред'Ьлить эту одновременность. Иными 
словами, н е  с у щ е с т в у е т ъ  в о в с е  а б с о л ю т н о й

о д н о в р е м е н н о с т и с о б ы т 1 й, п р о и с х о д я щ и х ъ
в ъ  р а з л и ч н ы х ъ  м ' Ь с т а х ъ .

§ 1 0 . Г Т р е о б р а з о в а н 1 е к о о р д и н а т ъ  в р е 
м е н и  и п р о с т р а н с т в а . —  Теперь нетрудно вы
вести эйнштейновы формулы *) для п^еобразован1 я 
координатъ времени и пространства. Возьмемь двЬ 
системы отсчета S и S', движущаяся съ относитель
ной скоростью V по лин1и I. Пусть съ этими систе
мами связаны системы прямоугольныхъ коордииатъ 
такимъ образомъ, что ось ж-овъ каждой системы на
ходится на лин1 и I, а оси ij-овъ и z-овъ одной си
стемы параллельны соотвЪтственнымъ осямъ другой 
системы. Положимъ, что начала обЬихъ системъ со- 
впадаютъ во время t =  0. Будемъ, дал-fee, въ п,-feляxъ 
ясности, означать координаты S черезъ х, г/, z, t, а 
координаты S '— черезъ ж', у\ z', t'. Требуется найти 
значен1е этихъ посл-Ьднихъ координатъ въ функц1яхъ 
первыхъ.

' )  lalirbuch der Radioaktivitat, 4 (1907) ; 418—420.

13G p. д. кАРмпгиэль.



Нзъ постулата L  сл-Ьдуетъ, что у' =  у и z' — z. По- 
ложимъ, что наблюдатель въ S разсматриваетъ точку, 
которая въ моментъ  ̂=  0  кажется ему на разстоя- 
ши 1 ) X отъ плоскости у' z'\ въ моментъ t =  t  она 
будетъ казаться ему на разстоян1 и x  — vt отъ пло
скости у '  Z'. Но наблюдатель въ S ' обозначаетъ это 
разстоян1е черезъ ж'. Сл-Ьдовательно, изъ теор. IV* мы 
им-Ьемъ; >

х' У 1  —  ,3̂ =  ж — vt.

Разсмотримъ теперь точку, находящуюся на раз- 
стоянш X отъ плоскости yz въ моментъ t =  t, беря 
единицы системы S. Изъ теоремы V II с^тЬдуетъ, что 
наблюдателю въ S будетъ казаться, что часы въ 
S', находяluiecH на томъ же pa3 CT0 HHin х  отъ пло
скости yz, будутъ отставать на

V

гдЬ с есть скорость св-Ьта. Иначе говоря, въ едини- 
цахъ S эти часы показываютъ время

t  • X.

Отсюда, съ помощью теоремы IV , мы получаемъ:

V
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V]! Ж.
с-

Р'Ьшая оба уравнешя, содержащ1я х' и i' и соеди
няя результаты, мы им'Ьемъ:

 _____ 1 (  . V
t —

) / Г _ 3 2 Л  С2
X

X' =  -

’ 1-
1 /

X —  vt

1) Полагается, что алгебраическ!й знакъ разстоян1я прннятъ 
въ разсчетъ въ значен1и х.



(A )  , j '  =  y  (M V L R )

V
гд-Ь ,3 =  ~ и с есть скорость св-Ьта.

Такимъ же точно пугемъ можно найги уравнен! я, 
выражающ1 я ж, ?/, z, t  въ функщяхъ х ' ,  у ',  z\ t\ но ихъ 
можно легче найти, р-Ьшая уравнен1е (А )  для ж', у' 
z', f .  Мы получаемъ такимъ образомъ

1 / V
f +  — ж'I

13ft p. д. КЛРМИКАЭЛЬ.

(А ,) 1 / \ (M V LR )X х '  +  vt 'у Г - >
У = У '

Z —  z ' .

Об-Ь эти группы уравнен1й (А ) и (А ;) тожде
ственны по форм-Ь, исключая знакъ v. Симметр1я преоб- 
разовашй составляетъ одно изъ интересн-Ьйшихъ 
свойствъ ихъ.

Нашъ способъ вывода этихъ формулъ сильно раз
нится отъ метода Эйнштейна. Разница происходитъ, 
главнымъ образомъ, отъ того, что на м-Ьсто допуще- 
н1я Эйнштейна мы воспользовались постулатами 
V  и L.

Въ стать-fe'̂ ) подъ заглав1 емъ: „The Common Sense 
of Relativity" Кэмпбелль сд-Ьлалъ рядъ интересныхъ 
зaм'feчaнiй касательно этихъ пpeoбpaзoвaнiй.

§ 1 1 . С л о ж е н 1 е с к о р о с т е й .
Ради полноты изложешя основныхъ результа- 

товъ T e o p i H  относительности и ради ц-Ьлей сл-Ьдую-

1) Einstein, 1. с. стр. 420, прнм-Ьчан1е.
2) Phil. Mag., 2i(l911): 502— 517; см, спещально стр. Ь05—Ь07. 
8) См. зам-Ьчан]я вь введен!и.



щ а го  §  мы вы ведем ъ  зд-fecb ф ор м улы  сложе1ПЯ с к о р о 

стей , данны я Эйнштейномъ‘ )-
Пусть скорость какой-нибудь движущейся точки 

будетъ представлена на единицахъ, принадлежащихъ 
къ S' и къ S, съ помощью уравнешй:

х' t J у —  V.yf t j Z —-  t }

X — Uxt, y =  Uyt, z =  u^t.

о ТЁОРТИ ОТЯОСПТЕЛЬНОСТИ; АНАЛЙЗЪ ВЯ ПОСТУЛАТОВЪ. liiO

Подставимъ въ первое изъ нихъ на м'Ьсто х', у', z\ V
сс У ^

ихъ значен1я изъ (А ). Р-Ьшимъ ихъ для ^

и зам-Ьнимъ эти  к о ли ч еств а  соотв15Тственно равны м и 

им ъ их, иу, иг; то гд а  мы п о луч и м ъ

u^,-{-v

ГВ)  ̂  ̂ ’ (M V LK )

Изъ этихъ формулъ сл-Ьдуетъ, что законъ парал
лелограмма скоростей им"Ьетъ лишь приближенное зна- 
чен1е. Этотъ выводъ теор1и относительности вызвалъ 
у многихъ лицъ самыя серьезныя возражензя противъ 
всей теорш.

Предположимъ, что разсмотр'Ьнныя выше скорости

’ ) Einstein, I. с. стр. 422—424.



находятся на линiи относительнаго движешя S и S'; 
тогда мыим'Ьемъ;

и =  — - у .

Это уравнен1е даетъ начало сл-Ьдующей теоремЬ: 
Теорема V I I I .  Е с л и  с о е д и н я ю т с я  дв 'Ь  с к о 

р о с т и ,  к а ж д а я  и з ъ  к о т о р ы х ъ  м е н ь ш е  с, то 
р е з у л ь т и р у ю щ а я  с к о р о с т ь  т о ж е  м е н ь ш е  с 
(M VLR).

Чтобы доказать эту теорему, мы подставляемъ въ 
предыдущее уравнеше вм1 зсто v и и' значешя;

v =  с —  к, и' =  с — I,

гд'Ь каждое изъ чиселъ к и I —  положительно и меньше 
с. Тогда уравнен1 е принимаетъ видъ

2с — к — I
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Второй членъ, очевидно, мен'Ье с; отсюда и вытекаетъ 
теорема.

Если, однако, одна (или o 6  fe) изъ скоростей v и и' 
равна с—и, значитъ, к или I (или оба) равны нулю,— 
то изъ посл-^пняго уравнешя мы видимъ, что и — с; 
отсюда мы получаемъ сл'Ьдующ1 й выводъ:

Теорема IX .  Е с л и  с к о р о с т ь  с с л а г а е т с я  с ъ  
с к о р о с т ь ю ,  р а в н о й  и л и  м е н ь ш е й  с, т о  р е 
з у л ь т и р у ю щ а я  с к о р о с т ь  е с т ь  с (М VLR).

Зам ' Ьч ан1е ,  Въ результатахъ, полученныхъ въ 
§§ 7— 1 1 , содержится неявнымъ образомъ важное за- 
ключен1е. Проще всего, в’Ьроятно, можно зам-Ьтить его, 
обратившись къ первымъ двумъ изъ уравнен1 й (А ), 
представляющимъ не что иное,какъ аналитическое вы



ражен1е теоремъ IV  и VI. Если [5 по абсолютному 
эначен1 ю больше 1 — и, значить, 1  — рз отрицательно,—  
то преобразован 1 е координатъ времени изъ одной си
стемы въ другую приводитъ къ мнимому результату 

для времени въ одной систем-Ь, если время въ другой 
системНЬ вещественно. Аналогичнымъ образомъ M-fepa 

длины въ направлен1 и движен1я мнима въ одной си- 
стем-Ь, если она вещественна въ другой. Оба эти за- 
ключен1Я нел-Ьпы и, значитъ, абсолютное значеше р или 
равно, или меньше 1 . Если j5 =  l, то любая длина въ 
одной систем-fe, какъ бы она ни была мала, въ другой 
систем'Ь будетъ представляться безконечной. То  же 
самое можно сказать о времени. Значитъ, [5 меньше,

ч1 ?мъ 1 . Но ? =  т.-е. равняется отношен1ю ско

рости об'Ьихъ системъ къ скорости св'Ьта. Значитъ, 
скорость cB-feTa представляетъ maximum, къ которому 
можетъ приближаться, никогда не достигая его, отно
сительная скорость двухъ системъ. Эго можно фор
мулировать въ вид-Ь следующей теоремы;

Теорема X. С к о р о с т ь  св- кта  п р е д с т а в л я е т ъ  
m a x i m u m ,  к ъ  к о т о р о м у  м о ж е т ъ  п р и б л и 
ж а т ь с я ,  н и к о г д а  не  д о с т и г а я  е г о ,  с к о р о с т ь  
м а т е р 1 а л ь н о й  с и с т е м ы  (MVLR).

Сл'Ьдуетъ зам'Ьтить, что эту теорему можно также 
прямо вывести изъ теоремы IX.

§12.  Л о г и ч е с к 1 е  э к в и в а л е н т ы  п о с т у  л а- 
т о в ъ .

Мы покажемъ теперь, что теорема IX  есть въ н-fe- 
которомъ смысл'Ь лoгичecкiй эквивалентъ R. Изъ IX  
сл-Ьдуетъ, какъ мы видимъ въ теорем-fe X, что ско
рость матер1 альнаго т-Ьла меньше скорости св'Ьта. Но 
источникъ св-Ьта есть всегда н-Ькоторое матер1 альное 
т 1 5 Ло; сл-Ьдовательно, никакой источникъ св Ьта не мо- 
жетъ никогда им-Ьть скорости, равной скорости св-Ьта.
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Нижесл-Ьдующее flon y iu eH ie  представляетъ естествен
ную гипотезу.

Постулатъ В. С к о р о с т ь  и с т о ч н и к а  с в ' Ь т а  
не  МО ж е тъ .  п р и б а в и т ь ' )  къ  с к о р о с т и  св+, та  
б о л ь ш е й  с к о р о с т и ,  ч-Ьмъ с к о р о с т ь  с а м о г о  
и с т о ч н и к а .  А н а л о г и ч н ы м ъ  о б р а з о м ъ ,  с к о 
р о с т ь  к а к о й - н и б у д ь  с и с т е м ы о т с ч е т а н е  мо- 
ж е т ъ  п р и б а в и т ь  к ъ  с к о р о с т и  св-Ьта б о л ь 
ше й  с к о р о с т и ,  ч-Ьмъ с к о р о с т ь  с а м о й  с и 
с т е мы.

Но изъ теоремы IX  сл-Ьдуетъ, что если со ско
ростью св-Ьта слагается скорость меньшая, ч-Ьмъ по- 
сл-Ьдняя, то въ результат-fe получится скорость св-Ьта. 
Сл'кдовательно, если мы допустимъ теорему IX  и по
стулатъ В, то, какъ сл'^дств1е, мы получимъ постулаты 
R' и R". Значитъ, мы получаемъ сл-Ьдующ1й резуль- 
татъ:

Теорема X I.  П о с т у л а т ы  (M V LB ) и т е о р е м а  
X  п р е д с т а в л я ю т ъ  л о г и ч е с к 1 е  э к в и в а л е н т ы  
п о с т у л а т о в ъ  (M VLR).

Иначе говоря, въ нашей систем-fe постулатовъ 1 1  

можетъ быть зам-Ьнено теоремой IX  и постулатомъ В, 
что не повл1 яетъ на совокупность постулатовъ и 
теоремъ.

Но теорема IX  была доказана съ помощью одн-Ьхъ 
лишь формулъ (В), а формулы (В) представляютъ пря
мое сл-Ьдствзе изъ формулъ (А ); значитъ, постулатъ 
R  можно вывести изъ однихъ лишь постулата В и 
формулъ (А ), если они приняты за истины. Дал-fee 3 и 
4 уравнешя въ (А ) эквивалентны постулату L. Мы по- 
кажемъ, что частнымъ случаемъ первыхъ двухъ фор
мулъ (А ) является постулатъ V. Положивъ ж' =  0 , мы

1) Мы опредЬляеиъ прибавление, говоря, что сумма двухъ 
скоростей есть результатъ сложсн!я пхъ.
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им-Ьемъ -  =  v; иначе говоря, наблюдателю въ S кажется,

что система S" движется со скоростью v. Но первыя два 
уравнен1 я въ (A j) можно получить, р-Ьшивъ алгебраи
чески первыя два уравнен1я въ (А ). Положимъ тогда 
во 2  уравненш (A j) х =  0. Мы им-Ьемъ въ этомъ слу-

^  _  V. Иначе говоря, наблюдателю въ S' кажется,
t

что система S движется со скоростью — и. Оба эти 
результата, взятые BM-fecT-fe, составляютъ нашъ посту- 
латъ V. Комбинируя полученный такимъ образомъ 
заключен1я, мы получаемъ сл-Ьдующую теорему.

Теорема X I I .  П о с т у л а т ы  (MB) и ф о р м у л ы  ( А)  
п р е д с т а в л я ю т ъ  л о г и ч е с к 1 й э к в и в а л е н т ъ

п о с т у л а т о в ъ  (M VLR).
Анализъ доказательства формулъ (А ) покажетъ, 

что они вытекаютъ прямо изъ теоремъ IV , VI, V II и 
постулата V. Отсюда мы получаемъ сл-Ьдующую тео
рему, какъ дополнен1 е предыдущей;

Теорема Х Ш .  П о с т у л а т ы  (MVB) и т е о р е м ы  
IV,  VI ,  VI I  п р е д с т а в л я ю т ъ  л о г и ч е с к 1й'э к в и- 
валенАГъ  п о с т у л а т о в ъ  (M VLR).

Пер. II. Юшкевичъ.
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Ф. К-лейнъ.

О геометричеекихъ оенован1яхъ 
порентцовой группы )̂.

B cIj вы слы ш али  в ъ  бол-Ье или  мен-ке опред-кленной  

форм1з, ч то  Teopifl л о р ен т ц о в о й  гр уп п ы , и л и — чтб одн о  

и т о  ж е— соврем ен н ы й  п р и н ц и п ъ  о т н о с и т е л ь н о с т и  физи- 

к о в ъ  в х о д и т ъ  в ъ  рамки о б щ а г о  у ч е н 1 я  о  п р о э к -  

т и в н о м ъ  м ' Ь р о о п р е д ' Ь л е н 1 и ,  к ак ъ  посл-Ьднее 

р а зв и лось , начиная с ъ  о сн о в о п о ло ж н о й  р а б о т ы  К э л и  о т ъ  

1859 г. К а к ъ  я у с л о в и л с я  ещ е  с ъ  наш им ъ покойны м ъ 

д р у го м ъ  М и н к овск и м ъ , я д о л ж е н ъ  б ы л ъ  и злож и ть  по- 

дробн-Ье э т у  с т о р о н у  д-Ьла в ъ  и стек ш ем ъ  зим нем ъ  сем е- 

C T p t в ъ  с в о и х ъ  л е к щ я х ъ  о  пр оэкти вн ой  геом етр1и, 

п р едстави въ  ее , к а к ъ  за к лю чи тельн ы й  р е з у л ь т а т ъ  э т и х ъ  

лекш й . Учен 1е  о  п р оэк ти в н ом ъ  м•fcpooпpeд'feлeнiи, п р ю - 

бр-квш ее у ж е  в ъ  с т о л ь  м н о ги х ъ  о тн ош ен 1 я хъ  о с н о в о 

п о л о ж н о е  значен1е, п о л у ч а е т ъ  зд-Ьсь н о в о е  и п о р а зи 

т е л ь н о е  прим-feHeHie, в ъ  т о  врем я как ъ , с ъ  д р у го й  

стор он ы , соврем ен н ы я кон цепцш  ф изик овъ , произво- 

дящ1я на новичка т а к ъ  л е гк о  впечатл'Ьн1я парадок- 

с о в ъ , оказы ваю тся , т а к ъ  сказать, просты м и сл1эдствшми 

H-feKOToparo о б щ а го  и давно уж е  си ст^м ати зи р ован н аго

^ ^ о к л а д ъ ,  прочитанный 10 мая 1910 г. в ъ  Геттингепскомъ 
математическомъ обществ*.



хода мыслей. Это совпадеше двухъ, совершенно об- 
особленныхъ по своему историческому происхожден1 ю, 
рядовъ мыслей должно буцетъ, безъ сомн-Ьн1я, под-Ьй- 
ствовать въ высокой степени возбуждающимъ обра- 
зомъ на o 6 -fe стороны. Я т-Ьмъ бол'Ье разсчитываю на 
известный интересъ къ этому со стороны именно фи- 
зиковъ, что математики не разъ уже получали различ
ные частные результаты, которые оказывались полез
ными вспомогательными оруд1 ями въ лаборатор 1 и теоре
тической физики.

Собираясь сегодня изложить передъ вами подроби-fee 
вышесказанное въ его основныхъ чертахъ, я оказы
ваюсь передъ большимъ затруднен1 емъ: я долженъ 
предположить, что вамъ хорошо изв-Ьстны п о н я т 1 е 
г р у п п ы ,  равно какъ и н-Ькоторыя основныя понят1я 
проактивной геометр1 и, какъ, наприм-Ьръ, о д н о р о д -  
н ы я т о ч е ч н ы я и п л о с к о с т н ы я к о о р д и н а т  ы,— 
к о л л и н е а 1и и , соотв-Ьтствующ1 я линейнымъ подста- 
новкамъ этихъ координатъ, — наконецъ, наличность 
н-Ькоторой T e o p i H  и н в а р 1 а н т о в ъ  для каждой, 
образованной изъ коллинеа1йй, группы, — и въ то же 
время я отлично знаю, что не только многочисленные 
присутствующ 1 е зд-fecb физики— которыхъ я особенно 
охотно прив-Ьтствую зд-fecb въ качествИк гостей,— но и 
большинство бoл'fee молодыхъ математиковъ, принад- 
лежащихъ къ нашему обществу, занимались этими 
вещами слегка, такъ сказать, издали. М нопе изъ васъ, 
безъ coMH-feHin, придерживались до сихъ поръ того 
уб-Ьжден1я, что проэктивная геометр!я — въ течен 1'е 
долгаго времени стоявшая на первомъ план-fe матема- 
тическаго творчества—теперь можетъ претендовать 
лишь на значеше спец1'альной математической дисцип
лины. Поэтому само по себ'Ь весьма полезно выразить 
въ моемъ сегодняшнемъ доклад-Ь противоположную 
точку зр-Ьн1'я, именно, что проэктивная геометр1я въ 

НОВЫЙ идеи въ математики с ь . V. Ю
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рамкахъ ц-Ьлокугигаго математическаго образован1 я, къ 
которому BC-fe мы стремимся, должна считаться равно
правной съ другими основоположными математическими 
дисциплинами, какъ, скажемъ, алгебра или теор 1 я функ- 
nifl. Но этотъ идеальный моментъ не можетъ устра
нить вышеуказаннаго затруднен1 я, связаннаго съ фак- 
тическимъ отсутств!ем'ь достаточныхъ предваритель- 
тельныхъ св15Д’Ьи1Й. Поэтому я приб-Ьгаю къ методу, 
который при подобныхъ обстоятельствахъ скор^Ье 
прочихъ об-Ьщаетъ усп-Ьхъ: я и з л о ж у  В а м ъ  п о л о -  
ж е н 1 е в е щ е й  в ъ  е г о  и с т о р и ч е с к о м ъ  р а з 
в и т !  и, прося Васъ, однако, разсматривать ту настой
чивость, съ какой я подчеркиваю важность проэктив- 
наго мышлен1 Я, за эквивалентъ недостаточной подроб
ности въ изложенш.

Въ cooTB'feTCTBiH съ этимъ Я начну съ изложен1я 
о р и г и н а л ь н о й  р а б о т ы  К э л и  о т ъ  1859 г., явля
ющейся ш е с т о й  въ ряду изсл-Ьдованш, въ которыхъ 
Кэли собралъ воедино тогда свои идеи и познан!я 
въ области теорш инвар1 антовъ линейныхъ подстано- 
новокъ (А  sixtli memoir upon Quantics., т. 149 Phil. 
Transact. R. Society, т. II сочинен!й, с. 561 исл.) Пере
листывая это изсл'Ьдован1 е, вы на первыхъ порахъ не 
найдете въ немъ ничего особеннаго, ибо зд-Ьсь разви
ваются, главнымъ образомъ, разные частные вопросы, 
касающ1еся квадратичныхъ формъ. Но нетрудно выд-fe- 
лить зд'Ьсь постановку вопроса и блестящ 1 й отв^зтъ 
на нее. Развит1 е геометр!и въ первой половин-fe прош
лаго cтoл■feтiя привело къ paзд•feлeнiю всего содержашя 
учешя о пространств-Ь на дв'Ь различныя области: на 
геометр 1 ю положен1 я (дескриптивную геометр 1 ю), кото
рая им-Ьетъ д-Ьло лишь съ t Ijmh свойствами фигуръ^ 
которыя остаются неизм+,нными при любомъ прои- 
цирован1 и, и геометр 1 ю м-Ьры, основныя положен1 я 
которой (разстоян1е, уголъ  и т. д.) не обладаютъ этой ин
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вар1 антностью. Это разд-Ьлен1е утвердилось въ головахъ 
тогдашнихъ математиковъ, хотя уже Понселэ сд'Ьлалъ то 
р-Ьшающее aaM-feqaHie, что съ общей точки зр-Ьн1 я можно 
разсматривать круги плоскости (и шары пространства) 
— т.-е. сл-Ьдовательно, основные предметы метрическаго 
pascMOTp-feHiH— какъ коническ1 я с'Ьчен1 я (и поверхности 
второго порядка), которыя им-Ьютъ съ безконечно- 
удаленными элементами плоскости (и пространства) 
н+,которое общее, данное ypaвнeнieмъ второй степени, 
мнимое образован1 е, такъ называемыя, ц и к л и ч е с к 1 я 
т о ч к и  плоскости ( с ф е р и ч е с к у ю  о к р у ж н о с т ь  
пространства). Заслуга Кэли заключается въ уразу- 
M-feHin того, что въ этихъ идеяхъ Понселэ дано сред
ство уничтожить вышеназванное разд1 ;лен 1 е геометр1 и 
на дв-fe чуждыя другъ другу дисциплины, или, в-{?рн15е, 
3 aMi5HHTb его принцип1ально иной точкой зр'Ьн1 я. Ре- 
зультатъ, къ которому онъ пришелъ— какъ и вс+. осно- 
воположныя идеи математической науки —  крайне 
простъ: BC-fe отношешя м-Ьры геометрическихъ фигуръ 
можно ц'Ьликомъ разсматривать, какъ проэктивныя 
отношен1я, е с л и  т о л ь к о  п р и б а в и т ь  къ  фиг у -  
р а м ъ  ц и к л и ч е с к 1 я т о ч к и  и с ф е р и ч е с к у ю  
о к р у ж н о с т ь  (въ зависимости отъ того, носятъ ли 
эти фигуры ПЛОСК1 Й или пространственный характеръ). 
Метрическая геометр 1 я является такимъ образомъ 
частью проэктивной геометр 1 и, трактующей о фигу- 
рахъ, въ которыхъ принимаются во вниман1 е цикли- 
ческ1я точки (или сферическая окружность).

Это положеше станетъ гораздо ясн-fee, если я при
соединю къ нему н'Ьсколько весьма простыхъ формулъ.

Разсмотримъ сперва случай плоскости. FIjj ĉTb х, у 
представляютъ обыкновенныя прямолинейныя коорди
наты точки. Чтобы сделать ихъ однородными, мы по*
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Щ, щ, Щ однородныя координаты прямой, данной урав- 
нен1емъ | =  0 . Въ такомъ случа'Ь цик-
.iHqecKiH точки даются въ систем-fe точечныхъ коор- 
динатъ уравнен1ями

( О ...................... ^Ы=0, х,^-^х,^ =  0,

въ линейныхъ же координатахъ, какъ огибающая всЬхъ 
. прямыхъ, он1 з удовлетворяютъ е д и н с т в е н н о м у  
у р а в н е н 1 ю

(2)   =  0.

Разсмотримъ —  беря пр'Ъст'Ьйш1 й случай — формулу 
для разстоян1я двухъ точекъ

148 -■ ф. клЕЙнъ.

г = у  { х ~ х у -^ (у -у у ^ _

Л-Ьлая координаты однородными, мы пишемъ:

X, ;г, — г/, -  »Д,
У =  х  =  -̂ \ // =  -

^3 Уз У;

И п о луч а ем ъ :

(3) . . г =  У  У1 Уз — У2 ЧУ-
У з

Числитель зд-fecb исчезаетъ, ?сли об-Ь данныя точки 
лежатъ на одной прямой съ одной какой-нибудь изъ 
циклическихъ точекъ, знаменатель же—если одна 
изъ данныхъ точекъ лежитъ на прямой, соединяющей 
об-fe циклическ1я точки. Въ обоихъ случаяхъ мы
им'Ьемъ передъ собой проэктивныя свойства фигуры, 
образуемой данными двумя точками и об-Ьими цикли
ческими точками. Алгебраически же отсюда сл-Ьдуеть 
(я не могу подробн-Ье остановиться на этомъ), что 
выражен1е для г изм'Ьняется на постоянный множитель, 
если подвергнуть наши четыре точки одновременно 
любой коллинеащи. Поэтому г называютъ и н в а р 1 а н ’



Л ^  • X-  ̂ /Л- ^

т о м ъ  нашихъ четырехъ точекъ по отношен 1 ю ко всей 
совокупности коллинеа1ий, или также „одновременнымъ 
(simultan) HHBapiaHTOMb" об-Ьихъ данныхъ точекъ и 
алгебраическихъ формъ, находящихся въ л"Ьвой части 
формы ( 1 ) или ( 2 ). Coдepжaнie проэктивной геометрш 
на плоскости представляетъ, алгебраически выражаясь, 
не что иное, какъ учен 1 е объ инвар1 антахъ, обнаружи- 
ваемыхъ любыми плоскими фигурами по отношенш 
къ совокупности плоскихъ коллинеац1 й, въ частности 
также учеше объ отношен1 яхъ, которыя могутъ ока
заться между подобными инвар1 антами, Следовательно, 
Bc-fe теоремы, которыя могутъ им -feTb м-Ьсто для раз- 
стоян1 й любыхъ точекъ плоскости, входятъ въ рамки 
проэктивной геометр1 и.

Что касается пространства, то д-Ьло зд-Ьсь только 
нисколько усложняется благодаря большему количе
ству координатъ. Пусть х, у, z представляютъ обыкно- 
венныя прямоугольный координаты. Примемъ въ ц-fe-

ляхъ однородности ж =  . Въ такомъ
«4 ' X̂

случа-fe, „сферическая окружность" дана — если брать 
точечный координаты — уравнешями

(^ ) ...................... ^ 4  =  0 , , Х,^^Х,^-^Хз^ =  0.

а если брать соотв'Ьтственныя плоскостныя коорди
наты единственнымъ уравнешемъ:

( 5 ) .......................... =

Разсмотримъ снова выражен1 е для разстоян1 я двухъ 
точекъ. Взявъ для этихъ точекъ однородныя коорди
наты x ^ : x 2 ^.xз:x^  и V i . y i . y - i . y i ,  мы получимъ

v6) • ?/4 — j/j Xj^y- - \ -  { x ^ y^ —  y . 2 x ^ y  | - ( ж з  y^ —  y i X j Y .
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К ъ  этой формул-ij прим-Ьнимы rfe же самыя соображешя, 
который мы прим-Ьнили въ случа-fe формулы ( 3 ).

Этихъ указан1й будетъ достаточно, чтобы сд-Ьлать 
бол-fee или мен-Ье понятнымъ значен1 е основоположной 
работы Кэли. 1 еперь я остановлюсь на минуту на 
соображен1 яхъ, развитыхъ мной въ 1872 г. въ моей 
Эрлангенской вступительной программ-Ь '). У  Кэли 
р-Ьчь идетъ все время только объ инвар1антахъ по 
отношешю къ с о в о к у п н о с т и  коллинеащй раз- 
сматриваемой области. Я же, наоборотъ, подчеркнулъ 
в ь то время, что можно также говорить объ инвар1 ан- 
тахъ по отношен1 ю къ некоторой п о д г р у п п -fe кол- 
линеац1й. Благодаря этому былъ брошенъ новый св-Ьтъ 
на сущность метрической геометр 1 и и на соотв-Ьт- 
ственную конпепщю Кэли. Вс-Ьмъ изв-fecTHO, что BC"fe 
теоремы метрической геометр1 и им^ютъ силу неза
висимо отъ положен1 я и абсолютной величины фигуръ 
и что именно этимъ можно характеризовать ихъ въ 
отлич 1е отъ теоремъ индивидуальнаго характера, какъ 
ихъ устанавливаютъ въ топограф1и. Выражая это на 
язык-fe современной математики, мы скажемъ, что прежде 
всего вводятъ дв-fe родственныя между собой г р у п п ы  
коллинейны'хъ преобразован1 й: группу д’в и ж е н i й и 
бол-fee обширную группу п о д о б н ы х ъ  п р е о б р а з о -  
в а н 1 й (группу „конгруэнтныхъ" и группу .эквифор- 
менныхъ" преобразован1й, пользуясь выражешями, 
введенными Геффтеромъ и Кёлеромъ въ ихъ учеб- 
HHK-fe) и говорятъ: метрическ1я свойства характери
зуются т-Ьмъ, что они инвар1 антны по о т н о ш е н 1 ю 
к ъ  э т и м ъ  г р у п п а м ъ .  Значитъ, мы приходимъ 
къ результату; к а к ъ  м е т р и ч е с к а я ,  т а к ъ  и про-  
э к т и в н а я  г е о м е т р 1 и с в о д я т с я  къ  и з у ч е н 1 ю

J) „Vergleichende Betrachtungen iiber neuere geometrische 
Forschimgen“ (т. 43 Math. Annalen).

2) Lehrbuch der anilytischen Geometrie, т. I. Lpz. 190b
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н -fe к о т о р о ii т е о р i и и н в а р i а и т о в ъ; и х ъ  в з а- 
HMOOT Ho mc Hi e  з а к л ю ч а е т с я  в ъ  т о мъ ,  ч т о  
г р у п п а  м е т р и ч е с к о й  г е о м е т р 1 и п р е д с т а -  
в л я е т ъ  п о д г р у п п у  г р у п п ы ,  с о о т в ' Ь т с т в у г о 
т е  й п р о а к т и в н о й  г е о м е т р i и.

Н-Ьсколько простыхъ формулъ еще лучше уяснятъ 
пoлoжeнie вещей, показавъ его дальн-кйшее расчлене- 
Hie. Предположимъ, что мы не покидаемъ плоскости 
и что ради простоты мы пользуемся обыкновенными 
(не однородными) прямоугольными координатами. На- 
пишемъ:

( 7 ) ......................... (ж' =  аца; +  з(12г/+«13

и станемъ разсматривать зд-fecb Яц,. . . а̂ з, какъ про- 
извольныя перем-Ьнныя величины. Мы им'Ьемъ въ та- 
комъ случа'Ь группу о шести параметрахъ такъ назы- 
ваемыхъ а ф ф и н н ы х ъ  преобразован1й. Изъ нея по
лучается группа о четырехъ параметрахъ э к в и ф о р- 
м е н н ы х ъ  преобразовашй, если выставить требова- 
н1е, чтобы отличалось на постоянный мно
житель отъ Эго возможно лишь въ томъ
случай;, если удовлетворены услов 1 я;

«а " “1“ =  1̂2̂  Ч" *22̂  *11 *12 +  *21 *22 =  О»
если, сл-Ьдовательно, матрица

*11 *12 
*21 *22

какъ говорятъ, о р т о г о н а л ь н а .  Группа же о трехъ 
параметрахъ конгруэнтныхъ преобразован 1 й возни- 
каеть тогда, когда сверхъ того принимаютъ матрицу

за у н и м о д у л  яр  н у  ю,т.-е. если опред'Ьлитель

принимается равнымъ 1 . Въэтомъ случ^'Ъ (1х'‘ +  (hj'‘̂ =  
=  daf̂  +  dy\
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Мы напишемъ, наконецъ, самыя общ1я коллинеа- 
ц1 и плоскости:

( 8 ) ...........  Д^+« 1 2 У +  « 1 з

1^52 ф. КЛЕЙН'Ь.

«31 ж +  «35 у +  а«

« 3 , X +  «32 у +  « 3, ■

Мы находимъ безъ труда:
Г р у п п а  а ф ф и н н ы х ъ  п р е о б р а з о в а н 1 п 

( 7 ) с о с т о и т ъ и з ъ т ' Ь х ъ  к о л л и н е а ц 1 й ,  к о т о 
р ый  п р е о б р а з у ю т ъ  н - Ь к о т о р у ю  опред+>- 
л е н н н у ю  п р я м у ю  —и м е н н о  б е з к о н е ч н о  у д а 
л е н н у ю  п р я м у ю  —в ъ  с а м о е  с е б я .

Г р у п п а  же  э к в и ф о р м е н н ы х ъ  п р е о б р а -  
з о в а н 1 й с о с т о и т ъ  и з ъ  к о л л и н е а 1 ий,  о с т а в -  
л я ю щ и х ъ  н е и з м - Ь и н ы м и  п а р у  т о ч е к ъ ,  ле-  
ж а щ и х ъ  на э т о й  п р я м о й ,  и м е н н р о б ' Ь ц и к -  
л и ч е с к и х ъ  т о ч к и .

Не такъ просто съ геометрической стороны опре- 
д-Ьлеше группы конгруэнтныхъ преобразовашй. Мы 
удовольствуемся зд-Ьсь алгебраической- характеристи
кой: это—T-fe эквиформенныя преобразовашя, для кото- 
рыхъ вышеуказанный определитель равенъ 1 . Экви
форменныя преобразовашя, разум-Ьется, ео ipso аф- 
финны.

Долженъ ли я присовокупить, что, въ качеств-Ь 
промежуточнаго члена между проэктивной и метриче
ской геометр1 ями, можно опред-^лить а ф ф и н н у ю  
геометр1 ю, изучающую вс^ т-fe свойства плоскихъ фи- 
гуръ, которыя остаются инвар1 антными у  группы ( 7 )?. 
Мы им-Ьли бы тогда передъ собой тооякаго рода гео- 
метр1 и, изъ которыхъ проэктивная и метрическая гео- 
метр1 и представляютъ оба крайнихъ случая. Система
тика благодаря этому осталась бы въ выигрыш-fe, но 
изложеше стало бы ненужнымъ образомъ громозд-



кимъ, потому что н-Ьсколько разъ пришлось бы по 
существу говорить одно и то же. Поэтомз^ и въ даль- 
н-Ьйшемъ, главнымъ образомъ, будетъ р'Ьчь только о 
про;жтивной и метрической геометр 1 яхь, а аффинной 
геометр 1 и—которая выступить особенно въ заключе- 
н1и—мы коснемся лишь мимоходомъ.

Итакъ, въ этомъ смысл-Ь я различаю лишь между 
э л е м е н т а р н ы м ъ  (прямымъ) изсл'Ьдован1емъ метри- 
ческихъ отношен1й и введеннымъ Кэли п р о э к т и в -  
н ы м ъ  изсл'Ьдован1емъ. Это различие формулируется (въ 
дух-fe эрлангенской программы) сл-Ьдующимъ образомъ; 
„Проэктивное (высшее) изсл-Ьдован1е изучаетъ инва- 
piaHTHbifl отношен1 я, которыми обладаютъ разсматри- 
ваемыя фигуры по отношенш къ с о в о к у п н о с т и  
коллинеа1 ий по  п р и с о в о к у п л е н 1 и ц и к л и ч е -  
с к и х ъ  т о ч е к ъ ;  элементарное изсл'Ьдован1 е изучаетъ 
инвар1антныя отношен 1 я, которыми обладаютъ разсма- 
триваемыя фигуры, какъ таковыя, по oтнoшeиiю къ 
бол-Ье узкой rpyna-fe т-^хъ (эквиформенныхъ или кон- 
груэнтныхъ) коллинеащй, которыя переводятъ цикли
ческая точки въ нихъ самихъ“ .

Я теперь закончилъ обш,1я предварительныя раз- 
,сул(ден1 я и прошу Васъ лишь запомнить въ особен
ности сл-Ьдующ1 е пункты: TcopiH инвар1антовъ это—от
носительное понят1 е; по отношенш къ любой групиЬ 
npeo6pa30BaHifl можно говорить о соотв-Ьтственной 
T eop in  инв,чр1антовъ. Эта мысль такъ естественна, что 
она обнаруживается самопроизвольнымъ образомъ въ 
самыхъ различныхъ областяхъ прим-Ьнен1 я, а также и 
въ теоретической физик-Ь. Разум-Ьется, терминолопя, 
служаш,ая для выражен1 я ея, весьма разнообразна въ 
зависимости отъ области прим-Ьнен1 я. В^дь изсл-^до- 
ватели, работаюш,1 е на разныхъ поприщахъ и въ 
частности физики, не им-Ьютъ времени, а нер-Ьдко 
также и случая, уб+.диться, не находятся ли уже гото-
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вымн въ кладовыхъ чистой математики t I j  логическ 1 я 
оруд 1я, въ которыхъ они нуждаются; поэтому они отъ 
случая къ случаю сами изготовляютъ себ'Ь т'Ь мате- 
матическ1 я оруд 1 я, въ которыхъ они нуждаются— что, 
между прочимъ, влечетъ за собой изв'Ьстную свЬжесть 
въ ихъ ходНЬ мыслей. Наступающее впосл'Ьдств1 и со- 
глаш ете съ професс1 ональными математиками— пред
ставляющееся MH'fe весьма важнымъ д-Ьломъ, такъ какъ 
благодаря ему мысли пр1 обр-Ьтаютъ бол'Ье точный 
характеръ и открываются всякаго рода связи—пред- 
полагаетъ прежде всего переводъ употребляемыхъ 
тамъ и сямъ способовъ выражен1 я на дрз^гой языкъ. 
Поэтому, заб'Ьгая впередъ, я формулирую сл'Ьдующее 
положеше:

„То, что современные физики называютъ т е о р 1 е й  
о т н о с и т е л ь н о с т и ,  есть теор 1я инвар1 антовъ четы- 
рехм-Ьрной области пространства-времени ж, у, г, t 
(„м 1 ръ Минковскаго), по отношен1 ю къ н'ккоторой 
опред-Ьленной rpynn-fe коллинеац1й, именно „лорент- 
цовой rpynn-fe", или же, выражаясь бол-fee общимъ об- 
разомъ и беря другую сторону вопроса:

„Можно было бы при желаши 3 aM-feHHTb съ ycnfe- 
хомъ выражеше ,теор 1 я инвар1антовъ по отношен1 ю 
къ H-feKOTopofl rpynn-fe преобразован1й“ выражешемъ 
„теор 1 я относительности по отношен1 ю къ некоторой 
rpynn-fe".
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Теперь я остановлюсь вкратц-fe на чисто математи- 
ческихъ изсл-Ьдован1яхъ, вызванныхъ въ свое время 
работой Кели. Историческое значеше этой 3 aM-fe4 a- 
тельной работы заключается, д•feйcтвитeльнo, не толь
ко въ томъ, что она дала окончательный oтв-feтъ на 
старый вопросъ объ отношенш между метрической 
геометр 1 ей и проективной геометр1 ей, но и вь томъ,



что она наряду съ этимъ повела за собой новую 
постановку вопроса, оказавшуюся богатой слЬд- 
cTBiflMH въ самыхъ различныхъ направлен1яхъ. Метри
ческая геометр 1я получается изъ проэктивной, если 
присовокупить цикличесшя точки, данныя уравне- 
HieM'b М2 * =  О (или, если д-Ьло идетъ о про-
странств-Ь, сферическую окружность, данную урав- 
нен1 емъ -j- =  0 ). Что получится, если на м-fe-
сто этого мы положимъ въ основу соотв-Ьтственнымъ 
образомъ какое-нибудь у р а в н е н 1 е в т о р о й  с т е 
п е н и  - И я , *  Ui U/C =  о?

Возьмемъ плоскость, для которой наше новое урав- 
нен1 е представляетъ н-Ькоторую кривую второго класса. 
Для проэктивнаго геометра эти кривыя распадаются 
на пять различныхъ видовъ, которыя я перечислю 
зд-fecb, зам-Ьнивъ систему прямоугольныхъ. параллель- 
ныхъ координатъ соотв-Ьтственной системой треуголь- 
ныхъ координатъ („линейными координатами“ кото
рой также называются uy\u,'. щ)- Мы получаемъ сл-fe- 
дующ1 й списокъ:

A . С о б с т в е н н о  к о н и ч е с к 1 я с ' Ьчен1я :
1 . =  мнимое коническое с'Ьчен1е.
2 . =  д-Ьйствительное коническое

с-Ьчен1 е.
B. П а р ы  т о ч е к ъ:

3. Mj2 -|-M2 * =  0 , мнимая пара точекъ (совпадаетъ
съ уравнен1 емъ ( 2 ) циклическихъ 
точекъ).

4 . щ^ — и2  ̂=  0, д-Ьйствительная пара точекъ.
C. О т д - Ь л ь н а я  д в о й н а я  т о ч к а :

5. =
Принципъ составлешя списка такъ простъ, что 

каждый можетъ написать по аналог1 и соотв'Ьтствую- 
ш,ую таблицу для п перем-Ьнныхъ щ...ип. сперва урав
нен! я съ п квадратами, которые будутъ присоеди
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няться поперем-Ьнно съ знаками -)- или — , зат-кмъ 
уравнен1 я съ (п — 1 ) квадратами, и т. д. Случаи первой 
Kareropin будутъ называться о б щ и м и ,  случаи вто
рой категор 1 и— п р о с т о  с п е ц 1 а л и з и р о в а н н ы м и ,  
третьей—д в о я к о  с п е ц 1 а л и з и р о в а н н ы м и ,  ит.д .

Для каждаго изъ этихъ случаевъ мы строимъ ана- 
логъ формулы (3) для разстоян1я двухъ точекъ и по- 
лучаемъ то, что Кэли называлъ соотв'Ьтственнымъ 
q u a s i - p a ■ з c т o я н i e м ъ .  Для случая мнимой пары 
точекъ мы просто сохранимъ формулу (3) (съ той 
лишь разницей, что теперь и Ух’.у 2 '-Уъ будутъ
обозначать не непрем-Ьнно прямоугольный параллель- 
ныя координаты, но, вообще говоря, соотв-Ьтственныя 
треугольный координаты). Въ сл-Ьдующихъ двухъ слу- 
чаяхъ (д-Ьйствительной пары точекъ и двойной точки) 
придется ввести небольш 1 я HSM-feHeniH, къ которымъ 
мы сейчасъ вернемся. Трудн"Ье получается необходи
мый аналогъ для q u a s i - p a 3 C T 0 H H i f l  въ первыхъ двухъ 
случаяхъ (собственно коническихъ с15чен1яхъ). На 
этомъ мы зд-Ьсь не остановимся, такъ какъ для этого 
потребовалось бы слишкомъ много м-Ьста и такъ какъ 
для ц-Ьлей нашего доклада это не важно. Результатъ 
во всякомъ случа-fe тотъ, ч т о  мы п о л у ч а е м ъ  п я т ь  
в и д о в ъ  (и т о л ь к о  п я т ь  в и д о в ъ )  м е т р и ч е 
с к о й  r e o M e T p i n  в ъ  п л о с к о с т и ,  и з ъ  к о т о -  
р ы х ъ  н а м ъ  и з в - Ь с т н о  по  э л е м е н т а р н о й  м е т 
р и ч е с к о й  г е о м е т р 1 и л и ш ь т а ,  к о т о р а я  с о о т -  
в - Ь т с т в у е т ъ  м н и м о й  nap' fe т о ч е к ъ .  Совокуп
ность возникающихъ такимъ образомъ теор 1 й мы на- 
3 ыв а е м ъ о  б щ и м ъ у ч е н i е м ъ  о п р о э к т и в н о м ъ  
м ' Ь р о о п р е  д15лен1и (сперва для плоскости, зат-^мъ 
для пространства, вообще для многообраз1 й произ- 
вольнаго числа изм-fepeHifl).

Моей задачей на этотъ разъ не является вовсе 
yглyблeнie въ детали этихъ теор 1й; мы остановимся
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лишь на общемъ значен1и ихъ. Прежде всего я дол- 
женъ разс-Ьять пpeдyб■feждeнie, которое, можетъ быть, 
питаютъ иные изъ Васъ; профанъ заранЬе мало скло- 
ненъ приписать какую-нибудь ц-Ьиность занятто про
блемами, который возникаютъ прежде всего лишь изъ 
субъективнаго, такъ сказать, эстетическаго стремле- 
н1я къ познан1 ю математики. Но исторш науки пока- 
зываетъ, что д-Ьло обстоитъ совершенно иначе. Это 
большая тайна, которую трудно выразить словами. Я — 
скажу лишь, что все то, что здорово въ математиче- 
скомъ отношен1 и, рано или поздно npioep-feTaeTb зна- 
46Hie, далеко выходяш,ее за пред-Ьлы его первона
чальной области. Такова была судьба теор1и кониче- 
скихъ с-ЬченШ, которую развили древнш геометры 
ради нея самой и которая, вм-ЬстЪ съ открыпемъ 
кеплеровыхъ законовъ, получила внезапно величаи- 
шее значен1 е для нашего пониман1я природы. И точ
но такова-же была судьба учен 1 я о проэктивномъ м-fe- 
роопред+.ленш, непосредственно примыкающаго къ 
теорш коническихъ с’Ьчен1й. Въ первый разъ обна
ружилось его огромное теоретикопознавательное зна  ̂
чеше, когда оказалось, что оно является простейшей 
основой для н е - э в к л и д о в ы х ъ  г е о м е т р 1 й, кото- 
рыя возникли изъ изсл-Ьдовашй насчетъ независимо
сти аксюмы о параллельныхъ отъ»другихъ аксюмъ и 
которыя сперва считались ч'Ьмъ то особенно труд- 
нымъО- Я BCKop-fe приведу н-Ькоторын относяш1яся 
сюда подробности. Во второй разъ оказалось, что 
оно является въ другихъ областяхъ чистой матема
тики пригоднымъ м е т о д о м ъ  для выясненш слож- 
ныхъ отношенШ, какъ, наприм-кръ, въ теорш авто-

I) Ср. мои работы „иЬег die sogenannle nicht-Euklidische 
Ueometrie“ , въ том. 4 н б „Mathem. Лппа1еп“ за 1871 и 1873 г.
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морфныхъ функщй или въ теор1и чиселъ *). Л  за по- 
сл'Ьдн1 е годы обнаружилось, что оно является такн<е 
рашональной основой для наисовременн-Ьйшихъ спе- 
куляшй физики, давая въ особенности возможность 
понять просто противоположность между к л а с с и- 
ч е с к о й и  н о в о й  м е х а н и к о й .

Указанное мной отношен 1 е между проективнымъ 
м'Ьроопред'Ьлен1емъ и T eo p ie fi параллельныхъ можно— 
если мы б ’̂̂ демъ ограничиваться случаемъ плоскости— 
по его вн-Ьшнимъ результатамъ формулировать сл-fe- 
дующимъ образомъ: въ случа-fe 1 ) вышеприведенной 
таблицы (когда въ основу положено мнимое кониче
ское сЬчен 1 е) мы получаемъ риманнову не-эвклидову 
геометр 1 ю, въ случа-fe 2 ) (т.-е. когда въ основу поло
жено д-Ьйствительно коническое сЬчеше) мы полу
чаемъ не-эвклидову геометр 1 ю Больэ—Лобачевскаго— 
Гаусса. Я укажу на одинъ пунктъ, который съ про- 
эктивной точки зр-Ьн1 я не представляетъ никакихъ 
трудностей, между т-Ьмъ какъ безъ нея легко окру- 
жится ореоломъ чего-то мистическаго: число колли- 
Heauift, при которыхъ не распадающееся коническое 
с'Ьчен!е преобразуется само въ себя, ровно оо*; оно 
становится равнымъ оо‘‘ , какъ только коническое cfe- 
чен1е вырождается въ пару точекъ. Этимъ объяс
няется, что столь* знакомыя намъ изъ элементарной 
reoM CTpih эквиформенныя преобразован1 я (подобный 
преобразован1 я) эвклидовой метрики не им-Ьютъ вовсе 
M-fecTa въ не-эвклидовыхъ геометр 1 яхъ; зд"Ьсь им-fe- 
ются лишь оо̂  конгруэнтныхъ преобразован 1 й (дви- 
жен1 й). Результатомъ этого является то, что въ не-
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') Ср. Общее пзложен1е у  Fricke-Klein, Vorlesungen (iber die 
'I'heorie der automorphen Funktionen (Te il 1, Lpz. 1897), зат-Ьиъ 
мои автографированиыя лекш'п по избранныиъ вопросамт. тео- 
р1и чиселъ (Lpz. 1897).



эвклидовыхъ геометр1Яхъ существуетъ абсолютная 
M-fcpa длины, а не только, какъ у Эвклида, абсолют
ная M-fepa угла. Вообще об-Ь группы, группа G 3 об-Ьихъ 
не-эвклидовыхъ геометр1й и группа G , эвклидовой 
геометр1и, им-Ьютъ между собой по своему внут
реннему строен1ю мало общаго. Поэтому то такъ 
трудно съ точки зр1зшя эвклидовой геометрш понять 
положен1я не эвклидовой геометрии; фигура, которая, 
съ не-эвклидовой точки зр'Ьн1я, движется, испыты- 
ваетъ, съ эвклидовой точки зр-Ьн1я, самыя необыкно- 
венныя деформаши. Но всякая трудность исчезаетъ, 
разъ мы пр1учились къ общему проэктивному мышле- 
Hira. Д-Ьйствительно группа проэктивно.1 геометрш 
(т.-е. совокупность вс-Ьхъ коллинеащй плоскости) за 
ключаегъ съ себ1?, какъ группу G 3 об-Ьихъ не-эвкли
довыхъ геометр1й, такъ и группу G^ эвклидовой гео
метрии. Если я обладаю проэктивной точкой зр-Ьнш, 
то я им-Ью то же преимущество, что путникъ, нахо- 
ДЯЩ1ЙСЯ на вершин-Ь горы и заглядывающш въ раз- 
личныя долины. Находясь въ какой-нибудь отд-Ьл^^нои 
долин-fe, путникъ этотъ могъ бы лишь съ трудомъ 
составить себ-fe представлен1е о форм-fê  другихъ до- 
линъ Еще одинъ немаловажный пунктъ. При всемъ 
принцишальномъ различш между случаями J )  2) и 
3) изсл-Ьдователь, стоящ1й на проэктивной точк-fe 
sp-feHifl, ясно видитъ, что можно установить непре
рывный переходъ между вс-Ьми тремя случаями. Возь- 
мемъ за основное уравнен1е проэктивнаго м-fepoonpe- 

д'Ьлен1я:

( 9 ) ..........................« 1  ̂-f- W2 ' 4“ ̂  ~

„ри чемъ параметръ е переходитъ отъ положитель- 
ныхъ значен1й къ отрицательнымъ, проходя черезъ 
нуль. Въ такомъ случа-Ь риманнова геометрш прев
ратится, проходя черезъ эвклидову систему, въ гео-
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M erpiio  Больэ—Лобачевскаго— Гаусса. Я  могу, разсма- 
тривая вопросъ нисколько детальн-fee, отграничить 
вокругъ точки щ — 0 область произвольно большихъ 
разм-Ьровъ (столь большую, наприм-Ьръ, что она охва- 
титъ всю нашу солнечную систему или даже весь 
м1ръ неподвижныхъ зв-Ьздъ) и могу зат-Ьмъ принять 
£ (положительное или отрицательное) столь малымъ, 
что внутри этой области любыя разстояшя, изм-Ьрен- 
ныя не-эвклидовымъ образомъ, отличаются отъ своихъ 
соотв'Ьтственныхъ эвклидовыхъ размЬровъ меньше, 
ч-Ьмъ на любую данную напередъ величину.

Да буаегь мн-Ь позволено остановиться еще н-fe- 
сколько на этомъ вопрос-fe о проэктивномъ M-fepoonpe- 

д'Ьлен1 И въ плоскости; это необходимо, разум-Ьется, 
для того, чтобы надлежащимъ образомъ подготовить 
изв-Ьстныя соображен 1 я, нужныя мн-fe позже для 
cpaвнeнiя классической и новой механики. Я прим-Ь- 
няю вышеназванный принципъ непрерывности къ слу- 
чаямъ 3), 4) и 5) нашей таблицы. Пусть основнымъ 
образомъ, разсматриваемымъ въ обыкновенной прямо
угольной систем'Ь координатъ будетъ:

(10)  =  •
Мы дадимъ зд-fecb г въ одномъ случа-fe весьма малое 

положительное, въ другомъ— весьма малое отрица
тельное, въ третьемъ— нулевое значен1 е. Обозначимъ 
черезъ X, у соотв-Ьтственныя (обыкновенныя, а не 
однородныя) каординаты какой - нибудь точки. Для 
разстоян 1 я какой нибудь точки отъ начала каорди- 
натъ мы получимъ, путемъ соотв-Ьтственнаго изм-Ь- 
нешя формулы (3):

( 1 1 ) ............................. г =  4 - •

Разсмотримъ теперь, какой видъ им-Ьетъ система 
расположенныхъ вокругъ О, какъ центра, окружно
стей (т.-е. кривыхъ r =  Const.). Очевидно, что при поло-
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„ х е . , ь „ о . ь  .  м .  х Г Г и  ‘ о ™ ,
шая ось которыхъ совпаяаетъ съ осью X ), пр

ц а т е ль н ы х ъ  . - г и п е р б о л ы ,  а сси м ч тоты  к о т о р ы х ъ  -  =

== +  !/— ,  о б р а з у ю т ъ  весьм а  .а л ы й  у г о л ъ  с ъ  о сью  X, 

n p i r «  =  o п о л у ч и м ъ  п а р у  п р ям ы хъ  1/ —  + I 'C o n s t ,  

п а о а л л е ч ь н ы х ъ  о с и  X. Л ю б о п ы т н о  вид-Ьть, к ак ъ  эти  

пары  п а р а л л е л ь н ы х ъ  п р ям ы хъ  п р е д с т а в л я ю т ь
яы я формы м еж ду элли п сам и  и  ги п ер болам и , т . е. м еж ду

случ а я м и  с ъ  п олож и тельн ы м и  и отр и ц ательн ы м и  .  
% ы  м ож ем ъ  д а л * е  р азсм отр -Ьть  о т н о с я , ш яся кт. 

н аш ем у м-Ьроопред-Ьлен1ю эквиф орм енны я и 

ны я  прсобразоваИ |Я  сп ер в а  д ля  t I ix t . с л у ч а е  ,

Г „ е  оавяо нулю. Такъ К4къ о б *  представленный съ 
и о „ о 1 ю  (10) точки различны другъ отъ д р у г а  въ 
civMa-fe когда £2 0, то он'Ь опред-Ьляютъ однознач 
^ымъ ^р азом ъ  соединяющую ихъ прямую, именно 

безконечно удаленную прямую. Наши
б у д у т ъ ,  с л е д о в а т е л ь н о , а ф ф и  и  н  ы м и и р е о б р а зо в а  

Н1ЯМИ и м о г у г ъ  б ы ть  п р ед ставлен ы  в ъ  ф ор м *.

( а-' =  2ца ;4 -’‘12У4-*13 
(12 ). ................... \ у' =  Х,1Ж +  «22У +  “ зз

Зд^сь коэффишенты въ правой части для случая 
эквиформеннаго преобразованш таковы, что

отличается отъ +  f  «а  произвольнаго постояннаго 

множителя. Это даетъ для
vc iO B ifl и три услов1я, когда, переходя къ конгруэн 
^ м ъ  преобразован1ямъ, мы приравниваемъ опред-fe. ^

тель = 1 -  На основанш этого мы им-Ьемъ оо*

э к в и ф о р « ™ ы х ъ  и со- к о н гр у зн т н ы х ъ  н р еобр а зов а ш й , 

НОВЫЯ ИДЕИ ВЪ М А ТЕ М АТИ К *. СБ. V.
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въ полномъ соглас 1 и, разумеется, съ т-Ьмъ, что мы 
энаемъ для случая s =  1 объ эвклидовой метрик-fe.

Мы обращаемся теперь къ двояко спещализирован- 
ному случаю£ =  О, сохраняя то услов 1 е, ч т о  и з д -fecb 
мы б у д е м ъ  р а з с м а т р и в а т ь  л и ш ь  а ф ф и н н ы  я 
п р е о б р а з о в а н 1 я ( 1 2 ). (Зд-Ьсь это только добро
вольное соглашеше, такъ какъ безконечно удаленная 
прямая есть лишь одна изъ прямыхъ линш, который 
содержатъ точку щ^ =  0, т. е. безконечно удаленную 
точку оси X; сл-Ьдовательно, н^тъ внутренней необ
ходимости, чтобы она при разсматриваемыхъ' нами 
преобразовашяхъ переходила въ самое себя). Мы 
получаемъ тогда для эквиформенныхъ преобразован1 й 
просто « 2 1  =  0 ; всякое прес4бразован1 е

(13)..........................=  Л'-[-а , 2  г/ +  *13
У У —  *22 2/ “Ь  “ 23

придется разсматривать, какъ эквиформенное. Экви-  
ф о р м е н н а я  г р у п п а ,  н е с м о т р я  на о г р а н и ч и 
т е л ь н ы й  х а р а к т е р ъ  н а ш е г о  с о г л а ш е н !  я, 
в с е  е щ е  с о д е р ж и т ъ  зд- Ьсь  п я т ь  п а р а м е т -  
р о в ъ .  За „движешя", т. е. конгруэнтныя преобразо
вания, можно будетъ принять среди преобразован{й
(13) T-fe, которыя, во-первыхъ, унимодулярны, а во вто- 
рыхъ, оставляютъ неизм'Ьннымъ разстоян1 е двухъ то- 
чекъ X, %j тл X, у, т. е. въ данномъ случа-fe (у — у). Это 
даетъ намъ ajj =  ], а̂ о =  1 и мы получаемъ д л я  т р е х 
ч л е н н о й ,  к а к ъ  п р е ж д е ,  г р у п п ы  д в и ж е н 1 я 
ф о р м у л ы

(14). . . . 1 . . . (  =  - ^ +  »-12 2/ +  «13
\ у ' =  2/+Д23-

СтЬдовательно, эквиформенныя преобразован1я содер
жатъ двумя параметрами больше, ч'Ьмъ конгруэнтныя.
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Мы скажемъ, что теперь мы можемъ выбрать незави
симыми единицы масштаба для оси X  и оси У. Въ 

частности въ у — у мы будемъ им-feTb для любыхъ 
данныхъ двухъ точекъ инвар1 антъ движен1 я; е с л и  же  

въ  ч а с т н о с т и  у — у — О, то и х  —  ж е с т ь  инва -  
р 1 а н т ъ  д в и ж е н 1 я.
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Теперь сл"Ьдуетъ перенести BC'fe эти, несомн-Ьнно, 
весьма простыя положен1 я на случай ббльшаго числа 
перем-Ьнныхъ. Или даже мы прямо перейаемъ къ 4 пе- 
рем-Ьннымъ X, у, z, t (гд-fe мы совокупность всЬхъ 
значен1й этихъ перем"^нныхъ будемъ вм'Ьст'Ь съ Мин- 
ковскимь называть м i р о м ъ, ж, у, z—к о о р д и н а т а м и  
п р о с т р а н с т в а ,  t—в р е м е н е м ъ ) .  Мы не нам-Ьрены 
вовсе перечислять систематически всевозможные соот- 
в-Ьтственные виды проэктивнаго м-Ьроопред-Ьлешя, 
какъ это, въ конц-Ь-концовъ, ни просто. Мы покажемъ 
лишь, что зд-Ьсь, въ четырехм'Ьрномъ Mip-fe, с и с т е м а  
м е х а н и к и  входитъ въ noHHTie проэктивнаго м-fepo- 
опред’Ьлен 1 я, и при томь какъ система к л а с с и ч е 
с к о й  механики, такъ и система н о в о й  механики 
Лорентца, Эйнштейна, Пуанкарэ и Минковскаго, бла
годаря чему вполн-fe выясняется суш.ность об-Ьихъ 
этихъ системъ, а также ихъ взаимное отношен1 е.

Положимъ сперва x = — ,y — ^ '\ z = ^ ^ , t  =  ^ * .0 6 -
Х̂  Хг, Xg X;,

щее линейное уравнен1 е между х, у, z, t можно, въ 
соотв'Ьтств 1 и съ этимъ, написать:

* 1  - f  « 2  +  “ я ^ 3  +  « 4  2^4 - f  « 5  =  О-

Въ частности ^ 5  =  0  представляеть то, что мы на- 
зовемъ.безконечноудаленнымъ“ („г1аз unendlich Fem e*) 
wipa. Наша старая знакомка, сферическая окружность

11 *



выражается, какъ и прежде, съ помощью уравнен 1я:

........................... Mj®-j-Мз̂ -|-?{.2  ̂=  0 .

Но теперь—такъ какъ у  насъ пять однородныхъ ко- 
ординатъ— ее приходится принимать за д в о я к о  
с п е ц 1 а л и з и р о в а н н ы й  образъ. Наряду съ ней мы 
напишемъ п р о с т о  с п е ц 1’ а л и з и р о в а н н ы й  образъ:

(16 ) .........................М, 2 l i . { i  _  ’i i -  =  О,
С'“

гд-fe с должно обозначать „скорость св-Ьта“ и гд1 5 , сл-Ь-

довательно, (если • въ основу положены единицы,

которыми пользуются вообще въ механик-fe) предста- 
вляетъ очень небольшую величину. Въ точечныхъ. 
координатахъ этотъ образъ данъ парой уравнен1 й;

(17). . . . х.=0, — =
сл-Ьдовательно, опред-Ьляетъ однозначнымъ образомъ 
„безконечно удаленное" м1ра. Если мы придадимъ 
зд'Ьсь— чтобы получить сферическую окружность—сг 
безконечно большое значеше, то мы пблучимъ для нея 
т р и  уравнен1я въ точечныхъ координатахъ:

(18). . . . Х ^  =  0 ,  =  О, Х 2 ^ —  0 .

ОС о
Мы им-Ьемъ зд-fecb =  t =  Сферическую окруж

ность сл-Ьдуетъ мыслить себ-fe — такъ сказать — 
в н ' Ь в р е м е н н о й .  Безконечно удаленное Mipa есть- 
лишь одно изъ линейныхъ многообразш, заключающихъ 
въ себ-fe сферическую окружность; оно полз^чаетъ 
лишь тогда преимущество передъ другими линейными 
многообраз1 ями того же вида, когда мы производимъ 
сферическую окружность изъ (16) или (17 ) путемъ. 
перехода къ пред-Ьлу.— Н а  э т и  т о  о б р а з ы  (16, 17),. 
и л и  (13, 18) мы п е р е н е с е м ъ  с о о т в ' Ь т с т в е н -
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н ы м ъ  о б р а з о м ъ в с Ь  T-fe p a з c y ж д e н i я ,  ко т о -  
р ыя  м ы р а з в и л и в ы ш е  к а с а т е л ь н о  у р а в н е н 1 я 
<1 0 ) , -т. е. г«,2 - 1-£М 2 * =  0 .

Я  начну сразу съ сферической окружности, руко
водствуясь принципомъ, что мы должны— согласно съ 
логическимъ исключительнымъ положен1 емъ линейнаго 
многообраз1я £Г5 =  О—искать соотв'Ьтственныхъ экви- 
форменныхъ и конгруэнтныхъ преобразован1й Mipa 
лишь среди аффинныхъ преобразованш Mipa. Въ со- 
oTB-feTCTsin съ этимъ теперь н-Ьтъ никакой нужды 
сохранять однородное начертан1е. Общую схему раз- 
сматриваемыхъ нами преобразованш мы, соотв-Ьт- 
ственно уравнен1ямъ (13), напишемъ, наоборотъ, сей- 
часъ въ сл'Ьдующемъ вид'Ь:

f ж' =  .т -)- ос,7/ -|- « 1 3  г +  oti,; +  а, S 

<19)  ̂ 2/ '= « 2 1 ^ +  «2-з2/+«-'з2-Г*24<+«25
■ ' ■ ■ I •г’ = аз1-̂ + »:12 2/ + аз:1̂+*34̂  + «:)5 '

I =  ®44  ̂+  *45-

Мы назовемъ эти преобразован1 я эквиформенными, 
если они переводятъ въ самое себя систему уравнен1 й
(18). Для этого должно им-Ьть м-fecTo единственное 
услов 1 е, а именно, матрица
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а1 2  -̂13 I
< 2 0 )................................ I Ct2i « 2 2  *23 1

! *31 *32 *аз

должна быть о р т о г о н а л ь н о й .  Это даетъ для де
вяти коэффищентовъ Яц . . . « 3 3 , какъ извъстно, пять 
уравнен1 й. Сл+.довательно, изъ 17 коэффищентовъ, фигу- 
рирующихъ въ (19), остаются произвольными всего 12. 
Среди опред,-Ьленныхъ такимъ образомъ эквифор- 
менныхъ преобразован!й мы назовемъ — согласно съ 
<14)— к о н гр  у э н тн ы м и п р е о б р а з о в а н 1 ями т-Ь 
для которыхъ матрица ( 2 0 ) унимодулярна и сверхъ



того 0 4 ^ = 1 . Г р у п п а  о п р е д ’Ь л е н н ы х ъ т а к и м ъ  
о б р а з о м ъ  к о н г р у э н т н ы х ъ  п р е  о б р а з о  в а н i й 
с о д е р ж и т ъ  е щ е  д е с я т ь  п а р а м е т р о в ъ .  Если 

X, у, Z, t н X, у, г, t координаты двухъ мГровыхъ то- 
чекъ, то въ случа^Ь группы конгруэнтныхъ преобра- 
зовашй остается неизм-Ьниоп, вообще говоря, лишь 

разнш 1,а t — t] ^1 ишь когда t — t равно нулю, тогда и 
{х х)^ О/ — у)  ̂ —  z)~ представляетъ инвар1 антъ.
С л е д о в а т е л ь н о ,  д в ' Ь м ] р о в ы я т о ч к и и м 1 з ю т ъ  
л и ш ь  т о г д а  „ ч и с т о  г е о м е т р и ч е с к 1 й“ инва -  
р 1 а н т ъ ,  к о г д а  и х ъ  р а з н и ц а  во в р е ! а е н и  р а в 
на  н у л ю.

Что, разсматривая эти, относящаяся къ сферической 
окружности эквиформенныя и конгрулнтныя лпровыя 
преобразован)я, мы въ д-Ьйствительности им-йемъ д-Ьло 
съ основами классической механики— это врядъ ли 
нуждабтся въ подробныхъ доказательствахъ посл'Ь 
всего того, что неоднократно указывалось въ новей
шее время другими авторами. Действительно, основные 
уравнен1 я классической механики остаются неизмен
ными, если мы

1 ) заменимъ произвольно выбранную прямо^толь- 
ную пространственную систему координатъ х, у, г 
любой другой, равно ор 1ентированной,

2 ) сообшимъ мысленно прямоугольной системе ка
кое-нибудь равномерное переносное движeнie,

3) произвольно изменимъ начальную точку, отъ ко
торой мы отсчитываемъ время t.

Именно это и выражается нашей группой конгру
энтныхъ преобразован1й. Въ частности равномернымъ. 
переноснымъ движен1 ямъ 2 ) соответствуютъ въ нашихъ 
формулахъ члены съ Тому же обстоя
тельству, что наши эквиформенныя преобразован1 я со- 
держатъ двумя параметрами больше, чемъ конгруэнт- 
ныя преобразовашя, соответствуетъ тотъ фактъ, что-
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въ классической механик'Ь единица времени и единица 
длины могутъ быть выбраны независимо другъ отъ 
друга произвольнымъ образомъ (на этомъ основывается 
учен 1 е о „подоб 1 и“ въ классической механик-fe).

Разсмотримъ, во-вторыхъ, случай просто спещали- 
зированнаго основного образа (17) (который еще не 
им-Ьетъ особеннаго наименован1я, но безусловно заслу- 
живаетъ его);

^ 5  =  0 , 0 С 2 ~ -------С̂ Х̂  ̂=  0.
Эквиформенныя преобразования зд'Ьсь неизб'Ьжно 

аффинны; съ т-Ьмъ большимъ основан1 емъ поэтому мы 
снова обращаемся къ неоднородному начертанш. О б
щая схема аффинныхъ преобразован1 й будетъ зд-Ьсь;

(21)
I

2/' =  х,,з; +

=  аз1 а; 4-
+ '25

 +
\ f  =  0.̂  ̂X ............................. +5(45

Мы им-Ьемъ эквиформенное преобразован1 е, всяк1 й 
разъ, когда однородная подстановка х, г/, г, t, совер
шаемая съ помощью матрицы

* 1 1 ......................... 1̂4

*41......................... 4̂4
превращаетъ квадратичную форму х'^-\-i f въ 
кратное самой себя. Это приводить къ девяти усло- 
в1ямъ для 2 0  коэффищентовъ а,*; с л i  д о в а т е л ь н о, 
г р у п п а  э к в и ф о р м е н н ы х ъ  п р е о б р а з о в а н !  й 
с о д е р ж и т ъ  т е п е р ь  1 1  п а р а м е т р о в ъ .  И зъ нея 
получается группа конгруэнтныхъ преобразован1 й, если 
выставить требован1 е, чтобы опред-клитель

........................ '̂ 14'п  • • •

•41 • • • . . . .  Л.



равнялся 1 . Мы п о л у ч а е м ъ ,  с л - Ь д о в а т е л ь н о ,  
r p y i^ n y  с ъ  1 0  п а р а м е т р а м и .  Если х, у, г, г 

и ж, у, Z, t координаты двухъ какихъ-нибудь Mipo- 
выхъ точекъ, то по отношешю къ нимъ квадратъ 
quasi-pascTOHHifl:

{ x ~ x Y  +  (2/ _  у ) 2  -(- (г _  J f  Ту

оказывается неизм"Ьннымъ.
Мы должны теперь остановиться на одномъ, бол-Ье 

деликатномъ, пункт-fe, на который" можно было ука
зать еще ран-fee, при разсужден1яхъ касательно пары 
точекъ sw, 2  =  o, какъ основного образа плоскаго 
м-Ьроопред-Ьлен1 я. Чтобы выд-Ьлить изъ совокупности 
эквиформенныхъ преобразовашй конгруэнтныя, мы 
тогда ограничились т-Ьмъ, что приняли въ подстанов-

кахъ ( 1 2 ) опред-Ьлитель , L ] .  Такъ факти

чески и поступаютъ въ эвклидовом ь м1 5 роопред'Ь- 
леши, гд-fe за основной образъ взята м н и м а я  
пара точекъ. Но это годится лишь для случая 
мнимой пары точекъ (для случая положительнаго е).

ели же пара точекъ вещественна (е отрицательно), 
то бол-fee глубокое геометрическое изсл-Ьдован1 е 
показываетъ, что унимодулярныя эквиформенныя пре- 
образовашя не образуютъ уже континуума, какъ 
это естественно приходится требовать отъ совокуп
ности конгруэнтныхъ преобразован1 й. Д в и ж е н 1 ями  
в ъ  т - Ь с н о м ъ  с м ы с л -fe с л о в а  п р и д е т с я  н а 
з в а т ь  л и ш ь  T-fe п р е о б р а з о в а н 1 я ,  к о т о р ы я

o c т a в л я ю т ъ н e и з м ' f e н н ы м ъ з н a к ъ д и ф ф e p e н -
ш а л ь н а г о  в ы р а ж е н 1 я - f  кр о м -fe т о г о ,  
д а ю т ъ  п о л о ж и т е л ь н о е  « 2 2 , и б о  о н и  о д н и  н е 
п р е р ы в н о  п р и м ы к а ю т ъ  к ъ  „ т о ж д е с т в е н н о 
му "  п р е о б р а з о в а н 1 ю у ' =  у. Поэтому, въ
случа-fe отрицательнаго s сл-Ьдуетъ присовокупить къ

Ф. клкйнъ.



данному выше опред-Ьлешю конгруэнтныхъ преобра- 
зовашй и названный требован1я. На произведенный тогда 
подсчетъ параметровъ это не ии-Ьетъ никакого влiянiя. 
KpoM-fe того, въ пред'Ьльномъ случа-fe е =  0, положивъ 
« 2 2  =  1 , мы поступили уже согласно новому соглашен1 ю. 
Н'Ьчто подобное мы им'Ьемъ и въ случа'Ь образа (17), 
который мы собираемся теперь разсматривать (этотъ 
образъ можно, въ виду отрицательнаго знака, съ ко- 
торымъ входитъ въ уравнен1 е его членъ уподо
бить до изв'Ьстной степени случаю вещественной пары 
точекъ въ плоскости). Теперь бол-fee подробное гео
метрическое изсл-Ьдоваше—не трудное, но требующее 
больше M"fecTa и времени, ч1>мъ мы ими располагаемъ 
въ данномъ случа-fe— показываетъ, что группа конгру
энтныхъ преобразовашй, какъ мы ее прежде опред-fe- 
лили, заключаетъ еще два континуума и ч т о  мы мо- 
ж е м ъ  п р и н я т ь  за г р у п п у  д в и ж е н 1 й и з ъ  
э т и х ъ д в у х ъ к о н т и н у у м о  въ л и ш ь т о т ъ ,  к о т о 
рый  х а р а к т е р и з у е т с я  п о л о ж и т е л ь н ы м ъ  

Итакъ, присовокупимъ требован1 е п о л о ж и т е л ь- 
н а г о  къ опред-Ьлешю нашей десятичленной группы. 
Въ такомъ случа-fe мы им-Ьемъ передъ собой какъ разъ 
л о р е н т ц о в у  г р у п п у  „новой" механики. Правда, о 
лорентцовой rpynn-fe говорятъ большей частью, что 
она им-Ьетъ шесть (а не десять) параметровъ. Но это 
лишь сл-Ьдств1 е того, что въ математической физик-Ь 
разсматриваютъ обыкновенно не преобразован1я ( 2 1 ) 
координатъ X, у, z, t, но соотв-feTCTBeHHoe преобразо- 
ваше диффepeнцiaлoвъ dx, dy, dz, dt, при которыхъ само 
собою отпадаютъ аддитивныя постоянныя « 1 5 , аз̂ , 7 ^ 5  

формулъ ( 2 1 ). Т о ж е  обстоятельство, что группа экви- 
форменныхъ преобразовашй содержитъ теперь лишь 
однимъ параметромъ больше, ч-Ьмъ группа конгруэнт
ныхъ преобразовашй, сказывается въ томъ, что при 
наличности постоянной с (скорости CB-feTa) единица
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пространства и единица времени связаны въ новой- 
механик-Ь другъ съ другомъ (такъ что лишь одна изъ 
об-Ьихъ можетъ быть выбрана произвольной).

Т а к и м ъ  о б р а з о м ъ  с т а р а я м е х а н и к а  и н о 
в а я  м е х а н и к а  о д и н а к о в о в в е д е н ы  в ъ  с х е м у  
п р о э к т и в н а г о  м ' Ь р о о п р е д  Ь л е н 1 я д л я  п е ре -  
м ' Ь н н ы х ъ  X, у, Z, t, т.-е., ц-Ьль, поставленная мною 
себ'Ь въ начал'Ь этого доклада, достигнута. Все то, 
чтб я говорилъ въ начал-fe объ отношешяхъ метриче
ской геометр1и въ проэктивной, можетъ быть соотв-feT- 
ственнымъ образомъ перенесено сюда. Но я ограни
чусь лишь двумя краткими зам-Ьчашями.

Во-первыхъ: согласно терминологш, о KOTopoii я 
упомянулъ выше, мы въ прав-Ь сказать, что класси
ческая механика, какъ и новая механика, является 
„теор 1 ей относительности" по отношенш къ н'Ькото- 
рой rpynn-fe съ десятью параметрами. Можно было бы 
спросить, почему же въ физической литератур-Ь тер- 
минъ „теор 1 я относительности" употребляется исклю
чительно, какъ аттрибутъ новой механики? Отв-Ьтъ на 
это гласитъ, какъ мн-Ь кажется: потому что истори
чески новая механика возникла обходнымъ пз^темъ, 
черезъ электродинамику. Чтобы выяснить положен1е 
д1 ;ла, достаточно написать максуэллевы уравнешя для 
чистаго эеира хотя бы съ помощью гертцовоп сим
волики:

170 Ф. КЛЕЙНЪ.

1 9L oZ 9Y 1 9Х 9М 9N
с d t ' ~ dz

>
с d t ' ' dz

1 дЖ дХ 9Z 1 9Y 9N 9L
с dt ~ д2 дх с dt дх dz
1 9N 9Y дХ 1 9Z 9M
с Ы дх ду

> - - 
с dt

_

dx
9L ам , 9N =  0 , 9Х , 9Y dZ
()х̂ 9// +  9,г = дх ду ^ T z  = 0 .



Эти уравнен1 я, paayM-iieTCfl, сохраняютъ тотъ же 
видъ, если зам-Ьнить систему х, у, г какой-нибудь 
другой (равно ор 1 ентированной) прямоугольной систе
мой координатъ или если произвольнымъ образомъ 
переместить начало временъ. Вм'Ьст'Ь это даетъ группу 
изъ семи параметровъ. Но они не сохраняютъ того 
же вида, если придать CHCTeM"fe координатъ равном'Ьр- 
ное переносное движен1е, т.-е. если положить;

х ' X ,\j' =  у •y-ut, г '  =  Z -\- Я341.

Это и было импульсомъ къ тому, что подъ вл1 я- 
н1емъ максуэллевыхъ уравнен1 й стали разсматривать 
электродинамическш эеиръ, какъ покоящ1 йся въ про- 
странств-fe, что снова восторжествовала концепщя 
а б с о л ю т н - а г о  пространства. Осталась семичленная 
группа изм-Ьнешй, которая соотв-Ьтствуетъ чисто 
вн-Ьшнему переходу отъ системы координатъ х, у, z, t 
къ другой, равноправной.— Но тутъ было сд-Ьлано от- 
крыт1 е, что эта семичленная группа содержится въ 
другой, десятичленной, которая, въ свою очередь, 
оставляетъ неизм'Ьненными максуэллевы уравнен1 я, 
именно, въ лорентцовой групп-Ь. Тогда снова исчезло 
абсолютное пространство (или, можетъ быть, лучше: 
абсолютный м1 ръ),— м1ръ снова сталъ, какъ и прежде, 
относительнымъ понят1 емъ,—и изсл'Ьдователи вообра
зили себ'Ь (не думая вовсе о томъ, что они лишь воз- 
становляютъ mutatis mutandis прежнее положен1е ве
щей), что выражен1 е „теор 1 я относительности" пред- 
ставляетъ новый, относящ 1йся лишь къ лорентцовой 
групп-Ь, терминъ.

Подъ конецъ я сд-^лаю еще сл'Ьдующее зам'Ьча- 
nie; выше было указано, что трудности, испытываемыя 
каждымъ, кто привыкъ къ эвклидовой геометр1 и, при 
желан{и проникнуть въ м1 ръ не-эвклидовой геометр 1 и, 
исчезаютъ безсл"Ьдно, если принять за исходный иунктъ

о ГКОМЕТРПЧКСКИХЪ ОСНОВАНШХЪ ЛОРЕНТЦОВОЙГРУППЫ. 171



^ол-fee высокую точку ap-feHifl проэктивной геометр 1 и. 
Т о  же самое можно сказать объ изучеши новыхъ от- 
ношешй, получающихся въ механик'Ь, если положить 
въ основу лорентцову группу. Мн-fe представляется 
нец-Ьлесообразнымъ исходить при занят1 яхъ новой 
механикой изъ господствующихъ въ классической 
ыеханик'Ь концепц1 й и зат-Ьмъ изсл-Ьдовать, какъ сл-fe- 
дуетъ изм-Ьнить искусственнымъ образомъ эти пос.тЬд- 
HiH, чтобы они подошли къ новой механик’Ь. Правиль- 
н-Ье, кажется, наоборотъ, прежде всего покинуть точку 
зр'Ьн1 я старой механики и возвыситься до бол-fee уни
версальной концепгйи, охватывающей старую и новую 
механики, какъ спец1альные случаи. Согласно выше- 
изложенномз% для этого вовсе не необходимо свык
нуться съ м1ромъ п р о э к т и в н а г о  пончмашя, ибо 
достаточно и а ф ф и н н о е  понимаше. Необходимо бу- 
детъ составить систематическую теор 1 ю инвар1 антовъ 
аффиннаго „м1 ра“ , для чего, впрочемъ, им-Ьются уже 
BC-fe элементы въ изсл'Ьдовашяхъ математиковъ о мно- 
гом-Ьрныхъ многообраз1 яхъ, и изсл^довать, исходя 
изъ этой Teopin, оба вида механики,— старую и новую. 
Тогда само собой обнаружится, какимъ образомъ ста
рая механика является пред-Ьльнымъ случаемъ новой 
и, сл-Ьдовательно, въ какихъ разм-крахъ можно раз- 
сматривать, какъ приближен1 е къ посл'Ьдней. Кто 
исполнитъ эту программу?

Минковск1 й, безъ сомн-Ьн1я, для себя вполн-fe про- 
думалъ вс-Ь эти вещи. Но такъ какъ онъ писалъ для 
широкаго круга заннтересованныхъ въ физической 
cTopoH 'fe вопроса лицъ, то онъ въ интересахъ доступ
ности своего изложен1 я считалъ бол-Ье ц-Ьлесообраз- 
нымъ не излагать своихъ, относящихся сюда, внутрен- 
нихъ paзмышлeнiй, но лишь кристаллизированную 
форму алгоритма, къ которому они приводятъ въ слу- 
ча-Ь лорентцовой группы. Э то—четырехм'Ьрное векто-

172 Ф. клЕЙнъ.



p ianbH oe исчислен1е Минковскаго, которое онъ—безъ 
дальн-Ьйшаго обоснован1 я его— поставилъ, какъ опре- 
д-Ьленную систему н-Ькоторыхъ алгебраическихъ про- 
цессовъ, во главу своихъ электродинамическихъ из- 
cлi!ДOвaнiй.
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[F. S. Въ своемъ доклад-!; отъ 10 мая я говорилъ 
также объ изящномъ выражен1и коэффищентовъ ло- 
рентцовой группы съ помощью десяти независимыхъ 
параметровъ, которое получается на основан1и зна
менитой кватерн1 анной формулы, опять - таки данной 
впервые Кэли.

Заключительная формула такова. Пусть i  обозна- 
чаетъ обыкновенную мнимую единицу, аг\,г2 , г'з— специ- 
фичесюя единицы исчислен1я кватернюновъ. Пусть 
А , А ' , . ..  D, D' представляютъ восемь параметровъ, 
которые должны быть связаны билинейнымъ уравне- 
шемъ

А А ' +  ВВ' -4-  СС' +  DD' =  О 

и н ер а в ен ств оы ъ  

А2 +  В2 +  С  +  D 2 >  А'2 +  В'2 +  С'2 +  D'*.

Пусть также a-Q, г/о» ôi представляютъ четыре 
параметра. Тогда подстановки лорентцовой группы 
даются сл-Ьдующей формулой:

(г> ' +  Ly' +  +  ieV) —  (г>о +  «зУо +  =
I?! (А  +  « A ' )  +  «2 (В +  «В') +  «3 ( С  +  г С ' )  +  ( D  +  « D ' )  ] .

. [?i (А  — г А ')  +  й  (В — гВ') +  н  (С -  г С ') -  ( D -  Ш ')] 

(А ' Ч- В'2 +  С'2 +  D '2) _  (А2 +  В2 +  +  D2)

Такъ какъ умножен1е А , А ', . . . D, D' на любой 
общ1й множитель не изм-Ьняетъ формулы, а А , А ' , . . . ,



h f f

съ другой стороны, подчинены вышеуказанному дву
линейному отношен1 ю, то мы, д'Ьйствительно, им'Ьемъ 
передъ собою десятикратно безконечное множество
подстановокъ.

Что касается дальн-Ьйшихъ потребностей и лите- 
ратурныхъ указан1й, то ср. „Приложешя и дополне- 
н1я“ , которыми г. Нбтеръ снабдилъ вышедшую недав
но заключительную часть составленной Зоммерфель- 
домъ и мной „TeopiH волчка" („T lieorie  des Kreisels", 
Lpz. 1910), авг. 1910 г. Клейнъ].

Перев. и. Юшкевичъ.
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Сборникъ № 11. Теор1я познан1я и точныя науки. Ц. 80 к.
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Н овы я идеи в-ь соц!олог1и.
Непершдическое изд., выходящее подъ ред. проф. М. М. Ковадевсваго и Е. В. де-Роберти. 
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математическихъ знан!й.

Съ предислов1е11Ъ профессора А. В. В а в и д ь е в а. Ц. 80 к.



J l b m  8 0  к о п .

Книгоиздательство „О Б Р А З О В А Н !Е «, 
СПБ., Поварской, 12. Телефонъ № 75-51!

««вмАчгДеия.


