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�ÀÇÍÎÑÒÍÛÅ È ÄÈÑÊ�ÅÒÍÛÅ Ó�ÀÂÍÅÍÈß ÍÀ Ï�ßÌÎÉ

È ÏÎËÓÏ�ßÌÎÉ
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�àññìàòðèâàþòñÿ îáùèå ðàçíîñòíûå óðàâíåíèÿ íà ïðÿìîé è ïîëóïðÿìîé ñ òî÷êè çðåíèÿ òåîðèè ïñåâäîäè��å-

ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è êðàåâûõ çàäà÷. Ïîêàçàíî, ÷òî ñóùåñòâåííóþ ðîëü â îïèñàíèè êàðòèíû ðàçðåøèìîñòè

òàêèõ óðàâíåíèé èãðàåò èíäåêñ �àêòîðèçàöèè ýëëèïòè÷åñêîãî ñèìâîëà ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ ñ ïîñòîÿííûìè

êîý��èöèåíòàìè. Îïèñàíà ñòðóêòóðà ðåøåíèÿ òàêîãî óðàâíåíèÿ â ïðîñòðàíñòâàõ êâàäðàòè÷íî èíòåãðèðóåìûõ

�óíêöèé è ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè. Îïèñàíû íåêîòîðûå äèñêðåòíûå àíà-

ëîãè ýòèõ óðàâíåíèé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå, äèñêðåòíîå óðàâíåíèå, ñèìâîë, èíäåêñ �àêòîðèçàöèè, ðàçðåøèìîñòü,

îáùåå ðåøåíèå.

Ââåäåíèå

Î÷åíü ÷àñòî ðàçíîñòíûå óðàâíåíèÿ êîíå÷íîãî ïîðÿäêà âîçíèêàþò â ðàçëè÷íûõ çàäà÷àõ

ìàòåìàòèêè è ïðèêëàäíûõ íàóê, íàïðèìåð, â ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêå è áèîëîãèè. Òåîðèÿ ðå-

øåíèÿ òàêèõ óðàâíåíèé ïîñòðîåíà äàâíî äëÿ óðàâíåíèé ñ ïîñòîÿííûìè êîý��èöèåíòàìè [9,10℄,

íî ïðàêòè÷åñêè îòñóòñòâóþò êàêèå-ëèáî ðåçóëüòàòû î ðàçðåøèìîñòè äëÿ óðàâíåíèé ñ ïåðåìåí-

íûìè êîý��èöèåíòàìè. Îòìåòèì, ÷òî îïðåäåëåííûå òèïû òàêèõ óðàâíåíèé áûëè ïîëó÷åíû

îäíèì èç àâòîðîâ ïðè èññëåäîâàíèè îáùèõ ãðàíè÷íûõ çàäà÷ äëÿ ìîäåëüíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ

ïñåâäîäè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â êàíîíè÷åñêèõ íåãëàäêèõ îáëàñòÿõ, îäíàêî îòñóòñòâóþò

ìåòîäû ðåøåíèÿ òàêèõ óðàâíåíèé [7,11,12℄. Çäåñü ìû ðàññìîòðèì íåêîòîðûé ïðîìåæóòî÷íûé

ñëó÷àé ìåæäó óïîìÿíóòûìè âûøå äâóìÿ, òî÷íåå, çäåñü áóäóò ðàññìîòðåíû íåêîòîðûå ðàçíîñò-

íûå óðàâíåíèÿ áåñêîíå÷íîãî ïîðÿäêà ñ ïîñòîÿííûìè êîý��èöèåíòàìè. Íèæå ìû ïîÿñíÿåì,

î êàêèõ óðàâíåíèÿõ ìû áóäåì ãîâîðèòü.

Êàê ïðàâèëî, ðàññìàòðèâàëèñü ëèíåéíûå ðàçíîñòíûå óðàâíåíèÿ n-ãî ïîðÿäêà ñëåäóþùåãî

âèäà [9, 10℄:

n∑

k=0

ak(x)u(x+ k) = v(x), x ∈ M ⊂ R, (1)

ãäå �óíêöèè ak(x), k = 1, . . . , n, v(x) çàäàíû íà M , u(x) � íåèçâåñòíàÿ �óíêöèÿ, òàêæå îïðåäå-

ëåííàÿ íà M . Ïîñêîëüêó n ∈ N, ìíîæåñòâî M äîëæíî áûòü ëèáî ëó÷îì, ëèáî âñåé ïðÿìîé R.

Áîëåå îáùèé òèï ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ êîíå÷íîãî ïîðÿäêà � ýòî óðàâíåíèå

n∑

k=0

ak(x)u(x+ βk) = v(x), x ∈ M ⊂ R, (2)

ãäå {βk}
n
k=0

⊂ R.

Äàëåå, òàêèå óðàâíåíèÿ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñ íåïðåðûâíûì, òàê è ñ äèñêðåòíûì àðãó-

ìåíòîì. Óðàâíåíèÿ ñ íåïðåðûâíûì àðãóìåíòîì ìû íàçûâàåì ðàçíîñòíûìè, à ñ äèñêðåòíûì �

äèñêðåòíûìè, õîòÿ ê óðàâíåíèÿì òèïà âïîëíå ïðèìåíèì òåðìèí ¾äèñêðåòíî-ðàçíîñòíûå¿.

Çäåñü ìû ðàññìîòðèì ñëó÷àé íåïðåðûâíîãî àðãóìåíòà x, à ðåøåíèå è ïðàâàÿ ÷àñòü ðàññìàò-

ðèâàþòñÿ â ïðîñòðàíñòâå L2(R) äëÿ âñåõ óðàâíåíèé.

Åñëè íà÷àòü ðàññìîòðåíèå ñ óðàâíåíèÿ

n∑

k=0

aku(x+ βk) = v(x), x ∈ R, (3)

1

�àáîòà ïîääåðæàíà �ÔÔÈ è Àäìèíèñòðàöèåé Ëèïåöêîé îáëàñòè (ãðàíò � 14�41�03595-ð-öåíòð-à).
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ëåãêî ñîîáðàçèòü, ÷òî îíî íåìåäëåííî ðåøàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå:

(Fu)(ξ) ≡ ũ(ξ) =

∫
+∞

−∞
e−ix·ξu(x)dx.

Äåéñòâèòåëüíî, ïðèìåíÿÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ê óðàâíåíèþ (3), ìû ïîëó÷èì

ũ(ξ)
n∑

k=0

ake
iβkξ = ṽ(ξ),

èëè, ïåðåîáîçíà÷àÿ,

ũ(ξ)pn(ξ) = ṽ(ξ).

Ôóíêöèÿ pn(ξ) íàçûâàåòñÿ ñèìâîëîì îïåðàòîðà, ñòîÿùåãî â ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (3)

(ñì. [3℄). Åñëè pn(ξ) 6= 0, ∀ξ ∈ R, òî óðàâíåíèå (3) ëåãêî ðåøàåòñÿ:

u(x) = F−1

ξ→x

(
p−1
n (ξ)ṽ(ξ)

)
.

Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ïðèìåíèìû è â ñëó÷àå íåîãðàíè÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòè {βk}
+∞
−∞. Â ýòîì ñëó÷àå ðàçíîñòíûé îïåðàòîð ñ êîìïëåêñíûìè êîý��èöèåíòàìè

D : u(x) 7−→

+∞∑

−∞

aku(x+ βk), x ∈ R, ak ∈ C, (4)

èìååò ñëåäóþùèé ñèìâîë:

σ(ξ) =

+∞∑

−∞

ake
iβkξ.

Ë å ì ì à 1. Îïåðàòîð D ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì îãðàíè÷åííûì îïåðàòîðîì L2(R) → L2(R),
åñëè {ak}

+∞
−∞ ∈ l1.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ïðàêòè÷åñêè î÷åâèäíî.

Åñëè ðàññìîòðåòü îïåðàòîð (4) òîëüêî äëÿ xd ∈ Z,

D : u(xd) 7−→

+∞∑

−∞

aku(xd + βk), xd ∈ Z, (5)

åãî ñèìâîë ìîæíî îïðåäåëèòü äèñêðåòíûì ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå [16, 17℄:

σd(ξ) =

+∞∑

−∞

ake
iβkξ, ξ ∈ [−π, π].

Áåçóñëîâíî, ñóùåñòâóåò îïðåäåëåííàÿ ñâÿçü ìåæäó äèñêðåòíûìè è ðàçíîñòíûìè óðàâíåíè-

ÿìè. Òàê, â ÷àñòíîñòè, åñëè {βk}
+∞
−∞ = Z, òî îïåðàòîð (5) � ýòî îïåðàòîð äèñêðåòíîé ñâåðò-

êè. Äëÿ èçó÷åíèÿ äèñêðåòíûõ îïåðàòîðîâ â ïîëóïðîñòðàíñòâå àâòîðû ðàçâèëè îïðåäåëåííóþ

àíàëèòè÷åñêóþ òåõíèêó [13�15℄. Íèæå ìû ñòàðàåìñÿ ðàñøèðèòü ãðàíèöû ïðèìåíèìîñòè ýòîé

òåõíèêè, âêëþ÷èâ áîëåå îáùèå ñèòóàöèè.

� 1. Îáùèå ðàçíîñòíûå óðàâíåíèÿ

Ìû ðàññìàòðèâàåì óðàâíåíèå

(Du)(x) = v(x), x ∈ R+, (6)

ãäå R+ = {x ∈ R, x > 0}.
Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ ìû èñïîëüçóåì ìåòîäû òåîðèè ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëü-

íûõ è ïñåâäîäè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé [3,6,7℄, êîòîðûå, íàñêîëüêî íàì èçâåñòíî, íå î÷åíü
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ïðèâû÷íû äëÿ òåîðèè ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé. Íàøà îñíîâíàÿ öåëü � ýòî èçó÷åíèå ìíîãîìåð-

íûõ ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé, è ýòîò îäíîìåðíûé âàðèàíò, êîòîðûé ðàññìàòðèâàåòñÿ çäåñü, ïðåä-

ñòàâëÿåò ñîáîé ïðîñòåéøóþ ìîäåëü äëÿ ðàññìîòðåíèÿ áîëåå ñëîæíûõ ñèòóàöèé. Ýòîò ïîäõîä

îñíîâàí íà òåîðèè êëàññè÷åñêîé êðàåâîé çàäà÷è �èìàíà, îäíîìåðíûõ ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëü-

íûõ óðàâíåíèé [1, 2, 5℄ è òåõíèêå �àêòîðèçàöèè [20℄.

Íà ïåðâîì ýòàïå ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ òåîðèåé ïàðíûõ óðàâíåíèé [5℄ âèäà

(aP+ + bP−)U = V (7)

â ïðîñòðàíñòâå L2(R), ãäå a, b � îïåðàòîðû ñâåðòêè ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ÿäðàìè a(x), b(x),
x ∈ R; P± � ïðîåêòîðû íà ïîëóîñè R±. Â ðàçâåðíóòîì âèäå

(aP+U)(x) =

∫
+∞

0

a(x− y)U(y)dy, (bP−U)(x) =

∫
0

−∞
b(x− y)U(y)dy.

Ïðèìåíÿÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ê óðàâíåíèþ (7), ìû ïîëó÷èì [6℄ ñëåäóþùåå îäíîìåðíîå

ñèíãóëÿðíîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå [1, 2, 5℄

ã(ξ)(PŨ )(ξ) + b̃(ξ)(QŨ)(ξ) = Ṽ (ξ), (8)

ãäå P,Q � äâà ïðîåêòîðà, ñâÿçàííûå ñ ïðåîáðàçîâàíèåì �èëüáåðòà

(Hu)(x) = v.p.
1

πi

∫
+∞

−∞

u(y)

x− y
dy,

P =
1

2
(I +H), Q =

1

2
(I −H).

Óðàâíåíèå (8) òåñíî ñâÿçàíî ñ êðàåâîé çàäà÷åé �èìàíà [1, 2℄ äëÿ âåðõíåé è íèæíåé ïîëó-

ïëîñêîñòåé. Íàïîìíèì ïîñòàíîâêó çàäà÷è: íàéòè ïàðó �óíêöèé Φ±(ξ), äîïóñêàþùèõ àíàëèòè-
÷åñêîå ïðîäîëæåíèå â âåðõíþþ (C+) è íèæíþþ (C−) ïîëóïëîñêîñòè â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè

C, òàêèõ, ÷òî èõ ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ íà R ñâÿçàíû ëèíåéíûì ñîîòíîøåíèåì

Φ+(ξ) = G(ξ)Φ−(ξ) + g(ξ), (9)

ãäå G(ξ), g(ξ) � çàäàííûå �óíêöèè íà R.

Õîðîøî èçâåñòíî âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó êðàåâîé çàäà÷åé �èìàíà (9)

è ñèíãóëÿðíûì èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèåì (8),

G(ξ) = ã−1(ξ)̃b(ξ), Ṽ (ξ) = ã−1(ξ)g(ξ).

Ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ñèìâîë G(ξ) � ýòî íåïðåðûâíàÿ íå îáðàùàþùàÿñÿ â íóëü

�óíêöèÿ íà îäíîòî÷å÷íîé êîìïàêòè�èêàöèè Ṙ (G(ξ) 6= 0 äëÿ âñåõ ξ ∈ Ṙ) è

Ind G ≡
1

2π

∫
+∞

−∞
d argG(t) = 0. (10)

Ïîñëåäíåå óñëîâèå (10) ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì äëÿ îäíîçíà÷íîé ðàçðåøè-

ìîñòè çàäà÷è (9) â ïðîñòðàíñòâå L2(R) [1, 2℄. Áîëåå òîãî, ýòî åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (9)

ìîæíî ÿâíî ïîñòðîèòü ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ �èëüáåðòà:

Φ+(t) = G+(t)P
(
G−1

+ (t)g(t)
)
, Φ−(t) = −G−1

− (t)Q
(
G−1

+ (t)g(t)
)
,

ãäå G± � ýëåìåíòû �àêòîðèçàöèè �óíêöèè G(t) (ñì. íèæå):

G+(t) = exp (P (lnG(t))), G−(t) = exp (Q (lnG(t))).
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Óðàâíåíèå (6) ëåãêî ïðèâåñòè ê âèäó (7) ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïîñêîëüêó ïðàâàÿ ÷àñòü â (6)

îïðåäåëåíà òîëüêî íà R+, ìû ïðîäîëæèì v(x) íà âñå R òàê, ÷òîáû ýòî ïðîäîëæåíèå lf ∈ L2(R).
Çàòåì ïåðåîáîçíà÷èì íåèçâåñòíóþ �óíêöèþ íà u+(x) è îïðåäåëèì �óíêöèþ

u−(x) = (lf)(x)− (Du+)(x).

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè óðàâíåíèå

(Du+)(x) + u−(x) = (lf)(x), x ∈ R, (11)

íà âñåé âåùåñòâåííîé ïðÿìîé R.

Ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå èìååì

σ(ξ)ũ+(ξ) + ũ−(ξ) = l̃v(ξ),

ãäå σ(ξ) ÿâëÿåòñÿ ñèìâîëîì îïåðàòîðà D. Ìû íàçûâàåì ñèìâîë ýëëèïòè÷åñêèì, åñëè σ(ξ) 6= 0
äëÿ êàæäîãî ξ ∈ Ṙ.

×òîáû ïîÿñíèòü òåõíèêó ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (11), ââåäåì ñëåäóþùåå (ñì. [1, 2℄)

Î ï ð å ä å ë å í è å 1. Ôàêòîðèçàöèåé ýëëèïòè÷åñêîãî ñèìâîëà íàçûâàåòñÿ åãî ïðåäñòàâëå-

íèå â âèäå

σ(ξ) = σ+(ξ) · σ−(ξ),

ãäå ñîìíîæèòåëè σ+, σ− äîïóñêàþò àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå â âåðõíþþ è íèæíþþ êîì-

ïëåêñíûå ïîëóïëîñêîñòè C± è σ±1
± ∈ L∞(R).

Ï ð è ì å ð 1. �àññìîòðèì èíòåãðàë òèïà Êîøè:

1

2πi

∫
+∞

−∞

u(t)

z − t
dt ≡ Φ(z), z = x± iy.

Õîðîøî èçâåñòíà åãî êëþ÷åâàÿ ðîëü â ðàçëîæåíèè L2(R) íà äâà îðòîãîíàëüíûõ ïîäïðî-

ñòðàíñòâà, òî÷íåå

L2(R) = A+(R)⊕A−(R),

ãäå A±(R) ñîñòîèò èç �óíêöèé, äîïóñêàþùèõ àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå â C±.

�ðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ èíòåãðàëà Φ(z) ïîä÷èíåíû �îðìóëàì Ñîõîöêîãî [1,2℄, è, ñëåäîâàòåëü-

íî, ïðîåêòîðû P è Q ÿâëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèìè ïðîåêòîðàìè íà ïîäïðîñòðàíñòâà A±(R) [5℄.
Ïðèìåð íóæíîé �àêòîðèçàöèè ëåãêî ïðåäëîæèòü â âèäå

exp(u) = exp(Pu) · exp(Qu).

Òå î ð å ì à 1. Ïóñòü σ(ξ) ∈ C(Ṙ), Ind σ = 0. Òîãäà óðàâíåíèå (6) èìååò åäèíñòâåííîå

ðåøåíèå â ïðîñòðàíñòâå L2(R+) äëÿ ëþáîé ïðàâîé ÷àñòè v ∈ L2(R+), ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå
êîòîðîãî äàåòñÿ �îðìóëîé

ũ(ξ) =
1

2
σ−1(ξ)l̃v(ξ) +

σ−1
+ (ξ)

2πi
v.p.

∫
+∞

−∞

σ−1
− (η)l̃v(η)

ξ − η
dη.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èìååì

σ+(ξ)ũ+(ξ) + σ−1
− (ξ)ũ−(ξ) = σ−1

− (ξ)l̃v(ξ).

Äàëåå, ïîñêîëüêó σ−1
− (ξ)l̃v(ξ) ∈ L2(R), ðàçëîæèì åãî íà äâà ñëàãàåìûõ

σ−1
− (ξ)l̃v(ξ) = P

(
σ−1
− (ξ)l̃v(ξ)

)
+Q

(
σ−1
− (ξ)l̃v(ξ)

)

è çàïèøåì

σ+(ξ)ũ+(ξ)− P
(
σ−1
− (ξ)l̃v(ξ)

)
= Q

(
σ−1
− (ξ)l̃v(ξ)

)
− σ−1

− (ξ)ũ−(ξ).
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Ëåâàÿ ÷àñòü ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó A+(R), à ïðàâàÿ ÷àñòü �

ïðîñòðàíñòâó A−(R), ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå Ëèóâèëëÿ, îíè äîëæíû áûòü íóëÿìè. Òàêèì

îáðàçîì,

σ+(ξ)ũ+(ξ)− P
(
σ−1
− (ξ)l̃v(ξ)

)
= 0

è

ũ+(ξ) = σ−1
+ (ξ)P

(
σ−1
− (ξ)l̃v(ξ)

)
, (12)

èëè (â ðàçâåðíóòîé �îðìå)

ũ+(ξ) =
1

2
σ−1(ξ)l̃v(ξ) +

σ−1
+ (ξ)

2πi
v.p.

∫
+∞

−∞

σ−1
− (η)l̃v(η)

ξ − η
dη,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. �

Ç à ì å ÷ à í è å 1. Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî ðåçóëüòàò íå çàâèñèò îò âûáîðà ïðîäîëæåíèÿ lv. Îáîçíà-

÷èì M±(x) îáðàòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå �óíêöèé σ−1
± (ξ). Ôîðìóëà (12) áóäåò âûãëÿäåòü òàê:

u+(x) =

∫ +∞

−∞

M+(x− y)

(∫ +∞

0

M−(y − t)(lv)(t)dt

)
dy =

∫ +∞

−∞

M+(x− y)

(∫ +∞

0

M−(y − t)v(t)dt

)
dy.

Ç à ì å ÷ à í è å 2. Îãðàíè÷åíèå σ(ξ) ∈ C(Ṙ) íå î÷åíü îáðåìåíèòåëüíî. Âî-ïåðâûõ, òàêèå ñèìâîëû

ñóùåñòâóþò õîòÿ áû â ñëó÷àå, êîãäà σ(ξ) ïðåäñòàâëåíà êîíå÷íîé ñóììîé è βk ∈ Q. Òîãäà σ(ξ) áóäåò

íåïðåðûâíîé ïåðèîäè÷åñêîé �óíêöèåé. Âî-âòîðûõ, åñëè ñèìâîë íå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé �óíêöèåé,

ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ àïïðîêñèìàöèîííûìè ìåòîäàìè â ñèëó óñòîé÷èâîñòè èíäåêñà îòíîñèòåëüíî

ìàëûõ âîçìóùåíèé.

� 2. Ñòðóêòóðà ðåøåíèÿ

Ïîñêîëüêó σ(ξ) ∈ C(Ṙ), Ind σ � öåëîå ÷èñëî, è â ýòîì ðàçäåëå ìû ðàññìîòðèì ñëó÷àé

æ ≡ Ind σ ∈ N.

Ò å î ð å ì à 2. Ïóñòü Ind σ ∈ N. Òîãäà îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (6) â îáðàçàõ Ôóðüå ìîæíî

çàïèñàòü â âèäå

ũ+(ξ) = σ−1
+ (ξ)ω−æ(ξ)P

(
σ−1
− (ξ)l̃v(ξ)

)
+ (ξ − i)−æσ−1

+ (ξ)Pæ−1(ξ),

êîòîðîå çàâèñèò îò æ ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ôóíêöèÿ

ω(ξ) =
ξ − i

ξ + i

èìååò èíäåêñ, ðàâíûé 1 [1, 2, 5℄, ñëåäîâàòåëüíî, �óíêöèÿ

ω−æ(ξ)σ(ξ) =

(
ξ − i

ξ + i

)−æ
· σ(ξ)

èìååò íóëåâîé èíäåêñ, ñëåäîâàòåëüíî, ìû ìîæåì �àêòîðèçîâàòü �óíêöèþ

ω−æ(ξ)σ(ξ) = σ+(ξ)σ−(ξ).

Äàëåå, ïîñëå ïðåäñòàâëåíèÿ (11) â îáðàçàõ Ôóðüå

ωæ(ξ)ω−æ(ξ)σ(ξ)ũ+(ξ) + ũ−(ξ) = l̃v(ξ),

ìû �àêòîðèçóåì ω−æ(ξ)σ(ξ) è çàïèñûâàåì

ωæ(ξ)σ+(ξ)ũ+(ξ) + σ−1
− (ξ)ũ−(ξ) = σ−1

− (ξ)l̃v(ξ).
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Ñ ó÷åòîì íàøèõ îáîçíà÷åíèé ìîæíî çàïèñàòü

σ+(ξ)ũ+(ξ) + ω−æ(ξ)σ−1
− (ξ)ũ−(ξ) = ω−æ(ξ)P

(
σ−1
− (ξ)l̃v(ξ)

)
+ ω−æ(ξ)Q

(
σ−1
− (ξ)l̃v(ξ)

)
, (13)

ïîñêîëüêó

σ−1
− (ξ)l̃v(ξ) = P

(
σ−1
− (ξ)l̃v(ξ)

)
+Q

(
σ−1
− (ξ)l̃v(ξ)

)

è

(ξ − i)æσ+(ξ)ũ+(ξ)− (ξ + i)æP
(
σ−1
− (ξ)l̃v(ξ)

)
= (ξ + i)æQ

(
σ−1
− (ξ)l̃v(ξ)

)
−

− (ξ + i)æσ−1
− (ξ)ũ−(ξ). (14)

Îòñþäà ïî îáîáùåííîé òåîðåìå Ëèóâèëëÿ [1, 2℄ ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî ïðàâàÿ è ëåâàÿ ÷àñòè

ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ìíîãî÷ëåíû Pæ(ξ) ñòåïåíè æ, ïîñêîëüêó ëåâàÿ ÷àñòü
ðàâåíñòâà èìååò ïîëþñ ïîðÿäêà æ â C â òî÷êå z = i. Ñëåäîâàòåëüíî,

ũ+(ξ) = σ−1
+ (ξ)ω−æ(ξ)P

(
σ−1
− (ξ)l̃v(ξ)

)
+ (ξ − i)−æσ−1

+ (ξ)Pæ−1(ξ),

òàê êàê ïîëèíîì äîëæåí èìåòü ñòåïåíü æ− 1, ÷òîáû ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå âõîäèëî â L2(R
m
+ ).

�

Ç à ì å ÷ à í è å 3. Êàê è âûøå, ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ðåçóëüòàò íå çàâèñèò îò âûáîðà ïðîäîëæå-

íèÿ l.

Ñ ë å ä ñ ò â è å 1. Ïóñòü v(x) ≡ 0,æ ∈ N. Òîãäà îáùåå ðåøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (6)

äàåòñÿ �îðìóëîé

ũ+(ξ) = (ξ − i)−æσ−1
+ (ξ)Pæ−1(ξ).

� 3. Óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè

Òå î ð å ì à 3. Ïóñòü −Ind σ ∈ N. Òîãäà óðàâíåíèå (6) èìååò ðåøåíèå èç L2(R+) òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

∫
+∞

−∞
(ξ − i)k−1σ−1

− (ξ)l̃v(ξ)dξ = 0, k = 1, 2, . . . , |æ|.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. �àññóæäàÿ òàê æå, êàê è âûøå, è îñòàíàâëèâàÿñü íà ðàâåíñòâå (14),

ïîëó÷àåì, ÷òî (ïîñêîëüêó ìû ðàáîòàåì â ïðîñòðàíñòâå L2(R)) êàê ïðàâàÿ, òàê è ëåâàÿ ÷àñòè

(14) îáíóëÿþòñÿ íà áåñêîíå÷íîñòè, ñëåäîâàòåëüíî, òàêàÿ �óíêöèÿ � òîæäåñòâåííûé íóëü, è

çíà÷èò

ũ+(ξ) = σ−1
+ (ξ)

(
ξ − i

ξ + i

)−æ
P
(
σ−1
− (ξ)l̃v(ξ)

)
.

Îäíàêî â ïîñëåäíåé �îðìóëå åñòü íåêîòîðîå íåñîîòâåòñòâèå. Äåéñòâèòåëüíî, ýòî ðåøåíèå

ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó A+(R), íî íà ñàìîì äåëå îíî ïðèíàäëåæèò ïîäïðîñòðàíñòâó Ak
+(R).

Ýòî ïîäïðîñòðàíñòâî ñîñòîèò èç ãðàíè÷íûõ çíà÷åíèé àíàëèòè÷åñêèõ â C+ �óíêöèé ñ íóëÿìè

ïîðÿäêà −æ â òî÷êå z = i. ×òîáû ïîëó÷èòü ðåøåíèå èç L2(R+), íóæíî íåñêîëüêî ïîäêîððåêòè-
ðîâàòü ïîñëåäíþþ �îðìóëó. Ïîñêîëüêó îïåðàòîð P ñâÿçàí ñ èíòåãðàëîì òèïà Êîøè, ìû áóäåì

èñïîëüçîâàòü íåêîòîðûå �îðìóëû ðàçëîæåíèÿ äëÿ ýòîãî èíòåãðàëà (ñì. òàêæå [1, 2, 6℄).

Îáîçíà÷èì σ−1
− (ξ)l̃v(ξ) ≡ g(ξ) è ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé èíòåãðàë:

∫
+∞

−∞

g(η)dη

z − η
, z = ξ + iτ ∈ C.

Èñïîëüçóÿ ïðîñòóþ �îðìóëó äëÿ ÿäðà

1

z − η
=

|æ|∑

k=1

(η − i)k−1

(z − i)k
+

(η − i)|æ|

(z − i)|æ|(z − η)
,
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ìû ïîëó÷èì ñëåäóþùåå ðàçëîæåíèå:

∫
+∞

−∞

g(η)dη

z − η
=

|æ|∑

k=1

(z − i)−k

∫
+∞

−∞
(η − i)k−1g(η)dη +

∫
+∞

−∞

(η − i)|æ|g(η)dη

(z − i)|æ|(z − η)
.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðèøëè ê ñëåäóþùåìó ñâîéñòâó. Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ

∫
+∞

−∞
(η − i)k−1g(η)dη = 0, k = 1, 2, . . . , |æ|,

òî ìû èìååì ∫
+∞

−∞

g(η)dη

z − η
= (z − i)æ

∫
+∞

−∞

(η − i)|æ|g(η)dη

z − η
.

Ñëåäîâàòåëüíî, ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ íà R ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòè ðàâíû, è òîãäà

P (g(ξ)) = (ξ − i)æP
(
(ξ − i)|æ|g(ξ)

)
.

Ïîäñòàâëÿÿ ïîñëåäíþþ �îðìóëó â �îðìóëó äëÿ ðåøåíèÿ, ìû ïîëó÷àåì

ũ+(ξ) = σ−1
+ (ξ)(ξ + i)æP

(
(ξ − i)|æ|σ−1

− (ξ)l̃v(ξ)
)
.

�

Çàêëþ÷åíèå

�àññìîòðåííûå ñèòóàöèè äëÿ óðàâíåíèé ñ ïîñòîÿííûìè êîý��èöèåíòàìè áóäóò ñëóæèòü

îñíîâîé äëÿ îïèñàíèÿ ñâîéñòâ �ðåäãîëüìîâîñòè óðàâíåíèé ñ ïåðåìåííûìè êîý��èöèåíòàìè.

Ïî âñåé âèäèìîñòè, ëîêàëüíûé ïðèíöèï [4℄ â ýòîé ñèòóàöèè òàêæå áóäåò ïðèìåíèì, õîòÿ ïî-

òðåáóåòñÿ îïðåäåëåííàÿ àäàïòàöèÿ (èëè ìîäè�èêàöèÿ, íàïðèìåð, äëÿ äèñêðåòíûõ óðàâíåíèé)

ê áîëåå îáùèì êëàññàì îïåðàòîðîâ. Â ìíîãîìåðíîé ñèòóàöèè ïðîáëåìà ñóùåñòâåííî óñëîæíèò-

ñÿ, îäíàêî è çäåñü åñòü âîçìîæíîñòü ïîëó÷èòü ñîäåðæàòåëüíûå ðåçóëüòàòû, ïîäîáíûå [19℄.
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Difference and discrete equations on the real axis and the semiaxis
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We consider general difference equations on the real axis and the semiaxis in terms of the theory of pseudo-differential

equations and boundary value problems. It is shown that a principal role for describing the picture of solvability for

such equations plays an index of factorization of an elliptic symbol of difference equation with constant coefficients. A

form of solution of such equation in the spaces of square integrable functions is described and necessary and sufficient

conditions for solvability are obtained. Some discrete analogues of such equations are described.
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