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ВВЕДЕНИЕ 

При пересечении релятивистским электроном монокристалла, его 

кулоновское поле рассеивается на системе параллельных атомных 

плоскостей кристалла, порождая параметрическое рентгеновское излучения 

(ПРИ) [1-3]. Теория ПРИ релятивистской частицы в монокристалле 

предсказывает излучение не только вблизи направления рассеяния Брэгга, но 

также вблизи направления  скорости релятивистских электронов (ПРИВ 

(ПРИ вперед)) [4-6]. ПРИ вперед является следствием проявления эффектов 

динамической дифракции в параметрическом рентгеновском излучении. 

Первые сообщения об обнаружении ПРИВ релятивистских электронов в 

монокристалле появились в работах [7,8]. 

Детальное теоретическое описание динамического эффекта ПРИВ и 

сопровождающего его фона переходного излучения в случае симметричного  

отражения  в геометриях рассеяния Лауэ и Брэгга было дано в работах [9,10]. 

В случае симметричного отражения система отражающих атомных 

плоскостей монокристалла расположена параллельно поверхности мишени в 

геометрии рассеяния Брэгга и перпендикулярно в геометрии рассеяния Лауэ. 

Теоретическое описание ПРИВ релятивистских электронов в монокристалле  

в общем случае асимметричного отражения поля электрона относительно 

поверхности мишени в геометрии рассеяния Лауэ было представлено в 

работе [11]. В случае асимметричного отражения отражающие атомные 

плоскости монокристалла расположены под произвольным углом к 

поверхности мишени, симметричное отражение является частным случаем. 

В настоящей работе развита теория когерентного рентгеновского 

излучения вблизи направления оси пучка релятивистских электронов, 

пересекающих монокристаллическую пластинку в геометрии рассеяния 

Брэгга. Получены и исследованы выражения, описывающие ПРИВ, ПИ и их 

интерференцию с учетом расходимости электронного пучка и асимметрии 

отражения поля электрона относительно поверхности мишени.  
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АКТУАЛЬНОСТЬ настоящей магистерской диссертационной работы 

определяется:  

- важностью для исследования процессов когерентного излучения, 

генерируемого релятивистскими заряженными частицами вблизи 

направления оси электронного пучка, пересекающего монокристаллическую 

пластинку в геометрии рассеяния Брэгга; развитие динамической теории, 

предсказывающей возможность наблюдения параметрического 

рентгеновского излучения вблизи направления скорости релятивистского 

электрона в этой геометрии рассеяния;  

 - необходимостью поиска возможности определения расходимости 

пучков релятивистских электронов по спектрально-угловым характеристикам 

когерентного рентгеновского излучения, генерируемого пучком в 

периодических средах.  

ПРЕДМЕТОМ данного исследования является спектрально-угловые 

характеристики когерентного рентгеновского излучения вблизи направления 

скорости релятивистского электрона. 

ЦЕЛЬЮ РАБОТЫ является развитие динамической теории когерентное 

рентгеновское излучение, генерируемое пучком релятивистских электронов в 

монокристаллической мишени в направлении близком к оси электронного 

пучка. Получение и исследование выражений описывающих спектрально-

угловые и угловые характеристики ПРИВ, ПИ и их интерференции с учетом 

и без учета  многократного рассеяния электронов пучка на атомах мишени.   

НАУЧНАЯ НОВИЗНА РАБОТЫ 

-Развита динамическая теория когерентного рентгеновского излучения 

пучка релятивистских электронов  вблизи  направления скорости 

релятивистского электрона в монокристалле. Пучок релятивистских 

электронов пересекает монокристаллическую мишень в геометрии рассеяния 

Брэгга в общем случае асимметричного отражения поля электрона 

относительно поверхности мишени. 
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-На основе двух волнового приближения динамической теории 

дифракции получены и исследованы выражения, описывающие спектрально-

угловую плотности ПРИВ, ПИ и их интерференции. Исследовано влияние 

многократного рассеяния электронов пучка на атомах мишени, на 

спектрально-угловую и угловую плотности ПРИВ. Исследование влияние 

расходимости электронного пучка на угловую плотность ПРИВ при 

многократном рассеянии. 

ЗАДАЧИ: 

1. Развить динамическую теорию когерентного рентгеновского излучения 

пучка релятивистских электронов  вблизи  направления скорости 

релятивистского электрона в монокристалле. 

2. Получение выражений, описывающих амплитуду напряженностей полей 

ПРИВ и ПИ излучаемые релятивистским электроном, движущимся под 

углом к оси электронного пучка.  

3. Получение и исследование выражений, описывающих спектрально-

угловую  и угловую  плотности ПРИВ, ПИ и их интерференцию.  

4. Получение и исследование выражений, описывающих спектрально-

угловую и угловую плотности ПРИВ, ПИ и их интерференцию в случай 

тонкой непоглощающей мишени, когда фотопоглощением можно 

пренебречь.  

5. Получение и исследование выражений, описывающих спектрально-

угловую и угловую плотность ПРИВ с учетом многократного рассеяния 

электронов пучка. 

ПОЛОЖЕНИЯ, ВЫНОСИМЫЕ НА ЗАЩИТУ: 

1. Развитие динамической теория когерентного рентгеновского 

излучения, генерируемого пучком релятивистских электронов в 

монокристаллической мишени в направлении близком к оси пучка. 

2. Выражения, описывающие спектрально-угловую и угловую плотности 

ПРИВ, ПИ и их интерференцию в случай тонкой непоглощающей 

мишени, когда фотопоглощением можно пренебречь. 



 6 

 

3. Многократное рассеяние на угловую плотность ПРИВ  влияет не так 

сильно, как на спектрально-угловую плотность ПРИВ при 

фиксированном угле наблюдения. 

Методы  
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Глава 1 Амплитуда когерентного рентгеновского излучения вблизи 

направления скорости релятивистского электрона 

1.1. Геометрия процесса излучения 

Рассмотрим пучок релятивистских электронов, пересекающих 

монокристалл в геометрии рассеяния Брэгга (Рис.1). Отражающие 

параллельные атомные плоскости монокристалла расположены под 

некоторым углом   к поверхности мишени (Рис.1), что соответствует случаю 

асимметричного отражения поля излучения ( 0  - частный случай 

симметричного отражения). Введем угловые переменные ψ , θ  и θ  в 

соответствии с определениями скорости релятивистского электрона V  и 

единичных векторов: n  - в направлении импульса фотона, излученного 

вблизи направления вектора скорости электрона, и gn  - в направлении 

рассеяния Брэгга:  

2 2

1

1 1
1

2 2

 
      
 

V e ψ ,       01 ψe  

2

1

1
1

2

 
    
 

n e θ ,      1 0e θ ,      B 2cos21ee , 

2

2

1
1

2

 
     

 
gn e θ , 02 θe ,                               (1) 

 

где θ  - угол излучения когерентного рентгеновского излучения (ПРИ и 

ДПИ) в направлении рассеяния Брэгга , отсчитываемый от оси детектора 

излучения 2e , ψ  - угол отклонения рассматриваемого электрона в пучке, 

отсчитываемый от оси электронного пучка 1e , θ  - угол когерентного 

рентгеновского излучения вблизи направления скорости релятивистского 

электрона (ПРИВ и ПИ), 21/1 V - Лоренц-фактор электрона. Угловые 

переменные рассматриваются в виде суммы составляющих, параллельных и 

перпендикулярных плоскости рисунка:  θθθ || ,   ψψψ || . ПРИВ и ПИ  
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генерируются и распространяются в направлении вектора n  (см. рис.1). 0 - 

будем называть начальной расходимостью пучка излучающих электронов 

(см. Рис.1). Угол 0  определяет конус, ограничивающий часть пучка 

электронов, за пределами которого плотность электронов уменьшается более 

чем в е  раз по сравнению с плотностью на оси пучка. 

 

 

 

 

 

 

 

Рис.1 Геометрия процесса излучения. 
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1.2. Двух волновое приближение динамической теории дифракции 

При решении задачи будем рассматривать уравнение для Фурье-образа 

 krrEkE ititrddt   exp),(  ),( 3  электромагнитного поля, возбуждаемого 

электроном в монокристалле, следующее из системы уравнений Максвелла: 

),(4),()),((),())1(( 2

0

22 


  kJgkEkkEkkE g

g

ik , 

(2) 

где )(2),( kVVkJ  e - Фурье-образ плотности тока излучающего 

электрона,  0 - средняя диэлектрическая восприимчивость монокристалла, 

g  и g  коэффициенты Фурье разложения диэлектрической 

восприимчивости монокристалла по векторам g : 

            
g

gg

g

g grgrr )exp()()()exp()(),( iii ,                          (3) 

 где 000  i , ggg  i .  

Будем рассматривать кристалл с центральной симметрией  
( ).  

g g  В 

выражении (3) величины g   и g   определяются следующим образом: 

             







 

22

00
2

1
exp/)(/)( ugNSZgF gg , 

  







   

22

0
2

1
exp ugg               (4) 

F(g) – форм фактор атома, содержащего Z электронов,  

)(gS – структурный фактор элементарной ячейки, содержащей 0N  атомов, 

u - среднеквадратичная амплитуда тепловых колебаний атомов кристалла. В 

работе рассматривается рентгеновская область частот 0( 0, 0).    
g  

Так как излучаемое релятивистским электроном электромагнитное поле в 

рентгеновском диапазоне частот является поперечным, то падающая ),( kE  и 
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дифрагированная  в монокристалле ),(  gkE  электромагнитные волны, 

определяются двумя амплитудами с разными значениями поперечной 

поляризации  

 
,),(),(),(

,),(),(),(

)2()2()1()1(

)2(

0

)2(

0

)1(

0

)1(

0

gggg ekekgkE

ekekkE





EE

EE
  (5) 

где вектора )1(

0e и )2(

0e  перпендикулярны вектору k , а векторы )1(

ge и 

)2(

ge перпендикулярны вектору gkk g  . Векторы )2(

0e , )2(

ge  лежат в 

плоскости векторов k  и gk  ( -поляризация), а вектора )1(

0e  и )1(

ge  

перпендикулярны ей ( -поляризация). В рамках двухволнового 

приближения динамической теории дифракции уравнение (2), с учетом (5), 

сводится к хорошо известной системе уравнений [12]: 

                               

















.0))1((

),(8))1((

)(

0

22)(

0

),(2

2)(),(2)(

00

22

sss

sss

EkEC

ieECEk

ggg

(s)

0gg kVVe
                  (6) 

Величины ( , )sC   и )(sP  в системе уравнений (6) определены следующим 

образом:  

)()(

1

)(

0

),( )1( ssss CC   ee , 1)1( С , BС  2cos)2( ,  

 1

   ( )

0
e V , 2

|| ||  ( )

0e V ,  (7) 

где B  - угол между осью пучка электронов и отражающими слоями (угол 

Брэгга). Длина вектора 0братной решетки 0пределяется выражением 

Vg BB /sin2  , где B - частота Брэгга. Система уравненитй (6) при 1s  и 

2  описывает поля  - поляризованные. При 2s  система (6) описывает 

поля  -поляризованные, при этом, если 
2

2


B , то 2 , а в противном 

случае 1 . 

1.3. Решение дисперсионного соотношения 

Решим следующее из системы (6) дисперсионное уравнения для 

рентгеновских волн в монокристалле:  
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 2 2 2 2 4 ( , )2

0 0( (1 ) )( (1 ) ) 0sk k C 

         
g g g

.8)  

Длины волновых векторов падающего и дифрагированного фотонов в 

монокристалле будем искать в виде:  001 k ,  gg  01k , 

при этом будем использовать известное соотношение, связывающее 

динамические добавки 0  и g  [13]:  
0

0
2 







g

g , где: 













0

0 1
g

, 

)(
1 22

2
kk 


 g

, 00 cos , gg  cos , 0  - угол между волновым вектором 

подающей волны nk  k  и вектором нормали к поверхности пластинки N , 

g -угол между волновым вектором ggg nk  k  и вектором нормали (см. 

рис.1).  

Решая (8) относительно 0  и g , получим выражения, описывающие 

динамические добавки для падающего и дифрагированного фотонов в 

монокристалле:  

 






















 

0

)(20)2,1(

0

2

4
4

g

gg

g

sC , (9а) 

 




















 

0

)(2)2,1( 2

4
4

g

ggg

sC ,  (9б) 

при этом заметим, что дисперсионное уравнение (8) дает только два 

значимых решения в рентгеновской области частот, так как выполняются 

неравенств: 0

2

0 2  и gg  22 . 

Представим выражения (9) в виде 

 

( ) ( )
(1,2) ( )

0

2
( )2 ( ) ( ) ( ) ( )2 ( )2

(1 )

2 2

(1 )
((1 ) 2 ) ,

4

s s
s

s s s s s s

C i

i

     
   

 

  
                  

g

                  (10а) 
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( ) ( )
(1,2) ( )

2
( )2 ( ) ( ) ( ) ( )2 ( )2

(1 )

2 2

(1 )
((1 ) 2 ) ,

4

s s
s

s s s s s s

C i

i

     
    



  
                   

g

g

                    (10б) 

В выражениях (10) приняты обозначения 

 ( ) ( )

( )

1
( ) ,

2

s s

s

 
     


2

||( ) 2 2

2( ) 2 ( )

(1 cot )2sin1 1
( ) ( ) 1

2

Bs B

s s
B

k k
C V C

   
      

     
g

g g , 

0

)(

)(






s

s
Cg

, 
)(

0)(

s

s

Cg

 
 ,  

0

)(

)(

 

 


s

s
Cg

,  

0

sin( )

sin( )

B

B

  
  

   

g

.                                                                                       (11) 

Так как в 0бласти рентгеновских част0т вып0лняется неравенств0 

2

2 ( )

2sin
1B

sV C





g

, то )()(  s  является быстр0й функцией от част0ты  , п0этому 

для дальнейшег0 анализа спектр0в ПРИВ и ДПИ 0чень уд0бно рассматривать 

)()(  s  или   )(s
 как спектральную переменную, характеризующую 

частоту  . 

Параметр 
)(s  характеризует степень п0глощения рентгеновских в0лн в 

кристалле и равен 0тношению длины экстинкции 
)()( /1 ss

ext CL g   к длине 

п0глощения 0/1  absL  рентгеновских в0лн abs

s

ext

s LL /)()(  .  

Параметр )(s , принимающий значения в пр0межутке 10 )(  s , 0пределяет 

степень 0тражения п0ля от рассматриваем0й системы параллельных ат0мных 

пл0скостей м0нокристалла, к0торая 0бусловливается характер0м 

интерференции волн, отраженных от разных плоскостей: конструктивным 

( 1)(  s
) или деструктивным ( 0)(  s

).  
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Параметр )(s  0пределяет степень пр0явления эффекта ан0мального 

низкого ф0топоглощения (эффекта Бормана) в пр0хождении рентгеновских 

ф0тонов через м0нокристалл. Не0бходимым усл0вием проявление эффекта 

Бормана, как для кристаллической, так и для периодической слоистой 

структуры, является 1)(  s .  

Для фиксированного значения B  параметр   определяет ориентацию 

входной поверхности мишени относительно отражающей системы 

параллельных атомных плоскостей монокристалла. При уменьшении угла 

падения  B  электрона на мишень параметр   становится отрицательным 

и далее возрастает по модулю (в предельном случае B ), что приводит 

и к возрастанию  . Напротив, при увеличении угла падения   убывает 

(предельный случай B ). В случае симметричного отражения, когда 

0 , параметр асимметрии 1 . На рис.1 указано положительное 

направление угла  . 

Из формулы (10а) следует, что существует частотная область, в 

которой волны излучения, испущенные вблизи входной поверхности, 

полностью отражаются в кристалле атомными плоскостями и вперед не 

проходят. Волновой вектор 
)2,1(

00

)2,1( 1 k  в этой области частот 

принимает комплексные значения даже в отсутствии поглощения  ( ) 0s  : 

 
( )

(1,2) ( )2

01
2

s

s
C

k
 

        


g
,  то есть подкоренное выражение 

отрицательно. Эта область частот называется областью полного отражения и 

определяется следующим образом: 

 
2)(s

  или 

                      ( )

( ) ( )

1 1
( )

2 2

s

s s

   
        

                     
(12) 

Очевидно, что ширина области определяется величиной 2 .  
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1.3. Амплитуда излучения 

Решение первого уравнения системы (6) для поля в вакууме впереди и 

позади мишени соответственно имеет вид:  

 
 

,
2

8

0
0

0

*

0

2
vac)(

0













Ve
)(

0

s
Is ie

E (13a)  

 
,

22

8 0
0

)(

0
0

0

0

*

0

2
)(

0 






 












 Rads

s
IIvacs E

ie
E

Ve
)(

0  (13б) 

где, 
2 2 2

|| || 0

0

( ) ( )

2



 
        

    
 

, (1)

     , (2)

||    , )(

Rad

sE - 

амплитуда напряженности поля  когерентного  рентгеновского излучения. 

Решение системы уравнений (6) для дифрагированного поля в монокристалле 

имеет вид: 

  
 

2

02
( ) * ( )(1) (1) ( )(2) (2)0
0 0 0 0 0 0 0 0 0

(1) (2)

0 0 0 0

0

2
8

( ) ( ),

4

s
s s sie

E E E


   

 
           


   



g

( )

0

g

e V
 

(13с) 

где 
)1()(

0

sE  и 
)2()(

0

sE  свободные поля, соответствующие двум решениям (10a) 

дисперсионного уравнения (8). 

Выражение, связывающее дифрагированное и падающее поля в среде, 

следует из второго уравнения системы (6):  ( ) ( )

0 2 ( , )

2
s s

s

g

E E
C 



 

g

g .            

Воспользовавшись обычными граничными условиями на передней и 

задней границе монокристалла 

( ) ( )

0 0 0 0

s vac I sE d E d    , 

0 0

0 0( ) ( )

0 0 0 0

i L i L
s s vac IIE e d E e d

 

 
    , 

  

0

0( )

0 0
i L

sE e d




  g

, (14) 

получим выражение для амплитуды напряженности поля излучения: 
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
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0
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0

0
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0
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0

*

0

*

00

)1(

)2(

0

*

0

*

00

)2(


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
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


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


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
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
























































LiLi

LiLi

ee

ee

g

g

 (15) 

Разделим поле излучения на поля переходного излучения и ПРИВ 

* 0
0

2

0

(1) ( 2)* *
0 00 0

0 0

(1) ( 2) ( 2) (1)* * * *
0 0 0 00 0 0 0

0 0 0 0

2
( )

*

0 (2) (1)

(1) (1) (2) (2)

0 0

* (1) * (2)

0 0 0 0

8

2

1 1

i L

s
s

ПРИВ
i L i L

i L i L i L i L

ie e
E

e e

e e e e


 



   

 

       

   

 
 

 
  

       
      

        
    

( )

0

g g

g g

e V

,


                (16а) 
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)(
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8
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*
0

)2(
0

0

*
0

)1(
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*
0

)1(
0

)2(
0

0

2

0*
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)1()2(
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)1()2(

*

0

*
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2

)(




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
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
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



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
































LiLi

Li
s

s

ПИ
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e
e

ie
E

i
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)(

0 Ve
 (16б) 

Используя (10) запишем амплитуды полей ПРИВ и ПИ в виде  

  

2 2 2( ) ( )|| ||

2 sin( )2 ( ) ( ) 2
( ) ( ) ( )

1 22 2 2 ( )

|| || 0

8 (1 )

( ) ( )

i
Bs s s

s s s

ПРИВ s

ie e i
E

       






 

   
             

( )

0e V
, (17а) 

2 2 2( ) ( )|| ||

2sin( )

( ) ( )
( ) ( )

2
( )

2 2 2 2 2 2

|| || 0 || ||

(1 )

2( )
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1 1

( ) ( ) ( ) ( )

2
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s s
s s

s
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ПИ

i
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ie
E e

K e

       




 

   

   
       


 



 
                   

 
 

 
  

 

( )

0e V

           (17б)
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где 

( ) ( ) ( )
( )( ) ( )

( )
(1 )

2

( )

1 ( ) ( ) ( )
( )

1

(1 )

2

s s s
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s
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s s s
s

e e
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i

    
        

 
 
 
  

    
  

 

,  

( ) ( ) ( )
( )( ) ( )

( )
(1 )

2

( )

2 ( ) ( ) ( )
( )

1

(1 )

2

s s s
ss s

s
K Kib i ib

s

s s s
s

e e

K
i

    
         

 
 
 
  

    
  

 

, 

( ) ( )
( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )(1 ) (1 )

2 2

s s
s sK Ks s

ib ib
s s s s si K e i K e


 

        
           

   
   

2
( ) ( )2 ( ) ( ) ( ) ( )2 ( )2(1 )

((1 ) 2 ) ,
4

s s s s s s sK i
  

                
 

                                                      
( )

( ) ,
2sin( )

s

s

B

C
b L

 


  

g

 

 ( ) 2 2 2

// // 0( )

1
( ) ( ) .s

sC



 
         


g

                                            

(18) 

В соответствии с выражением для амплитуды ПРИВ ( )s

ПРИВE (17а) в0зможны две 

ветви рентген0вских в0лн в кристалле дающие вклад в выход ПРИ вперед. 

Вклад первой и второй ветви существенен, когда имеют решения 

соответствующие уравнения   

 

0
2

)1(
Re

2)()(

)(
)()()(

)( 























ss

s
sss

s K
i ,  (19a) 

 

0
2

)1(
Re

2)()(

)(
)()()(

)( 























ss

s
sss

s K
i  (19б) 

П0скольку параметр 1)(  s , то п0казано, что уравнение (19б) имеет решение 

всегда, а уравнение (19a)  разрешим0 только при условии 
2)(

1
s

 . 



 17 

 

Поскольку в работе [10] рассматривался лишь случай симметричного 

отражения, соответствующий 1 , то вклад первой ветви оказался 

пренебрежимо малым.  

Решение уравнений (19a) и (19б) 0пределяет част0ту, в 0крестности 

которой сосредоточен спектр фотонов ПРИВ, излучаемых под 

фиксированным углом наблюдения. Из уравнений (19) следует, что 

максимум спектра ПРИВ всегда расположен вне области полного отражения 

(экстинкции):  

 

 







)(

2)(
)(

2

1
)(

s

s
s

. (20) 

0бласть полног0 отражения определяется следующим неравенством: 

( )( )s         

 
)(

)(

)( 2

1
)(

2

1
s

s

s 







 , (21) 

из которог0 видно, что ширина этой области определяется величиной 2 .  

 

Глава 2 Спектрально-угловые характеристики когерентного 

рентгеновского излучения вблизи направления скорости 

релятивистского электрона  

 

2.1.  Спектрально-угловая плотность в случае толстой поглощающей 

мишени 

Для получения выражений, описывающих спектрально-угловые плотности 

ПРИВ, ПИ и их интерференцию подставим выражение для амплитуды 

суммарного поля ( ) ( ) ( )s Rad s s

ПРИВ ПИE E E   в известное [12] выражение для 

спектрально-угловой плотности рентгеновского излучения:   

                                            
2 2

2
2 6 ( )

1

(2 ) s Rad

s

d N
E

d d





  
 

 ,                              (22) 
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где d d d   . 

В результате получим выражение, описывающее спектрально-угловую 

плотность ПРИВ 

 

2 ( ) 2 ( )2
( )

22 2 2 2

|| || 0

,
( ) ( )

s s
sПРИВ
ПРИВ

d N e
R

d d 

 


 

          
                  (23а) 

                     

2
( ) ( )

( ) ( )2 ( )2 2 1 2

( ) ( )
(1 )

s s
s s s

ПРИВ s s
R

 
   

 
 ,                            (23б) 

где выражение ( )s

ПРИВR  описывает “чистый” спектр ПРИВ, является 

спектральной функцией. Спектральную функцию можно представить в виде 

слагаемых, описывающих вклад в спектр ПРИВ двух ветвей рентгеновских 

волн, а так же их интерференции: 

( ) ( ) ( ) ( )

1 2 int

s s s s

ПРИВR R R R   , 

( )2 ( )2 2
2

( ) ( )

1 12
( )

(1 )s s
s s

s
R

  
 


, 

( )2 ( )2 2
2

( ) ( )

2 22
( )

(1 )s s
s s

s
R

  
 


, 

                                
( )2 ( )2 2

( ) ( ) ( )

int 1 22
( )

(1 )
2 Re

s s
s s s

s
R  

   


,                           (24) 

где звездочка “” является комплексным сопряжением. 

Получим выражения, описывающие спектрально-угловую плотность ПИ и 

интерференцию ПРИВ и ПИ 

2 ( ) 2
( )2

2

2

( )

2 2 2 2 2 2

|| || 0 || ||

1 1

( ) ( ) ( ) ( )

s
sПИ

s

ПИ

d N e

d d

R
 

   

   
  

 
                 

, (25а) 

                               

( ) ( )
( ) ( )

2
(1 )

2( )
( )

( )

2
1

s s
s s i

ib
s

s

ПИ s

K e
R

   
       

 


,                      (25б) 
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2 ( ) 2
( )2

2 2 2 2

|| || 0

( )

2 2 2 2 2 2

|| || 0 || ||

1

( ) ( )

1 1
,

( ) ( ) ( ) ( )

s
sИНТ

s

ИНТ

d N e

d d

R



 

 

   

   
          

 
                  

         (26а)

 

               

( ) ( )
( ) ( ) (1 )

2( ) ( ) 2 ( )
( ) ( ) ( )

1 2( ) ( )

(1 ) 2
2Re 1

s s
s s i

ib
s s s

s s s

ИНТ s s

i K e
R

   
       



  
    

     
    

   

.         (26б) 

Выражение ( )s

ПИR  описывает спектр ПИ, а выражение ( )s

ИНТR  описывает 

интерференцию спектров ПИ и ПРИВ. 

Полученные выражения (23-26) нормированные на один электрон, 

описывающие спектрально-угловые плотность ПРИВ, ПИ и их 

интерференцию, с учетом 0тклонения направления ск0рости электр0на V  

0тносительно 0си электр0нного пучка 1e , т0 есть содержащие угол  ),( // ψ , 

является главным результатом настоящей работы. Они получены в 0бщем 

случае асимметричн0го 0тражения п0ля электр0на относительно поверхности 

мишени и зависят от коэффициента асимметрии .  

 

2.2. Спектрально-угловая плотность ПРИВ в случае тонкой  

непоглощающей мишени 

    

Рассмотрим монокристалл такой т0лщины, чт0бы длина пути электр0на в 

пластинке )sin(/  Be LL  была б0льше длины экстинкции рентгеновских 

в0лн в кристалле: 1
2

)( 
ext

es

L

L
b , чт0 является усл0вием пр0явления 

динамических эффектов в излучении. Будем рассматривать тонкую 

непоглощающую мишень,  когда длина пути ф0тона в мишени ( ef LL  ) будет 

значительн0 меньше длины п0глощения рентгеновских в0лн в монокристалле  

0/1  absL : 1/2 )()(  absf

ss LLb . Исключим п0глощение из рассм0трения, 

п0ложив 0)(  s , тогда из (23-24) п0лучим: 
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 

2 ( ) 2 ( )2
( )

22 2 2 2

|| || 0

,
( ) ( )

s s
sПРИВ
ПРИВ

d N e
R

d d 

 


 

                                     (27а) 

                                          ( ) ( ) ( ) ( )

1 2 int

s s s s

ПРИВR R R R   ,                               (27б)              

( ) ( )2( )
2 ( )

( )

1 2( ) ( )2
( ) ( )2

( )2 2
( )

sin
21

sin

s ss
s

s

s s
s s

s
s

b

R
b

      
   

  
  

                 
 

,        (27в) 

 

 

    

( ) ( )2( )
2 ( )

( )

2 2( ) ( )2
( ) ( )2

( )2 2
( )

sin
21

sin

s ss
s

s

s s
s s

s
s

b

R
b

      
   

  
  

                 
 

,     (27г) 

 

( )

int ( ) ( )2
( )2 2

( )2 ( )2 ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )2 ( ) ( )2
( ) ( )

1

sin

cos cos cos

s

s s
s

s s s
s s s s

s s s s
s s

R
b

b b b


 

  
    



             
                     

           
     
   
  

                

(27д)

                                                                   

 

Выражения (27) справедливы при ( ) ( )s    , в этой области и находится пик 

ПРИВ (см (20)). Данный факт учитывался при выводе этих выражений. 

В настоящей работе будем проводить численные расчеты спектрально-

угловых характеристик излучений для монокристаллической пластинки 

углерода С(111).  Пучок релятивистских электронов с энергией 255.5E МэВ  

( 500  ) пересекает мишень углерода. Угол между систем0й дифрагирующих 

ат0мных пл0скостей м0нокристалла - 16.2o

B  , частота Брэгга - 10.9B кэВ  .   
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Система отражающий плоскостей монокристалла (111) расположена под 

углом 5.7o   к поверхности мишени, то есть рассматривается случай 

асимметричного отражения поля электрона относительно поверхности 

мишени ( 2  ) . Расчеты будем проводить для  - поляризации (s=1). Будем 

рассматривать случай, когда электрон движется вдоль оси пучка 

( 0, 0    ). Угол наблюдения 4 ,мрад   0.   В этом случае 

спектральная переменная из (11) принимает следующий вид : 

2
(1)

2

2sin
( ) 1 .B

BV

  
    

   g

  

На рис. 2 представлены кривые, построенные по формулам (27а) и (27г), 

описывающие спектрально-угловую плотность ПРИВ при фиксированном 

угле наблюдения. Кривые демонстрируют рост спектрально-угловой 

плотности ПРИВ при увеличении толщины мишени.  

Так как для рассматриваемых условий параметр ( ) 0.4s  , то область полного 

внешнего отражения (21) имеет значение: ( )5.30 ( ) 2.43.s        
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Рис.2 Рост спектрально-угловой плотности ПРИВ при увеличении толщины 

мишени. Угол наблюдения 4 ,мрад   0.   
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2.3 Спектрально-угловая плотность ПИ в случае тонкой  

непоглощающей мишени 

Выражение описывающее переходное излучение (25) в случае тонкой 

непоглощающей мишени  ( 0)(  s ) принимает вид  

 
2 ( ) 2

( )2

2

2

( )

2 2 2 2 2 2

|| || || || 0

1 1
,

( ) ( ) ( ) ( )

s
sПИ

s

ПИ

d N e

d d

R
 

   

   
  

 
                 

 (28а) 

           

 

( )2
( )

( ) ( )2
( )2 2

( ) ( )2
( ) ( )2 ( ) ( )

( )2

( ) ( )2
( ) ( )2 ( ) ( )

1

sin

1
1 cos

cos .

s
s

ПИ s s
s

s s
s s s s

s

s s
s s s s

R
b

b

b

  
  

  
    



        
             

         

      
         

   
  

 (28б) 

Выражение (28) справедливо для всех возможных значений величин 

 ( ) ( )

( )

1
( ) ,

2

s s

s

 
     


 и существенно отличается от формулы для ПИ из 

аморфной пластины той же толщины L . Это отличие вызвано эффектами 

динамической дифракции. Оно является значительным только в окрестности 

Брэгговской частоты    ( ) 1 / 2s   . Вне окрестности  ( ) 1/2s     

выражение (28) принимает вид хорошо известного выражения, для ПИ 

образованного в аморфной диэлектрической пластинки [14], которое с 

учетом отклонения скорости электрона относительно оси пучка принимает 

вид  
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  

2
2 ( ) 2

( )2

2 2 2 2 2 2 2

|| || || || 0

( ) ( )

1 1
2

( ) ( ) ( ) ( )

1 cos ,

s
sПИ

s s

d N e

d d

b

 

   

 
                        

  

(29) 

где 

         

 ( ) ( ) 2 2 2

// // 0( ) ( ) .
2sin( )

s s

B

L
b 

 


         

  

                                            

 

Так как мы рассматриваем динамические эффекты, то нас будут 

интересовать частоты близкие к Брэгговской частоте B . Из выражения (29) 

следует, что деструктивная интерференция волн ПИ испущенных из входной 

и выходной поверхностей монокристаллической пластинки будет полностью 

подавлять частоты далекие от Брэгговской частоты при резонансном условии  

 ( ) ( ) 2 ,s sb n     (30)  

где n - натуральное число.  

На рис.3 представлены кривые построенные по формуле (28), описывающие 

спектрально-угловую плотность переходного излучения при фиксированном 

угле наблюдения  4 ,мрад   0.   Кривые построены при различных, мало 

отличающихся толщинах мишени. Кривая построенная при 38.5L мкм , 

соответствует выполнению условия деструктивной интерференции волн ПИ 

излученных от передней и задней поверхности мишени (30). 

Область полного внешнего отражения имеет вид ( )5.30 ( ) 2.43,s       что 

соответствует горизонтальному участку графиков функции на рис.3. 

Из рис.3 следует, что незначительное изменение толщины мишени не будет 

резко спектрально-угловую плотность ПИ в условиях деструктивной 

интерференции. Однако небольшое увеличение толщины мишени 

( 38.6L мкм ) приводит к уменьшению спектрально-угловой плотности ПИ 

справа и увеличению ее слева, что может быль использовано при 

идентификации пика  ПРИВ, так как он расположен справа, при ( ) ( ) 2.43.s      
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Рис.3   Спектрально-угловая плотность ПИ в случае деструктивной 

интерференции волн ПИ, с частотами далекими от брэгговских, 

генерируемых на передней и задней границы мишени ( 38.5L мкм ), то есть 

при условии (30) (n=30).  
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2.4 Спектрально-угловая плотность ПИ в случае тонкой  

непоглощающей мишени 

Выражение описывающее  интерференцию ПРИВ и ПИ в случае тонкой 

непоглощающей мишени  ( 0)(  s ) принимает вид  

 
 

2 ( ) 2
( )2

2 2 2 2

|| || 0

( )

2 2 2 2 2 2

|| || 0 || ||

1

( ) ( )

1 1
,

( ) ( ) ( ) ( )

s
sИНТ

s

ИНТ

d N e

d d

R



 

 

   

   
          

 
                  

         

(31а) 

 

          ( ) ( ) ( )

1, 2,( ) ( )2
( )2 2

1/ 2

sin

s s s

ИНТ ПРИВ ПИ ПРИВ ПИs s
s

R R R
b

   
  

    


,               (31б) 

 
( ) ( )2( )

( ) ( )2 ( ) 2 ( )

1,
( ) ( )2

( )

1
2 3 sin

2

s ss
s s s s

ПРИВ ПИ
s s

s

b
R

      
           

         


  

 
( ) ( )2 ( ) ( )2

( ) ( )2 ( ) ( )2
cos cos

s s s s
s s s sb

b

           
            

       
     

, 

(31с)      

 

 
( ) ( )2( )

( ) ( )2 ( ) 2 ( )

2,
( ) ( )2

( )

1
2 3 sin

2

s ss
s s s s

ПРИВ ПИ
s s

s

b
R

      
          

         


 

 
( ) ( )2 ( ) ( )2

( ) ( )2 ( ) ( )2
cos cos

s s s s
s s s sb

b

           
            

       
     

, 

(31д)      

Выражения ( )

1,

s

ПРИВ ПИR  и ( )

2,

s

ПРИВ ПИR  описывают интерференцию переходного 
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излучения с первой и второй ветвью ПРИВ. 

На рис. 4 представлены кривые описывающие ПРИВ, ПИ и их 

интерференцию. Кривые построены по формулам (27), (28) и (31) при 

фиксированном угле наблюдения  4 ,мрад   0.   При этом толщина 

мишени 38.8L мкм , что соответствует большему падению спектрально-

угловой плотности ПИ справа, чем при 38.6L мкм (см. рис.3). Из рисунка 

следует деструктивная интерференция волн ПРИВ и ПИ в рассматриваемых 

условиях.   

На рис.5  представлены кривые, построенные при тех же условиях ,что на 

рис.4, но при другом угле наблюдения 5 ,мрад   0.   Из рисунка видно, 

что интерференция  ПРИВ и ПИ мала,  но конструктивна.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 28 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

Рис.4 Спектрально-угловые плотности ПРИВ, ПИ и их интерференция при 

толщине мишени , 38.8L мкм , которая немного больше 38.5L мкм - 

соответствующей условию (30). Угол наблюдения 4 ,мрад   0.   
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Рис.5  Тоже, что на рис. 4, но при угле наблюдения 5 ,мрад   0.   
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2.5 Угловая плотность когерентного рентгеновского  

излучения  

Найдем угловые плотности, проинтегрировав выражения (27), (28) и (31) по 

частотной функции )()(  s , используя соотношение )(

2

)(

sin2

s

B

s

d
Cd








 g


 , 

которое следует из выражения для   )(s  в (11).  Угловые плотности ПРИВ, 

ПИ и их интерференции принимают вид:  

 

( )( ) 2 ( )2
( ) ( )

22 2 2 2 2

|| || 0

,
2sin ( ) ( )

ss s
s sПРИВ
ПРИВ

B

CdN e
R d

d




 

 
 

          


g

       (32а) 

( )( ) 2

2 2

2

( )2 ( ) ( )

2 2 2 2 2 2

|| || 0 || ||
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1 1

( ) ( ) ( ) ( )
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B

s s s
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CdN e

d

R d



 

    


 

  

 
                   



g

 

(32б) 

( )( ) 2
( )2

2 2 2 2 2

|| || 0

( ) ( )

2 2 2 2 2 2

|| || 0 || ||

1

2sin ( ) ( )

1 1
.

( ) ( ) ( ) ( )
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sИНТ

B

s s

ИНТ

CdN e

d

R d



 



 

    


  

          

 
                   



g

   (32с) 

Для получение упрощенного выражения, описывающего угловую плотность 

ПРИВ в монокристалле, проинтегрируем выражение (32а) по частотной 

функции. Так как приоритетным является получение высокой угловой 

плотности ПРИВ, то наиболее интересным с этой точки зрения является 

случай 1 , когда основной вклад дает вторая ветвь ПРИВ ( )

2

sR  (27г). Так как 

при условии ( ) 1sb   спектр ПРИВ  достаточно узкий, то для интегрирования 

воспользуемся хорошо известной аппроксимацией 
2

2

sin ( )
( )

ax
a x

x
  . 

Выражение (32а) принимает в этом случае следующий вид  
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 

( )( ) 2 ( )2 ( )2
( )

22 2 ( )2 2 ( )22 2 2

|| || 0

1

2sin ( 1)( ) ( )

ss s s
sПРИВ

s s

B

CdN e
b

d 

 

   
  

             

g

,                 (33)               

где  ( ) 2 2 2

// // 0( )

1
( ) ( ) .s

sC



 
         


g

 

Сравним численные расчеты, выполнены по формулам (32а) и (33). На 

рис. 6 показано хорошее совпадение расчетов  по формулам (32а) и (33). 

Таким образом формула (33) точно описывает угловую плотность ПРИВ в 

случае тонкой непоглощающей мишени. 

На рис.7 представлены кривые, построенные по формуле (33) для тех же 

параметров что рис.2. Кривые показывают рост угловой плотности ПРИВ 

при увеличении толщины мишени.  
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Рис.6 Угловая плотность ПРИВ построенная по формуле (32а)-сплошная 

кривая; по формуле (33)-пунктирная кривая. 
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Рис.7 Угловая плотность ПРИВ для разных толщин мишени.  
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Глава 3. Влияние многократного рассеяния релятивистских 

электронов материалом среды на когерентное рентгеновское излучение, 

генерируемое пучком релятивистских электронов в 

монокристаллической мишени в направлении близком к оси пучка 

  

3.1 Учет многократного рассеяния 

Для учета многократного рассеяния излучающих электронов в среде 

проведем усреднение спектрально-угловых и угловых плотностей излучений 

по функции Гаусса углового распределения электронов в пучке, меняющейся 

за счет многократного рассеяния электрона с длиной пути прохождения в 

мишени t : 

                                    
 

t

s

se
t

f
22

0

2

22

0

1
)tψ,(









 ,                      (34а) 

то есть усредним по расширяющемуся пучку прямолинейных траекторий 

излучающих электронов на длине пути электрона в мишени eL . Где 

R

s

s
Lm

E 1
22

2

2


 - средний квадрат угла многократного рассеяния электрона на 

единице длины, МэВ
e

m
Es 21

4
2

2




 ,  RL  - радиационная длина.   Если же 

учитывать возможную зависимость среднего квадрата угла многократного 

рассеяния от длины пройденного пути t  в монокристалле, то он тогда имеет 

вид 
2

2

2 2

1
1 0.038s

s

R R

E t
Ln

m L L

  
        

 [15].   Тогда распределение (34а) принимает 

следующий вид 

2

2 2
0 1 0.038

2 2

0

1
(ψ, t)

1 0.038

s
R

t
t Ln

L

s

R

f e
t

t Ln
L




  
     

   
   

       
   

                         (34б) 

Усреднение спектрально-угловой плотности и угловой плотности излучений 

по расширяющемуся пучку прямолинейных траекторий излучающих 

электронов имеют вид 
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2

2 2
0

2 ( ) 2 ( )

ПРИВ,ПИ,ИНТ ПРИВ,ПИ,ИНТ

// 2 2
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1 e s
Ls st

e s

d N d Ne
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d d L t d d



 

    
         ,            (35а)  

         

2

2 2
0

( ) ( )

ПРИВ,ПИ,ИНТ ПРИВ,ПИ,ИНТ

// 2 2

00

1 e s
Ls st

e s

dN dNe
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d L t d



 

   
        .          (35б)     

 

3.2 Влияние многократного рассеяния на спектрально-угловую 

плотность излучения 

Рассмотрим влияние многократного рассеяния на спектрально-угловую 

плотность ПРИВ. Из выражений  (27а) и (27г) и (33) с учетом (35а) и (35б) 

следуют выражения, описывающие спектрально-угловую и угловую 

плотности ПРИВ в условиях многократного рассеяния                    
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   
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,                                                                                                                    (36а) 
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1
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e s
L ts s

s s

s
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t



 




 

  
  

            
   .

                                                                                                                  (36б)  

На рис.8 представлены кривые, построенные по формуле (36а), 

описывающие спектрально-угловую плотность ПРИВ с учетом 

многократного рассеяния электронов  углеродом С, радиационная длина -

12.7RL   см. Начальная расходимость электронного пучка 0 0.1мрад  . 

Параметры и условия те же,  что на рис.2.   На рисунке показан рост 

спектрально-угловой  плотности ПРИВ при увеличении толщины мишени, 

как и на рис.2.  При этом следует падение амплитуды спектрально-угловой 

плотности ПРИВ по сравнению с рис.2 , когда многократное рассеяние не 
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учитывалось, однако растет спектральная ширина ПРИВ.  

На рис. 9 представлены кривые для двух различных толщин мишени,  для 

случаев когда квадрат угла многократного рассеяния на длине пути t  

принимает значения 2

st  и 2

s t .  

 

 

 

Рис.8  Спектрально – угловая плотность ПРИВ. Тоже, что на рис.2, но с 

учетом многократного рассеяния электронов пучка материалом среды и 

начальной расходимости электронного пучка 0 0.1мрад  .  
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Рис.9 Тоже, что на рис.8. Сплошная кривая соответствует - 2

st , штрих 

пунктирная- 2

s t .  
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3.3. Рассмотрим влияние многократного рассеяния на угловую 

плотности ПРИВ. 

Влияние многократного рассеяния на угловую плотности ПРИВ. На рис. 

10 представлены кривые, построенные по формуле (36б), описывающие 

угловую плотность ПРИВ при различных толщинах мишени с учетом 

многократного рассеяния. Параметры и условия те же, что на рис. 7, когда 

начальная расходимость и многократное рассеяние не учитываются. Из 

сравнение рис. 7 и рис. 8 следует, что в рассматриваемых условиях для таких 

толщин мишени учет влияния многократного рассеяние на угловую 

плотность необходим. Однако многократное рассеяние на угловую плотность 

ПРИВ  влияет не так сильно, как на спектрально-угловую плотность при 

фиксированном угле наблюдения (см. рис.2 и рис. 8).  

На рис. 11  представлены кривые для двух различных толщин мишени,  для 

случаев когда квадрат угла многократного рассеяния на длине пути t  

принимает значения 2

st  и 2

s t . Из рис.11 следует незначительное отличие 

при 5L мкм . 

На рис. 12 представлены кривые, описывающие угловые плотности ПРИВ 

для различной начальной расходимости электронного пучка, построенные по 

формуле (36б).  Из рисунка следует, что угловая плотность ПРИВ слабо 

зависит от начальной расходимости электронного пучка, в рассматриваемом 

диапазоне расходимости. 
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Рис.10. Угловая плотность ПРИВ. Тоже, что на рис.7, но с учетом 

многократного рассеяния электронов пучка материалом среды и начальной 

расходимости электронного пучка 0 0.1мрад  .  
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Рис.11 Тоже, что на рис.10. Сплошная кривая соответствует - 2

st , штрих 

пунктирная- 2

s t .  
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Рис.12  Угловые плотности ПРИВ для различной начальной 

расходимости пучка релятивистских электронов.   
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Заключение 

В заключение приводятся основные результаты работы: 

1. Развита динамическая теория когерентного рентгеновского излучения 

пучка релятивистских электронов  вблизи  направления скорости 

релятивистского электрона в монокристалле. Пучок релятивистских 

электронов пересекает монокристаллическую мишень в геометрии 

рассеяния Брэгга в общем случае асимметричного отражения поля 

электрона относительно поверхности мишени. 

2. На основе двух волнового приближения динамической теории 

дифракции получены выражения, описывающие амплитуду 

напряженностей полей ПРИВ и ПИ излучаемые релятивистским 

электроном, движущимся под углом к оси электронного пучка.  

3. Получены выражения, описывающие спектрально-угловую  и угловую  

плотности ПРИВ, ПИ и их интерференцию.  

4. Получены выражения, описывающие спектрально-угловую и угловую 

плотности ПРИВ, ПИ и их интерференцию в случай тонкой 

непоглощающей мишени, когда фотопоглощением можно пренебречь.  

5. Проведены численные расчеты для конкретного случая, когда электрон 

с энергией 255.5E МэВ   пересекает мишень углерода С(111) в случае 

асимметричного отражения поля электрона относительно поверхности 

мишени.  

-Показан рост спектрально-угловой и угловой плотности ПРИВ при 

увеличении толщины мишени.  

-Показано, что деструктивная интерференция волн ПИ испущенных из 

входной и выходной поверхностей монокристаллической пластинки 

будет полностью подавлять частоты далекие от частоты Брэгга при  

резонансном условии деструктивной интерференции. получено это 

условие 

-Показано, что незначительное изменение толщины мишени не будет 

резко менять спектрально-угловую плотность ПИ в условиях 
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деструктивной интерференции. Небольшое увеличение толщины 

мишени приводит к уменьшению спектрально-угловой плотности ПИ 

справа и увеличению ее слева, что может быть испорльзовано при 

идентификации пика  ПРИВ. 

- Показан вклад  ПРИВ, ПИ и их интерференции в спектрально-

угловую плотность. Показано, что при различных углах наблюдения 

интерференция ПРИВ и ПИ может быть как конструктивной, так 

деструктивной. 

6. Для учета многократного рассеяния излучающих электронов в среде 

проведено усреднение спектрально-угловых и угловых плотностей 

излучений по функции Гаусса углового распределения электронов в 

пучке, меняющейся за счет многократного рассеяния электрона с 

длиной пути прохождения в мишени.  

- показан рост спектрально-угловой и угловой  плотности ПРИВ при 

увеличении толщины мишени. Показано падение амплитуды 

спектрально-угловой плотности ПРИВ по сравнению с тем, когда 

многократное рассеяние не учитывалось, однако растет спектральная 

ширина ПРИВ.  

- показано, что многократное рассеяние на угловую плотность ПРИВ  

влияет, не так сильно, как на спектрально-угловую плотность ПРИВ 

при фиксированном угле наблюдения. 

- показано, что угловая плотность ПРИВ слабо зависит от начальной 

расходимости электронного пучка 
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