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Предложен  подход  к  описанию  результатов  конкурентного взаимодействия  университетов,  входящих  в  какой­либо  ми­ровой  университетский  рейтинг  на  основе  решения  уравне­ний популяционной динамики (уравнений Лотка–Вольтерра), представляющих  собой  нелинейную  многомерную  систему обыкновенных  дифференциальных  уравнений  первого  по­рядка. Фазовыми переменными в  этих  уравнениях  являются значения  интегрального  показателя  университетского  рей­тинга, который называется Overall или Total Score в зависимо­сти  от  рейтинга.  Подход  состоит  в  редукции  этой  системы к  системе  независимых  уравнений  Ферхюльста,  имеющих аналитические решения в экспонентах по времени, и переходу от них к стационарным решениям, представленным значени­ями  фазовых  переменных  в  момент  времени  стремящийся к бесконечности. Показано, что при таком подходе и заданном коэффициенте  роста  Overall (Total)  Score можно  однозначно находить симметричные коэффициенты межуниверситетской конкуренции для не более, чем трех конкурирующих универ­ситетов, использование которых приводит к системе уравне­ний, стационарное решение которых представляет известные значения интегрального показателя рейтинга для выбранных трех университетов, а в качестве начальных значений – инте­гральные  показатели  предыдущего  рейтинга.  В  этом  случае система  дифференциальных  уравнений  описывает  процесс изменения интегрального показателя в течение периода меж­ду двумя рейтингами. Используя найденные значения коэфи­циентов межуниверситетской конкуренции, система решается последовательно для всех этапов рейтинга, при чем решения на  предыдущем  этапе  используются  в  качестве  начальных условий последующего. В качестве примера численные реше­ния  системы уравнений получены и представлены на одном графике для первых трех университетов рейтинга THE. Раз­витие  подхода,  основанного  на  уравнениях  популяционной динамики, может состоять в обращении к концепции конку­
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рентно­кооперационных  университетских  взаимодействий и в разработке калибровочных процедур для решения таких нелинейных динамических систем.
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A  simplified  approach  to  solving  the  equations  of  population  dy­namics  (Lotka–Volterra  equations),  which  is  a  nonlinear multidi­mensional system of ordinary differential equations of the first or­der, describing the competitive interaction of universities included in some world university ranking, is proposed. The phase variables in  these  equations  are  the  values  of  the  integral  indicator  of  the university ranking, which is called Overall or Total Score. The sim­plification consists in reducing this system to a system of independ­ent Verhulst equations with analytic solutions in exponents of time and  passing  from  them  to  stationary  solutions  when  time  tends to infinity. It is shown that with this approach and a given growth rate  Overall  (Total)  Score,  it  is  possible  to  find  symmetric  coeffi­cients of inter­university competition for no more than three com­peting  universities.  When  finding  such  coefficients  for  the  first three  universities  in  the  THE  ranking,  numerical  solutions  of  the original  system  of  population  dynamics  equations were  obtained using the Runge–Kutta method in MatLab. It is shown that the de­velopment of this approach, based on the equations of population dynamics, can consist in turning to the concept of competitive – co­operative university  interactions. The system of differential  equa­tions describes the process of changing the integral  indicator dur­ing the period between two ratings. Using the found values of the coefficients  of  inter­university  competition,  the  system  is  solvedsequentially  for all  stages of  the  ranking,  and  the decisions at  the previous stage are used as the initial conditions for the next one.
ВведениеПосле запуска в России публикационной гонки возник интерес к построению ма­тематических моделей, описывающих продвижения университетов в глобальных уни­
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верситетских  рейтингах.  Ниже  рассмотрим  такие  модели,  основанные  на  решении обыкновенных дифференциальных уравнений или их систем первого порядка. Первые такие простейшие уравнения были предложены в работах исследователей Уральского федерального университета [1, 2].Они соответствовали популяционным моделям мальтузианского роста, когда ко­эффициент роста рассматривался обратно пропорциональным времени [1] или брался постоянной величиной, но в правую часть уравнения мальтузианского роста вводился свободный  член,  равный  постоянной  величине  [2].  В  качестве  прогнозируемой  пере­менной в этих моделях использовался показатель Overall (Total) Score глобальных уни­верситетских  рейтингов,  ранжируя  который  администраторы  рейтинговых  агентств выстраивают места университетов в своих рейтингах. Эти уравнения мы подробно рас­сматривали в работе  [3], а также предложили использовать для решения таких задач уравнение  Ферхульста,  которое  является  развитием  уравнения  (модели)  Мальтуса за  счет  введения  в  него  тормозящего  квадратичного  члена,  не  дающего  решениям уравнения уходить на бесконечность.Решение этого уравнения используется во многих областях знаний, в которых изу­чаются процессы самоограниченного роста, и оно называется логистической функцией, графически  представляющую  собой  логистическую  кривую.  История  создания  этого уравнения изложена нами в работе [4]. Так как часто уравнения Ферхульста использует­ся в многомерных нелинейных уравнениях популяционной динамики, которые называ­ютcя уравнениями Лотка – Вольтерра, то мы предложили использовать эти уравнения для совместного конкурентного моделирования множества университетов [3, 5].В  этой  системе  уравнений,  помимо  коэффициентов  роста  и  внутриуниверситет­ской  конкуренции,  присутствующих  в  одномерной  модели  Ферхульста,  имеет  место множество  коэффициентов  межуниверситетской  конкуренции,  количество  которых определяется числом университетов.Помимо данного подхода при прогнозировании университетов в глобальных уни­верситетских рейтингах, основанного на уравнениях популяционной динамики, в деся­тых  годах  этого  века  возник подход,  основанный на  уравнениях  системной динамики. Он зародился в Саратовском государственном техническом университете им. Ю.А. Гага­рина [6–8], а в последнее время эти исследования стали проводится в кооперации иссле­дователей этого университета с учеными Института проблем точной механики и управ­ления РАН (Саратов) [9–11]. Кроме того, в рамках этого подхода, в 2018 году была опуб­ликована  работа  исследователей  Уральского  федерального  университета  [12],  один из которых участвовал в ранних работах [1, 2], которые мы отнесли к подходу, основан­ному на уравнениях популяционной динамики.До запуска публикационной гонки исследователи строили уравнения системной динамики на основе переменных (показателей) аккредитации вузов [6–8], а в последу­ющем эти переменные стали привязываться к индикаторам глобальных университет­ских рейтингов [9–12]. Отметим, что в работах [9–11] решалась и анализировалась од­на и та же многомерная система нелинейных обыкновенных дифференциальных урав­нений первого порядка, состоящая из 31 уравнения, в соответствии с 31­им индикато­ром рейтинга U­Multirank, а в работе [12] моделировались 6 индикаторов, на основе ко­торых рассчитывается Overall Score рейтинга QS.В отличие от моделей популяционной динамики, которые имеют определенный вид  и  физический  смысл,  модели  системной  динамики  представляют  собой  модели "черного ящика" и имеют различный вид в зависимости от исследовательской позиции авторов.  Если  модель  популяционной  динамики  описывает  динамику  конкурентных взаимодействий множества университетов для одного интегрального показателя уни­верситетского рейтинга (Overall (Total) Score), а в более общем случае и конкурентно –
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кооперационных взаимодействий в зависимости от знака коэффициента, стоящего пе­ред попарными произведениями переменных модели, то модель системной динамики описывает динамику множества переменных аккредитации университета или индика­торов университетского рейтинга для одного университета.Уравнения системной динамики представляют собой, как отмечалось выше, систе­му нелинейных обыкновенных дифференциальных уравнений первого порядка для не­которого  множества  переменных,  в  которых  производные  по  времени,  характеризую­щие изменения переменных,  приравниваются  сумме некоторых  "потоковых" функций, первая  из  которых  отвечает  за  рост  переменной,  а  вторая  за  убыль.  Эти  "потоковые"функции, в общем случае, могут зависеть от всех переменных модели, но, чтобы учесть в  этих функциях наиболее  значимые прямые и обратные  связи,  строиться  ориентиро­ванный  граф  причинно­следственных  связей.  Далее,  на  имеющихся  ретроспективных данных эти связи, методом наименьших квадратов, определяются в явном виде, а, сле­довательно,  определяются и  "потоковые" функции,  обычно  в  виде  полиномов невысо­кой степени. После чего, полученная система нелинейных обыкновенных дифференци­альных  уравнений  первого  порядка  приводится  к  задаче  Коши  (задача  на  начальные условия),  которая  численно решается  стандартным методом Рунге­Кутта  4­го  порядка точности. В таком виде задача рассматривалась в работах [9–11], а в других работах ме­тодом наименьших квадратов строились регрессионные уравнения не в виде полинома от  искомых  переменных,  а  в  виде  полинома  от  времени  для  правых  частей  системы уравнений [7], и тогда решение задачи становится на много проще.Отметим, что за рубежом такого рода задачи вообще не ставятся, что показыва­ют  наши  эксперименты  в  Google Scholar.  Теперь  мы  обратимся  к  развитию  нашего подхода по моделированию позиционирования университетов в глобальных универ­ситетских рейтингах.
Пути	упрощения	модели	популяционной	динамики	применительно	

к	динамике	рейтинга	университетовПредложенная в  [3] система уравнений для рейтинга университетов, записанная в несколько другом виде:
(1)

представляет  собой  систему  нелинейных  обыкновенных  дифференциальных  уравне­ний, определяющую процесс набора баллов y1(t), y2(t),…,yN(t) (в терминологии рейтин­говых агентств эти баллы называются Overall или Total Score) каждым из N универси­тетов,  участвующих  в  процессе  подготовки  к  очередному  рейтингу.  При  заданных начальных значениях функций y1(0), y2(0),…,yN(0) эта система может быть решена чис­ленно  с  использованием  одного  из  множества  существующих  математических  про­граммных пакетов. Коэффициенты ki, βi и γi,j в системе уравнений (1) описывают соот­ветственно  генерацию,  ограничение  в  результате  внутриуниверситетской  конкурен­ции  и  ограничение  в  результате  межуниверситетской  конкуренции  баллов  y1(t), y2(t),…,yN(t),  набираемых  университетами  в  результате  очередного  рейтингования 
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университетов. Каждое из  уравнений, при определенном упрощении, может быть ре­шено также и аналитически, после чего задача сведется к  системе нелинейных функ­ций следующего вида:
, (2)

где ,
i=1…N; γi,i=0; Zi=ki/ i=100; y1=y1(t), y2=y2(t),… yN=yN(t).Коэффициенты γi,j, отражающие конкуренцию между университетами, изменяют­ся  в  зависимости  от  политики  развития  университетов  и  могут  быть  определены по  результатам  рейтинга.  Для  этого  необходимы  допущения  о  взаимном  влиянии на процесс набора баллов каждой из пар университетов. Очевидно, что в процессе про­движения университета к улучшению его позиции в рейтинге основное влияние на его политику оказывают предыдущие результаты университетов, наиболее близко распо­ложенных к нему в рейтинге. С другой стороны, большое количество коэффициентов γi,j не только сложно определить, но и сложно потом интерпретировать. В этом смысле возможны следующие этапы упрощения системы (1), а значит и системы (2): первый – определение усредненного влияния всех конкурентов, то есть вычисле­ние одного параметра конкуренции i­того университета с другими университетами Gi:. (3)второй  – это  рассмотрение  взаимного  влияния  лишь  ближайших  конкурентов, пренебрегая влиянием всех остальных. При этом  разлагается на слагаемые, описы­вающие влияния конкуренции с конкретными университетами.

Коэффициенты	усредненной	конкуренции	университетов	В  общем  случае  величины  Gi являются  функциями  независимой  переменной  t, так  как  определяются  зависящими  от  t величинами  yj.  Поскольку  решение  системы  (1) в  виде функций  y1(t),  y2(t),…,yN(t)  представляют  лишь  переходный  процесс  к  их  стацио­нарным значениям y1(∞), y2(∞),…,yN(∞), то смысл имеют лишь эти стационарные значе­ния. Это значит, что если в качестве окончательного значения баллов университета в рей­тинге  принимать  стационарные  значения,  то  система  (1)  практически  будет  развязана, поскольку при достаточно большом значении t функции y1(t), y2(t),…,yN(t) в системе:
(4)
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практически станут константами. Константами (по отношению к t) станут и коэффици­енты Gi. Изменяя Gi в каждом уравнении независимо, найдем такие их значения, при ко­торых y1(t) ≈ y1(∞), y2(t) ≈ y2(∞),…,yN(t) ≈ yN(∞) совпадут с результатом этапа реального рейтинга.  Полученный  вектор  коэффициентов  Gi,  где  i=1…N,  может  быть  использован при  анализе  динамики  успехов  университетов  в  рейтинге.  Рассматриваемый  подход значительно облегчает задачу исследования процесса конкуренции, поскольку каждому университету он предписывает лишь один постоянный параметр, который определяет его успех в рейтинге и позволяет прогнозировать его дальнейшее продвижение. Следует заметить, что если бы мы не переходили к стационарным решениям, то за счет зависи­мости Gi от t происходило бы рассогласование между присвоенным одному из этих ко­эффициентов значения и соответствующим стационарным решением после присвоения значений другим коэффициентам Gj≠i, то есть возникла бы сложность в подборе значе­ний элементов вектора G для описания результатов реальных рейтингов.Значения y1(∞),  y2(∞),…,yN(∞) в выражении  (2)  соответствуют N равенствам, по­лученным  при  exp(−а୧ ∙ t) = 0,  что  при  подстановке  в  системе  функций  (2)  Gi вместо и а୧ = k୧ − G୧ (формула 3), дает следующую функциональную связь между результатом рейтинга  и значением усредненного коэффициента конкуренции  :
(5)

Для известного результата рейтинга  из (5) можно определить коэффициент  :
(6)

Величина Z୧ = ୩౟ஒ౟ в рейтинге обозначает максимальное число баллов, которые мо­жет получить университет в рейтинге, и обычно принимают  .В качестве примера мы рассмотрели результаты для десяти университетов, зани­мающих первые места в рейтинге в THE за 2011–2020 гг. (табл. 1), а также группы уни­верситетов, занимающие места от 90 до 110 (табл. 2), и рассчитали соответствующие коэффициенты Gi по формуле (6) при ki = 1.
Таблица	1Баллы первых десяти университетов в рейтинге THE в 2011–2020 годах (верхняя цифра в ячейке) и соответствующие им коэффициенты Gi (нижняя цифра)

University

1 "Harvard University" 96,10,039 93,90,061 93,60,064 93,90,061 93,30,067 91,60,084 92,70,073 91,80,082 93,60,064 930,07 94,80,052
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Окончание	Таблицы 1

2 "California Institute of Technology" 960,04 94,80,052 95,50,045 94,90,051 94,30,057 95,20,048 94,30,057 930,07 94,10,059 94,50,055 94,50,055
3 "Massachusetts Institute of Technology" 95,60,044 92,30,077 93,10,069 930,07 91,90,081 920,08 93,40,066 92,50,075 94,20,058 93,60,064 94,40,0564 "Stanford University" 94,30,057 93,90,061 93,70,063 93,80,062 92,90,071 93,90,061 93,80,062 930,07 94,70,053 94,30,057 94,90,0515 "Princeton University" 94,20,058 92,90,071 92,70,073 92,70,073 90,90,091 90,10,099 90,20,098 91,10,089 92,30,077 93,20,068 91,50,0856 "Universityof Cambridge" 91,20,088 92,40,076 92,60,074 92,30,077 920,08 92,80,072 93,60,064 93,20,068 94,80,052 94,40,056 940,067 "University of Oxford" 91,20,088 93,60,064 93,70,063 93,90,061 93,20,068 94,20,058 950,05 94,30,057 960,04 95,40,046 95,60,0448 "Universityof California, Berkeley" 91,10,089 89,80,102 90,50,095 89,80,102 89,50,105 87,20,128 88,90,111 84,30,157 87,70,123 88,30,117 92,20,0789 "Imperial College London" 90,60,094 90,70,093 90,60,094 87,50,125 87,50,125 89,10,109 900,1 89,20,108 90,30,097 89,80,102 89,40,10610 "Yale University" 89,50,105 89,10,109 89,20,108 87,40,126 87,50,125 87,40,126 88,20,118 87,60,124 91,30,087 91,70,083 91,60,084

Таблица	2Усредненные коэффициенты конкуренции Gi (число в нижней части ячейки), рассчитанные на основе данных рейтинга THE в 2011–2020 годах (верхнее число) для университетов, занимающих места в рейтинге от 90 до 110
University

90 University of Zurich 57,70,423 61,9 0,381 58,8 0,412 51,2 0,488 53,90,461 57,80,422 59,50,405 57,40,426 630,37 62,80,372 65,60,34491 Wake Forest University 57,70,423 45,80,542 47,30,527 45,70,543 47,1 0,529 47,10,529 48,4 0,516 46,70,533 47,90,521 51,90,481 49,3 0,50792 McMaster University 57,60,424 610,39 590,41 54,50,455 55,30,447 58,80,412 58,70,413 63,40,366 64,40,356 65,40,346 67,50,32593 University College Dublin 57,50,425 45,90,541 47,90,521 46,70,533 48,70,513 50,60,494 48,40,516 50,00,5 51,30,487 51,90,481 49,30,50794 George Washington University 57,30,427 490,51 49,40,506 44,80,552 45,60,544 47,00,53 48,40,516 50,00,5 54,50,455 53,80,462 54,90,45195 University of Arizona 57,30,427 54,20,458 57,70,423 52,40,476 56,50,435 51,70,483 54,50,455 54,90,451 56,20,438 61,80,382 59,80,40296 University of Basel 57,30,427 52,20,478 52,80,472 57,70,423 58,40,416 57,90,421 60,30,397 60,90,391 61,50,385 62,40,376 62,90,37197 University of Maryland, College Park 57,20,428 54,50,455 57,90,421 52,20,478 51,90,481 56,70,433 65,30,347 65,70,343 63,70,363 62,70,373 63,10,36998 Dartmouth College 57,10,429 54,90,451 54,40,456 50,50,495 50,00,5 57,80,422 620,38 620,38 62,40,376 62,40,376 61,70,383
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Окончание	Таблицы 2

99 École Normale Supérieure de Lyon 570,43 47,60,524 49,20,508 47,50,525 49,00,51 48,70,513 48,40,516 53,60,464 51,250,488 51,90,481 49,30,507
100 Technical University of Munich 56,90,431 55,10,449 56,80,432 55,20,448 54,60,454 69,40,306 71,60,284 73,50,265 73,70,263 74,10,259 74,80,252101 University of Helsinki 56,60,434 54,80,452 56,40,436 52,60,474 53,90,461 61,90,381 61,20,388 61,70,383 62,40,376 62,30,377 62,10,379102 University of St Andrews 56,50,435 55,70,443 56,50,435 51,60,484 53,60,464 60,40,396 58,90,411 56,60,434 55,80,442 53,80,462 52,40,476103 Rensselaer Polytechnic Institute 56,40,436 47,40,526 48,90,511 45,60,544 45,30,547 45,30,547 44,90,551 43,80,562 42,80,572 40,550,595 38,10,619
104 Rutgers, the State University of New Jersey 56,30,437 56,80,432 57,50,425 52,40,476 50,50,495 560,44 56,20,438 54,30,457 54,90,451 560,44 56,40,436
105 Purdue University West Lafayette 56,20,438 540,46 63,80,362 60,70,393 540,46 570,43 64,50,355 68,20,318 67,40,326 63,10,369 62,50,375106 University of Cape Town 56,10,439 53,20,464 55,80,486 50,50,508 52,60,53 56,10,54 55,30,551 54,40,562 56,50,606 58,20,566 57,30,554107 University of Cape Town 56,10,439 53,20,468 55,80,442 50,50,495 52,60,474 56,10,439 55,30,447 54,40,456 56,50,435 58,20,418 57,30,427108 Penn State (Main campus) 560,44 64,90,351 65,80,342 64,20,358 62,90,371 62,30,377 650,35 64,60,354 63,80,362 64,20,358 60,90,391109 Seoul National University 560,44 50,10,499 65,90,341 65,20,348 64,80,352 60,50,395 64,20,358 64,90,351 67,50,325 680,32 69,70,303Видно,  что  чем меньше количество  баллов,  набранных  i­ым  университетом,  тем больше  значение параметра конкуренции Gi,  определяющего влияние на  его положе­ние в рейтинге результатов других университетов.
Матрица	попарного	взаимного	конкурентного	влияния	университетов	в	рейтинге	Имея  значения  коэффициентов  Gi усредненной  конкуренции  i­го  университета с остальными университетами, можно пытаться определить "вклады" попарного кон­курентного  взаимодействия  в  группе  университетов.  Эта  задача  сводится  к  разложе­нию усредненного коэффициента конкуренции для i­го университета Gi на слагаемые, соответствующие вкладам n­1 основных конкурентов:

(7)
Считая  величины  yi и  Gi известными,  решаем  линейную  систему  уравнений  (7) относительно коэффициентов γi,j Очевидно, что при увеличении количества уравнений n число  этих  неизвестных  коэффициентов  растет  гораздо  быстрее  чем  n.  Используя симметричность матрицы  (γi,j) можно однозначно решить  эту  задачу для трех конку­рирующих  университетов.  При  необходимости  увеличения  их  числа  необходимо для расчета коэффициентов γi,j привлекать дополнительные условия.
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Рассмотрим  для  примера  конкуренцию  трех  университетов,  лидирующих  в  рей­тинге. Три уравнения для определения коэффициентов взаимной конкуренции, пред­ставляющих матрицу (γi,j) будут иметь вид:
(8)

Дополнительными условиями для решения этой системы относительно элементов 
матрицы  являются  равенство  нулю  значений  диагональных  эле­
ментов ( ) и симметричность матрицы:  .Три независимых элемента γ1,2, γ2,3 и γ1,3 найдем, переписав систему (8) в виде:

(9)
или в векторной форме:

,
откуда указанные коэффициенты могут быть найдены в виде вектора:

(10)
где

В таблице 3 представлены результаты расчета значения базовых элементов мат­рицы (γi,j) по данным трех первых строк таблицы 1.Для любого этапа рейтинга выбранных университетов мы можем найти решение системы (1), подставляя найденные значения γ1,2, γ2,3 и γ1,3.
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Начальными значениями для каждого этапа следует брать результаты предыду­щего. Тогда решение системы будет описывать процесс перехода результатов преды­дущего  этапа  рейтинга  в  результат  рассматриваемого.  Используя  значения  γ1,2,  γ2,3и γ1,3 матрицы коэффициентов попарной конкуренции, рассчитанные для каждого эта­па рейтинга, мы опишем весь процесс изменения показателей (набор баллов) универ­ситетов, участвующих в рейтинге.
Таблица	3Расчет элементов γ1,2, γ2,3 и γ1,3 матрицы коэффициентов попарной конкуренции для группы из трех университетов, занимающих лидирующее положение в рейтинге университетов THE, проведенный на основе набранных ими баллов yi и коэффициентов усредненной конкуренции Gi, где i=1…3.

University 2010–2011 2011–2012 2012–2013 2013–2014 2014–2015

1 HarvardUniversity y1 =93,9G1 =0,061
y1=93,6G1 =0,064

y1=93,9G1 =0,061
y1=93,3G1 =0,067

y1= 91,6G1 =0,0842 California Institute of Technology
y2=94,8G2 =0,052

y2=95,5G2 =0,045
y2=94,9G2 =0,051

y2=94,3G2 =0,057
y2= 95,2G2 =0,048

3 Massachu­setts Institute of Technology
y3 =92,3G3 =0,077

y3 =93,1G3 =0,069
y3 =93G3 =0,07

y3 =91,9G3 =0,081
y3=92,0G3 =0,08

Окончание	Таблицы 3

University 2015–2016 2016–2017 2017–2018 2018–2019 2019–2020

1 HarvardUniversity y1=92,7G1=0,073
y1=91,8G1 =0,082

y1=93,6G1 =0,064
y1=93G1=0,07

y1=94.8G1=0,052
2 California Institute of Technolo­gy

y2=94,3G2 =0,057
y2=93G2 =0,07

y2=94,1G2=0,059
y2=94,5G2 =0,055

y2 =94,5G2 =0,055
3 Massachu­setts Institute of Technology

y3 =93,4G3=0,066
y3 =92,5G3 =0,075

y3 =94,2G3 =0,058
y3 =93,6G3 =0,064

y3 =94,4G3 =0,056Изменение начальных условий  задачи не влияет на решение  (рис. 1),  поскольку коэффициенты  определяют его однозначно  (особые точки системы (1), рассчитан­ные на каждом временном этапе, являются устойчивыми узлами).
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Рис. 1. Решение системы уравнений (1) для одного из этапов (ki,  i,j) рейтинга выбранныхуниверситетов (три первые уравнений) для различных начальных условийРешая систему (1) последовательно для всех годовых этапов рейтинга и исполь­зуя решения на предыдущем этапе в качестве начальных условий для последующего этапа, представим все решения на одном графике (рис. 2). 

Рис.	2. Решения системы дифференциальных уравнений (1) для всех этапов рейтинга 2011­го, 2012­го…2020­го годов трех лидирующих университетов. В качестве начальных условий для каждого этапа использованы результаты предыдущего этапа (соответственно 2010­го, 2011­го, …2019­го годов)
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Видно,  что  на  каждом  этапе  рейтинга  решение  системы  (1)  описывает  переход от результата предыдущего к результату следующего этапа рейтинга. Исходные баллы рейтингов университетов точно совпадают со значениями y1(t), y2(t) и y3(t) на верти­кальных линиях рисунка. Быстрый выход на всех этапах на стационарные или близкие к ним решения системы (1)  связан с относительно высоким заданным значением ко­эффициента роста, равный единице для всех университетов.
ЗаключениеТаким образом, в работе предложен подход формирования и решения уравнений популяционной  динамики,  представляющих  собой  нелинейную  систему  обыкновен­ных дифференциальных уравнений первого порядка произвольной размерности, опи­сывающей  конкурентное  взаимодействие  множества  университетов  какого­либо  ми­рового университетского рейтинга. Фазовыми переменными в этих уравнениях явля­ются значения интегрального показателя этого рейтинга, который называется Overallили  Total Score в  зависимости  от  названия  рейтинга.  Предлагаемый  подход  состоит в  редукции  этой  системы  к  системе  независимых  уравнений  Ферхюльста,  имеющих аналитические решения в экспонентах от времени и переходу от них к стационарным решениям,  когда  время  стремится  к  бесконечности.  Данный  подход  иллюстрирован на  примере  рейтинга  THE для  университетов,  занимавших  места  с  1  по  10,  90–109 в 2011–2012 году и дальнейшей динамики этого рейтинга до 2020 – 2021 года.Показано, что при таком подходе при заданном коэффициенте роста Overall (Total) Score можно находить симметричные коэффициенты межуниверситетской конкуренции для  трех  конкурирующих  университетов.  При  увеличении  числа  конкурирующих  уни­верситетов  для  определения  всех  коэффициентов  потребуются  дополнительные  усло­вия. Используя значения коэффициентов межуниверситетской конкуренции, найденные для первых трех университетов рейтинга THE, получены численные решения исходной системы уравнений популяционной динамики (1) на годовых интервалах времени, когда рассчитанный Overall Score на конце интервала равняется начальному Overall Score сле­дующего  интервала.  Для  численных  расчетов  (метод  Рунге  – Кутта)  использовались средства программных математических пакетов MathCad и MatLab.Развитие подхода,  основанного на уравнениях популяционной динамики, может состоять в  обращении к концепции конкурентно  – кооперационных университетских взаимодействий и в разработке калибровочных процедур для решения таких нелиней­ных динамических систем.

Заявление	о	конфликте	интересовАвтор(ы) заявляют, что у них нет известных конкурирующих финансовых инте­ресов  или  личных  отношений,  которые  могли  бы  повлиять  на  научные  результаты, описанные в этой статье.
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