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1. Введение. В  п е р е ч и сл и т е л ь н о м  к о м б и н а т о р н о м  а н а л и зе  и з в е с т н а  з а д а ч а  о  н е р е ч и сл е н и и  р е ­
ш ё т о ч н ы х  н у те й : д л я  н а б о р а  в е к т о р о в  A  — { a 1, a 2, . . . ,  a N }  С  Z ” , т р е б у е т с я  в ы ч и с л и т ь  к о л и ч е с т в о  
с п о с о б о в , к о т о р ы м и  м о ж н о  п р и й т и  и з  н а ч а л а  к о о р д и н а т  в  т о ч к у  x  G Z ” , и с п о л ь з у я  т о л ь к о  ш а ги  

A
к и п а  и  Ш р е д е р а  (см . [B o u s q u e t -M e lo u , P e tk o v se k , 2 0 0 0 ]). О т м е т и м , ч т о  п у т и  Д и к а  св я з а н ы  к а к  с о



словами Дика, так и с диаграммами Юнга, деревьями и другими объектами перечислительного 
комбинаторного анализа (см. [Стенли, 2005], [Lyapin, Chandragiri, 2019]).

Если обозначить искомое число путей через f  (ж̂  ̂ (см. [6]), что f  (x) удовлетворяет
рекуррентному соотношению

f  (x) — f  (x — a 1) — . . .  — f  (x — a N) =  0 ,x  G Z 2 . (1)

Мощным средством исследования свойств функции f  (x) являются производящие функции (см. 
[Стенли, 1990]), то есть функции вида

F (z) =  E  f  (x )zx, (2)
xeK

которые позволяют эффективно использовать методы комплексного анализа для исследования 
f (x )

Абрахам Муавр в 1722 году доказал, что в одномерном случае степенной ряд F (z ) представляет 
собой рациональную функцию тогда и только тогда, когда его коэффициенты удовлетворяют ре­
куррентному соотношению (линейному разностному уравнению) с постоянными коэффициентами 
(см. [Moivre, 1724]). А именно, коэффициенты разложения в степенной ряд рациональной функции

1
F (z ) =  ----------1- т т  ^  ^  f  (x )zx, (3)ckZk +  ck- 1 z k 1 +  . . .  +  co ^

где c. G C, i =  0 , . . . ,  k -  некоторые постоянные, удовлетворяют рекуррентному соотношению (раз­
ностному уравнению) для последовательности { f  (x)}TO=^  ̂ в т о р о й , начиная с k-ro,

k — 1

ck f (x — k) +  ck -1f  (x — k +  1) +  . . .  +  co f (x) =  0, x >  k. (4)

Доказательство этого факта можно найти в [1], в главе, посвященной рациональным произво­
дящим функциям.

В общем случае, значения функции

f  (x) =  ^ (x), x =  0 , . . . ,  k — 1 (5)

задаются произвольно, a задача (4)-(5 ) называется задачей Коши для разностного уравнения (4), 
а (5) -  функцией начальных данных.

В многомерном случае ситуация гораздо сложнее и связана со свойствами и структурой кону­
са K  и, как следствие, различными видами разностных уравнений, описывающих число путей па 
целочисленной решетке. Отметим работу [Levy, Lessman, 1992], в которой для двумерного случая 
рассмотрены способы построения общих решений для некоторых видов разностных уравнений. В 
монографии [Даджиоп, Мерсеро, 1988] двумерные разностные уравнения иснользовались в теории 
цифровой обработки многомерных сигналов для конструирования цифровых рекурсивных филь­
тров. В случае двух неременных задача об устойчивости цифрового рекурсивного фильтра решена в 
работе [Tsikh, 1993]. В статье [Bousquet-Melou, Petkovsek, 2000] многомерные разностные уравнения 
изучались с точки зрения применения к задачам перечислительного комбинаторного анализа. В 
ней сформулирована задача Коши для многомерного линейного разностного уравнения и доказана 
теорема существования и единственности решения этой задачи. В работе [Leinartas, 2007] приве­
дена формула для решения задачи Коши с использованием понятия фундаментального решения. 
Ричард Стенли выделяет следующие классы производящих функций: ы,е D алгебраиче­
ские D рациональные, и рассматривает последние как «наиболее полезный» класс производящих 
функций (см. [Степли, 1990]). В работе [Некрасова, 2014] исследуются производящие функции ре­
шений разностного уравнения в рациональных конусах целочисленной решетки. Для рядов Лорана 
с носителями в таких конусах определено понятие D-финитности и приведено достаточное условие, 
при котором из рациопальпости (алгебраичпости, D-финитности) производящей функции началь­
ных данных задачи Коши следует рациопальпость (алгебраичпость, D-фипитпость) производящей 
функции решения. В данной работе доказан многомерный аналог теоремы Муавра (теорема 1),

F (z )
производящего ряда для решеточных путей являются рациональными функциями (следствие из 
теоремы 1).

2. Основные результаты. Рассмотрим набор векторов д  =  { a 1, a 2, . . . ,  a N} С Z "  и рассмот­
рим конус

K  =  { a 1x1 +  . . .  +  a N xn  , x1, . . . ,  x n  G Z "  } С Z " , (6)



д
[B o u s q u e t -M e lo u , P e tk o v se k , 2 0 0 0 ]), ч т о  п р о и з в о д я щ и й  р я д  д л я  ч и с л а  р е ш е т о ч н ы х  п у т е й  и з  н а ч а л а  
к о о р д и н а т  в  т о ч к у  x  G Z "  с х о д и т с я  и  и м е е т  в и д

F <z > = 1 z ~! z .n  11 — z 1 • • • z 2  — . . .  — z 1 • • • z 2

О п р е д е л и м  се ч е п и е  -Fk (5 ) , k =  0 , 1 ,  2 , . .   ̂ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ д а щ его  р я д а  F ( z )  д л я  ч и с л а  р е ш ё т о ч н ы х  п у т е й
д

F k( z ) =  E  f ( k , x ) 5 " , (8 )
,̂ n-1

гд е  z  =  ( z 2 , z 3 , . . . ,  z 2 ), x  =  ( x 2 , x 3 , . . . ,  x 2 ) (cm . [Н е к р а со в а  Т .Н . 20 1 4 .], [L ip sh itz , 19 8 9 ]). В  т а к и х  
о б о з н а ч е н и я х  б у д е т  и м е т ь  м е с т о  за п и сь  z  =  ( z 1 , z ^  x  =  ( x 1 , z^  ̂ ч т о  0 (,г) =  F (0 , z ) ,  a  са м и

F ( z )

z 1
Т е о р е м а  1 . Сечения F'k (z) ^^^^^^^щего ряда F (z1, z) путей с шагами из д

удовлетворяют рекуррентному соотношению

^ ( z ) . ' 2 - k  (z )  +  c k - l ( Z ) . ' 2 —k+ 1 ( z )  +  • • • +  c o (5 ) .F 2 ( z )  =  0 , (9 )

«2  a ,,

z 2
=1

с коэффициентами c ; ( z )  ^  z ^ 2 . . .  z ^ " , 1 =  0 , . . . ,  k.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  С г р у п п и р у е м  сл а га е м ы е  в зн а м е н а т е л е  п р о и з в о д я щ е й  ф у н к ц и и  (7 )  п о  ст е п е -
z 1 z 1

1
F ( z )  _______________________ 1_________________________\   ̂ f ' 2 ( 5 ) z 2

c k (5 )z k  +  c k - 1( 5 ) z i 1 +  ••• +  c O( 5 ) z 0  2 = 0

гд е  ci (5 )  =  ^  z 2 2 . . .  z ^ " , 1 =  0 , . . . ,  k.
a :a 1=1

Д о м н о ж и м  о б е  ч а с т и  э т о г о  р а в е н с т в а  н а  зн а м е н а те л ь

ТО

( c k (5 ) z k +  c k - l ( Z ) z lk—1 +  • • • +  co (z )z O ) • E  F̂ 2 (5 )z 2  =  1
2 = 0

и п р е о б р а з у е м  л е в у ю  ч а с т ь

(ck(z )z l +  ck -1(z)zk 1 +  • • • +  c0 (z)) -' 2 (z)z2 =
2 =  0

TO
=  E  (ck(Z)F^2 -k (z) +  c k - l (Z).Z2—k+ 1(z) +  • • • +  co ( z ) . '2 (5 ^  • z2+

2= k (  )
+  ( ck—1(z )- ' 0 (z) +  ck —2 (z)F 1̂(z) +  ••• +  c0F̂ k 1(z))  • z l 1 +

+  (ck—2 (z ).z 0 (z) +  • • • +  co (z).zk—2 (z ))  • z1—2 +  • • • +

+  ( c l (z).z 0 (z) +  co (Z).Z 1(5)) • z l +  co (Z).z 0 (5), 

z 1

zoc o (Z ) .F 0 (5 ) =  1

C l(Z ).Z o (5 )  +  co ( Z) . Z l ( 5 ) = 0

ck—2 ( z ).z 0 ( z )  +  ••• +  c o (z ) .z  k—2 ( z ) = 0

ck—l ( z ) . z o (Z ) +  ck—2 (Z ).z  1( z )  +  • • • +  co .F k—1 ( z )  =  0

и  д л я  в с е х  n  ^  k с п р а в е д л и в о  и с к о м о е  р е к у р р е н т н о е  со о т н о ш е н и е :

ck (Z ).z 2 —k (Z ) +  ck —l(Z ) .z 2 —k+ 1(Z ) +  • • • +  c o ( z ) .z 2 (Z ) =  0.



Д л я  д о к а з а т е л ь с т в а  о б р а т н о г о  у т в е р ж д е н и я  у м н о ж и м  л е в у ю  ч а с т ь  д а н н о г о  р а в е н с т в а  н а  z O и  п р о ­
су м м и р у е м  н о  в с е м  n  >  k. В  и т о г е  п о л у ч и м  п р о и з в о д я щ у ю  ф у н к ц и ю  д л я  р е ш е т о ч н ы х  п у т е й . Т е о ­
р е м а  д о к а за н а .

З а м е ч а н и е  1 . Отметим, что данная теорема справедлива для произвольной переменной z j ,  
где j  =  1 , . . . ,  n .

З а м е ч а н и е  2 . По аналогии с задачей Коши ( 4 ) - ( 5 )  для линейного разностного уравнения, мож­
но сформулировать задачу Коши для уравнения ( 9 ) ,  функция начальных данных ^^0 (5 )  =  O(Z) ,  
k =  0 , 1 , . . . , n  -  1

З а м е ч а н и е  3 . Сечения производящего ряда F ( z )  имеют и комбинаторный смысл, а именно 
функция F^O (Z^ числа путей с шагами из набора A ,  выходя-

x 1 =  k
И з т е о р е м ы  1 а в т о м а т и ч е с к и  п о л у ч а е т с я  а н а л о г  т е о р е м ы  М у а в р а  д л я  се ч е н и й  п р о и з в о д я щ и х  

р я д о в  ч и с л а  п у т е й  п а  ц е л о ч и сл е н н о й  р е ш е т к е .
С л е д с т в и е .  Сечения F^O(z) ^^^^^^^^щего ряда F ( z 1 ,Z )  для решёт,очных путей с шагами из 

A

3. П р и м е р ы .  П р и м е р  1. Р а с с м о т р и м  н а б о р  в е к т о р о в

A  =  { ( 1 , 0 , 1 ) ,  (2,  2, 2) ,  (1,  2, 3) ,  ( 3 , 1 ,  2) ,  (3,  2 , 1 ) ,  ( 2 , 1 ,  2 ) } .

П р о и з в о д я щ а я  ф у н к ц и я  ч и с л а  п у т е й  п а  ц е л о ч и сл е н н о й  р е ш е т к е  б у д е т  и м е т ь  в и д

1
F ( z 1’ z 2, z 3 ) =

п р и ч е м  в о б о з н а ч е н и я х  и з  т е о р е м ы  c 0 ( z 2 , z 3 ) =  1  c 1( z 2 , z 3 ) =  - z 3 -  z - z з , c 2 ( z 2 , z 3 ) =  - z lz ^  -  z ^ 2

1 -  z1 (z3  +  Z- z3 ) -  Z2 (Z2Z-  +  z2 z3 ) -  z 3 (z2z3  +  z2z3 )

:2 ,z3 ) =  1  c 1 (z 2 ,z 3 )  =  - z 3  -  z - z| , c 2 (z 2 ,z 3 )  =  - z j z 3  -  z 2 z 3 ,

c 3 ( z 2 , z 3 ) =  - z 2 z| -  z - z 3 . Р а з н о с т н о е  у р а в н е н и е  и м е е т  в и д

F ” (z 2 , z 3 ) -  ( z 3 +  z 2 z 3 ) F ”  1 (z 2, z 3 ) -  ( z 2z 3 +  z 2z3 ) F ”  2 (z 2, z 3 ) -  ( z 2z 3 +  z 2 z3 ) F ”  3 ( z 2, z 3 ) =  0 .

Пример 2. О т м е т и м  с в я з ь  се ч е н и й  п р о и з в о д я щ и х  р я д о в  с  м н о г о ч л е н а м и  Ф и б о н а ч ч и  и  П ел л я  
(см . [L u zon , M o r o n , 20 1 0 ]).

Р а с с м о т р и м  п у т и  п а  ц е л о ч и сл е н н о й  р е ш е т к е , о б р а з о в а н н ы е  н а б о р о м  ш а г о в  A  =  { ( 1 , 1 ) ,  (2,  0 ) } .  
Ф у н к ц и я  f  ( x 1 , X 2  ̂ т а ч а л а  к о о р д и н а т  в  т о ч к у  ( x 1, x 2 ) у д о в л е т в о р я е т  р а з н о с т ­
н о м у  у р а в н е н и ю

f  (X 1,X 2 ) -  f  (X 1 -  1 , X2 -  1) -  f  ( X 1 -  2 , X2 )  =  0,

a  ее п р о и з в о д я щ и й  р я д  с х о д и т с я  и  и м е е т  в и д  F ( z 1, z 2 ) =  (1  -  z 1z 2 -  z 2 ) — ^ ^ ^ е т а ч и м  F ” ( z 2 ) =  
f  (n , X 2 ) z x 2 ^  с е ч е н и я  п р о и з в о д я щ е г о  р я д а . П о  т е о р е м е  1 т а к и е  се ч е н и я  у д о в л е т в о р я ю т  р е к у р -

x2^0
р е н т н о м у  с о о т н о ш е н и ю

F ” ( z 2 ) -  z 2 F ” —1 ( z 2 ) -  F ” —2 ( z 2 ) = 0

с  н а ч а л ь н ы м и  д а н н ы м и  F 0 ( z 2 ) =  1 , F  1 ( z 2) =  z 2. П р о д о л ж а я  в ы ч и сл е н и я , п о л у ч и м  и з в е с т н у ю  п о ­
с л е д о в а т е л ь н о с т ь  м н о г о ч л е н о в  Ф и б о н а ч ч и :

F  2 ( z 2 ) = z 22 +  1 ,

F  3 ( z 2 ) = z 3  +  2z2,

F  4 ( z 2 ) = z |  +  3 z 22 +  1,

F 5 ( z 2 ) —z !  +  4z| +  3z2,

Р а с с м о т р и м  н у т и  н а  ц е л о ч и сл е н н о й  р е ш е т к е , о б р а з о в а н н ы е  н а б о р о м  ш а г о в  A  =  { ( 1 , 1 ) ,  ( 1 , 1 ) ( 2 , 0 ) } ,
(1 , 1)  2

р а з н о г о  ц в ета . Ф у н к ц и я  f  ( x 1 , X 2  ̂ т а ч а л а  к о о р д и н а т  в  т о ч к у  ( x 1 , x 2 ) у д о в л е ­
т в о р я е т  р а з н о с т н о м у  у р а в н е н и ю

f  (X1, X2) -  2 f  (X1 -  1, X2 -  1) -  f  (X1 -  2, X2) =  0,

a  ее п р о и з в о д я щ и й  р я д  с х о д и т с я  и  и м е е т  в и д  F ( z 1 , z 2 ) =  (1 -  2z1z2 -  z 2 ) — 1. П о  т е о р е м е  1 е г о  се ч е н и я  
F ” ( z 2 ) у д о в л е т в о р я ю т  р е к у р р е н т н о м у  с о о т н о ш е н и ю

F ” (z2 ) -  2 z 2 F ” — 1(z2)  -  F ” —2(z2 ) =  0 
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с  н а ч а л ь н ы м и  д а н н ы м и  F 0( z 2) =  1, F  1( z 2 ) =  2 z 2 . П р о д о л ж а я  в ы ч и сл е н и я , п о л у ч и м  и з в е с т н у ю  
п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь  м н о г о ч л е н о в  П ел л я :

F 2 ( z 2 ) = 4 z O  +  1, 

F 3 (z2 ) = 8 z 3 +  4z2, 

F 4 ( z 2 )= 1 6 z |  +  12z22 +  1,

4. Заключение. Полученное рекуррентное соотношение для сечений производящих рядов чис­
ла путей па целочисленной решетке позволяет разработать компьютерный алгоритм для вычисле­
ния таких сечений.
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