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Аннотация. В работе решена спектральная задача снецпального вида для сингулярного эллиптическо­
го оператора второго порядка в неограпичеппом угловом секторе па плоскости. Показана перестройка 
собственных значений и изменение формы собственных функций при вариации угла раствора сектора. 
Установлена необходимость изменения граничных условий при трансформации области поиска решения от 
углового сектора к полуплоскости.
Ключевые слова: В-эллиптическое уравнение, собственные значения, собственные функции, задача Ш тур­
ма-Лиувилля.

Для цитирования: Королев Н. В., Ларин А. А. 2020. Об одной спектральной задаче в плоском угле для 
сингулярного эллиптического дифференциального оператора второго порядка. Прикладная математика & 
Физика, 52(2): 86-92. DOI 10.18413/2687-0959-2020-52-2-86-92.

O N  А  SP E C TR A L P R O B L E M  IN  TH E  P L A N E  A N G L E  FO R  SEC O N D  O R D E R  
S IN G U L A R  D IF F E R E N T IA L  O P E R A T O R  

N . V . Korolev, A . A . Larin

(Article submitted by a member of the editorial board C. M. Sitnik)

MESC AF «N. E. Zhukovsky and Y. A. Gagarin Air Force Academy»,
Voronezh, 394064, Russia

E-mail: korolevn33Qyandex.ru, dohiorQyandex.ru 

Received April 21, 2020

Abstract. In this paper the spectral problem of a special form for the singular elliptic operator of the second order 
in an unbounded angular sector on a plane is solved. The rearrangement of eigenvalues and changing the shape 
of eigenfunctions with variations in the sector angle is shown. The necessity of changing the boundary conditions 
during the transformation of the solution search area from an angular sector to a half-plane is established.
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1. Введение. Начиная с работы [Келдыш, 1951], в теории дифференциальных уравнений с 
частными производными сформировалось направление, в работах которого изучаются краевые за­
дачи для сингулярных и вырождающихся эллиптических уравнений. Специфика постановок таких 
задач определяется как наличием особенностей в коэффициентах уравнений [Кинриянов, 1997], 
так и допустимым поведением искомого решения в рассматриваемой области [Ландис, 1971; Ка- 
трахов. Ситник, 2018]. Последнее замечание относится даже к уравнениям с гладкими коэффици­
ентами [Катрахов, Ситник, 2018]. Требования, предъявляемые к решению, такие как, например, 
его ограниченность, определяют особенность постановки соответствуюш,их краевых условий. При­
мером такой задачи, в которой ищутся непрерывные, а потому локально ограниченные решения 
сингулярного эллиптического уравнения, подчиненные некоторому нелокальному условию, служит 
задача для стационарного уравнения Шредингера с кулоновским центрально-симметричным потен­
циалом. Актуальность подобной задачи в последнее время обусловлена исследованиями в области 
оптических свойств низкоразмерных систем, в которых достигается квантование энергетических



уровней носителей заряда хотя бы в одном направлении [Klingshirn, 2005]. В частности, особый ин­
терес связан с процессами оптического поглощения и люминесценции в квантовых точках [Klimov, 
2010; Gavrilenko, 2011], в том числе с участием допорно-акцепторпых пар [Ovchinnikov et al., 2016; 
Mora-Ramos et al., 2020]. Известно, что форма таких объектов существенно меняет спектральные 
характеристики носителей заряда. Однако подобная вариация формы может приводить к необхо­
димости формулировки новых граничных условий с целью сохранения корректности постановки 
математической задачи или возникновению особых точек в решении, для которых требуется его 
регуляризация. Ввиду актуальности математических исследований, проводимых при решении упо­
мянутых задач, в данной работе изучается спектральная задача в плоском угле для сингулярного 
эллиптического оператора второго порядка, содержащего по переменной у дифференциальный опе­
ратор Бесселя B y =  d2/d y 2 +  k d /(y d y )  [Киприяпов, 1997].

2. Постановка задачи. Пусть ^  ^  ̂^адуплоскости E+ =  {(x , y) G E 2 : y >  0} с вершиной
в точке O =  0(0,0^^ ^^азует замкнутый луч ^ ^ ^^^^^^^^жная часть оси Ox.
Обозначим эту часть оси через Г^ ^ щ хть ш G (0,п^ ^ ^^^таор угла ^^^^^^дагаем, что K  -
открытое множество, так что K  =  K  U Г U Г^ замыкание множества в E 2).

В классе функций C 2(K ) П C  1(K  U Гo) П C (K ) будем рассматривать спектральную задачу вида

d2u
' dx2

д 2u к du E
I T T  "я u =  Au,dy2 y dy r

u|p =  0 ,

du

(x, y) G K,

dy
=  0 .

( 1)

(2)

(3)

В уравнении (1) ^  и  ̂ ^ постоянные, к >  1  r =  \/x 2 +  y2. Помимо граничных
u(x, y)

u2 (x, y ) y k dydx <  ж .
K

Рассматриваемая спектральная задача имеет изолированные отрицательные собственные значе­
ния. Требуется найти эти собственные значения и отвечающие им собственные функции.

3. Решение краевой задачи. Следуя [Никифоров, Уваров, 1984; Титчмарш, 1961], восполь­
зуемся методом разделения переменных. Для этого перейдем в задаче (1)^(3) к полярной системе 
координат но формулам x =  r cos 9, y =  r sin 9, r >  0  0  <  9 <  ^адагая v(r, 0 ) =  u(r cos 0 ,r  sin 0 ), 
получим следующую краевую задачу для непрерывной функции v(r, 9̂   ̂ ^^^нолосе П =  {(r , 9) : 
0 <  r <  ж , 0 <  9 <  ш}:

d2v к + 1  dv
dr2

+ dr
f d  2v

d92
+  к cot 9

dvA E v =  0 , r+ A +  —
r

v(r, i 

dv
|e== . = 0 , r >  0 ,

=  0 , r >  0 ,
e=o

v2 (r, 9) r k+ 1 sink9drd9 <  ж .

(4)

(5)

(6)

(7)

Разделение переменных в задаче (4 )-(7 ) по формуле v(r, 9) =  Д(г )Ф(9) приводит к спектраль­
ным задачам для функций Д (г ^  Ф(9^  ̂ компоненты Ф(9) получаем задачу Ш турма-
Лиувилля вида

d2^  - dФ  ̂  ̂ (8 )— —2—  к cot 9—— — ^Ф, 0 <  9 <  ш, d92 d9

dФ
d9

=  Ф(ш) =  0. (9)
e=o

Каждому фиксированному ^ будут соответствовать радиальные компоненты, которые являются 
решениями задачи

dd-? +  +  ^A +  =  0 , 0  < r <  ж , ( 1 0 )dr2 r dr r r 2

г0

r



lim Д(г^ и конечен, /  Д (r) r + dr <  то. ( 1 1 )r— 0 J
П

Решение задачи (8)^(10) получено в [Ларин, Кириллов, 2017]. Пусть Psq(t) -  присоединенная 
функция Лежандра первого рода аргумента t, определенная па разрезе [Бейтмен, Эрдейп, 1973], и 
пусть а; -  положительные решения уравнения

f  ( а ) =  P„(+ AkA/i ) /2 (cos ^ ) = 0 , ( 1 2 )

которые будем считать запумероваппыми в порядке возрастания l =  1, 2 , . . .  [Гобсон, 1931]. Тогда 
собственные значения (СЗ) задачи имеют вид =  а ; (а |+ к ), а отвечаюш,ие им собственные функции 
(СФ), с точностью до постоянного множителя, записываются в виде

Ф,(0) =  (sin 0)(iAk)/ 2 P i1+A(kk)Z1 ) /2 (cos 0). (13)

Заметим, что формулой (17) функции Ф; (0  ̂ только для 0 G (0 ,w ]. Доопределяя
пх в точке 0  =   ̂ ^^ т. е. полагая Ф; (0 ) =  lim Ф l(0 ), получим систему функций,

9—̂0
принадлежащих классу C 2 [0 , w ] п удовлетворяющих граничным условиям ( 1 0 ).

Для решения спектральной задачи (11)-(12) с указанными СЗ ^ фиксируем произвольный 
индекс  ̂ ^ ^ повой функции S (r) =  r (k+ 1)/2 R(r^^ задача для S (r) имеет вид

^  +  4Лг 2  + 4Er +  1 -  (2а, +  к >2 S  =  r >  0, (14)
dr2 4r2

lim S (r) r -(k + 1)/  ̂ и конечен, /  S 2 (r) dr <  то. (15)r— 0 J
П

Решение (18) ищем в виде [Никифоров, Уваров, 1984]

S (r) =  r “ 1+ ( k+ 1) / 2 e x ^ - У - A ^  y(r), (16)

где y(r) -  новая неизвестная функция, для которой получаем уравнение гинергеометрического тина

rd ““2  +  ( 1 +  2а; +  к -  2 V -A r^  ^— + ^E -  V - A (2а; +  к +  1)^ у =  0. (17)

Условия (19) обеспечивают применимость теоремы о разрешимости гинергеометрического урав-
A

раметром в уравнении (2 1 ), находятся из соотношения

E  -  V - A (2а ; +  к +  1) =  2 n V -A ,

так что
E 2

A =  A- ,‘ =  -  (2 n +  2 а, +  к + 1 )2 , “  =  0’ 7’ 2’ . . . .
Нетривиальные решения уп,; уравнения (21) определяются формулой Родрпга [Никифоров, Ува­

ров, 1984]

Cn,l
yn,i =  exp

2E dn 2E
r r n+ 2« i + k e x p

У 2 n +  2 а; +  к +  1 J dr^ у у 2 n +  2 а; +  к +  1 Jj
r (19)

где Cn,; -  произвольные ненулевые постоянные. Из соотношений (20) и (23), а также тождества 
Д(г) =  r (k+ 1)/ 2S(r^^ ^^^^альные составляющие Д(г^ ^ ^ ^ н и я  v(r, 0 ), отвечающие

l

C  2E dn 2E
ДП ; =  — п+г ex^  ( ---------------------- --------^  - —  rn+ 2ai+ k ex^ -------------------------- --------- ^ ) , (20)

,; r “ i + k ^ V 2 n +  2 а ; +  к + 1  J dr^  2 n +  2 а ; +  к +  1 / /

где n =  0,1, 2 , . . . .  Таким образом, доказано следующее утверждение.

Т еор ем а  1  Отрицательные собственные значения задачи (1 )-(3 ) определяются равенством (22), 
о отвечающие им собственные функции в полярной системе координат записываются в виде

Mn,; (r cos 0 ,r  sin 0 ) =  Дn,l (r)Фl(0 ), l =  1 , 2 , . . . ,  n =  0 , 1 , . . . .  (2 1 )

где функции Rn,;(r  ̂ u Ф;(0) определяются равенствами (24) и (17), соответственно.



Отметим, что можно рассматривать подобную задачу и в предельном случае, когда ш =  п, т. 
е. в полуплоскости. В этом случае участок границы ^  ̂ ^мкнуты й луч {(x , 0) : x <  0 },

y = 0

из нее точкой 0 (0 , 0 ).
При переходе к полярной системе координат условие (5) отсутствует, а условие (6 ) принимает 

вид
dv

e=o

dv
=  0 , r >  0 . (22)

v( r, 9)
для функции Ф(9^  ̂ ^^шимает вид Ф'(0) =  Ф'(п) =  значения ^ определяют­
ся последовательностью ^ =  1(1 +  к̂  ̂ щ е 1 =  0 , 1 , . . . ,  а соответствующие этим значениям
собственные функции с точностью до постоянного множителя имеют вид

Ф: (9) =  (sin 9 ) (1- k)/2P1+1( - - )1/)2/ 2 (cos 9). (23)

Отметим, что собственную функцию (23) представляют в этом случае алгебраические многочлены 
cos 9

СЗ задачи на полуплоскости определяются последовательностью

A =  A„,i =  —■
E 2

2 n +  21 +  к + 1 )2 ’
n =  0 , 1 , 2 , . . . . (24)

а радиальные компоненты, отвечающие функции Ф: (9  ̂  ̂ для функцип v(r, 9), имеют
вид

=
C„,l
ri+k exp

E
у 2 n +  21 +  к + 1  у

d„

dr„
r „ + 2:+ k exp 2E

2 n +  21 +  к +  1

\\

/ /
(25)

4. Обсуждение результатов. Рассмотрим снектр краевой задачи на нолунлоскости 9 G [0,п  ] 
с граничными условиями (2 2 ). СЗ, определяемые формулой (24), представлены на рис. 1. Здесь и 
далее считаем, что E  =  ^ и  к =  ^^^ также C„,; =  1. Как видно, все СЗ, кроме первого, являются 
кратными со степенью кратности 7  =  n +  ^̂  ^  ртстом 1 спектр задачи сгущается, а сами значения 
стремятся к нулю.

Рис. 1. Собственные значения (24) для различных нар чисел (n ,l)
Fig. 1. Eigenvalues (24) for various pairs numbers (n ,l)

Для задачи в неограпичеппом угле па плоскости 9 G [0,ш ] картина несколько меняется. Ха­
рактерное сгущение СЗ и их стремление к нулю с ростом 1 остается аналогичным задаче на нолу-

ш
ш =  п /^  ^^ож денны ми со степенью 7  =  n +  1 , но в отличие от полуплоскости
меняется сочетание индексов ( n , Нанример,  если n =  2, то кратными будут СЗ 
с индексами ( 1 ,1 ^  (0, 3̂  ̂ При n =   ̂ СЗ будут (2,1^ (1, 3^ (0, 5). На рис. 2 представлены
серии СЗ при / =  1 , . . . ,   ̂  ̂ ^^'чае ш =  1 1 п / 1 2 . Так, к примеру, для соседних серий СЗ выполняется 
неравенство A1,; >  Ao,;+1.



Рис. 2. Собственные значения (22) ири различных нарах чисел (n ,l)  ш =  11п/12.
Вставка: зависимость корней (13) от угла ш

Fig. 2. Eigenvalues (22) for various pairs numbers (n ,l)  at ш =  11n/1^^ roots ai of the equation (13)
as function of angle ш

Рис. 3. График функции u(r  cos в,т sin 0̂  значениях  ̂ ^^^^лоскости ш =  п (слева)
и ири угле ш =  11п/12 (справа)

Fig. 3. Function u(r cos0 ,r  sin0̂  rarious  ̂ ^^^alf-plane ш =  ^ and ш =  11п/12 (right)

Поскольку СЗ зависят от корней уравнения (13), т. е. зависят от величины угла w, было выпол­
нено численное решение уравнения (13) ири различных w. Указанные зависимости представлены на 
вставке к рис. 2  в случаях l = 1 , 2 , что с ростом ^ ^^этения а; убывают как функция
In/w -  ^ жачит ' i ^   ̂ щ и  w ^  п. В результате приходим к спектру (24). Данная зависимость



Г
u(r cos 9, r sin 9̂  компонентой Ф; (9). Графики СФ в полярной системе коорди­
нат нри n =   ̂ в диапазоне изменения r =  0 .2 0 , . . . ,  0.90. Слева представлены

ш =  п ш <  п
сетки при фиксированном угле 9̂  ̂ ^^гаснт от четностн со значений / >  2 ,
рост / приводит к увеличению числа нетель на графике в области начала координат, в то время как 

n
симметрия СФ нарушается (рис. 3, справа). Графики представлены при изменении 9 G [0 ,11п/12]. 
Как и в случае с собственными значениями, СФ в пределе при ш ^  п по форме переходят к виду,

ш = п
4. Заключение. В работе выполнено исследование спектральной задачи для сингулярного 

эллиптического дифференциального оператора второго порядка, содержащего дифференциальное 
выражение Бесселя B y. Для двумерного случая рассмотрены угловые секторы при угле раствора 
ш =  п ш 0  < ш < ^ ^  ^^^^ется вырожденным только в случаях ш =  п / 2

ш = п
с присоединенными функциями Лежандра позволило установить асимптотику СЗ при 0  <  ш <  п, 
которая указывает на предельный переход спектра рассматриваемого уравнения нри ш ^  п. Полу­
чены собственные функции и продемонстрировано их изменение при вариации числа I.

Таким образом, в рамках поставленной задачи установлено, что для сохранения корректности 
постановки краевой задачи для сингулярного уравнения при переходе от задачи в угле раствором 
ш <  п Г
условие Неймана.
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