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Аннотация. В статье представленыформулы обращения весового сферического среднего. Мы рассматриваем обоб-
щение классического сферического среднегона случай, когда вместо обычного сдвига действует обобщенный сдвиг,
порожденный оператором Бесселя. Обратный оператор к рассматриваемому обобщенному сферическому среднему
построен при помощи смешанного гиперболического −потенциала Рисса. Кроме того, в статье приводится общая
формула обращения классического сферического среднего вне зависимости от четности или нечетности размер-
ности пространства, полученная применением гиперболического потенциала Рисса. Также приводятся различные
частные случаи и примеры.
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1. Введение.Интерес к восстановлениюфункции с помощью ее интеграла по сфере, стимулируемый
целым рядом новых задач и методов восстановления изображения, чрезвычайно вырос за последние
шесть десятилетий. Восстановление функции по известному подмножеству ее сферических средних –
есть широко распространенная задача как в чистой, так и в прикладной математике. Связь этой задачи
с получением фотоакустического изображения заключается в следующем. Пусть скорость распростра-
нения звука в среде будет постоянной величиной. Тогда давление в определенный момент времени
выражается через среднее сферическое давление и его производную по времени в некоторый предыду-
щий момент времени [21]. Следовательно, этот метод визуализации требует обращения сферических
средних.

Задача восстановления функции 𝑓 с носителем в шаре 𝐵 ∈ R𝑛 , если сферические средние 𝑓 известны
по всем геодезическим сферам с центром на границе 𝜕𝐵, была решена без использования гипербо-
лических потенциалов [16, 17, 21, 26, 27, 29, 30, 31]. Примечательно, что формулы восстановления в
[16, 17, 21, 26, 27, 29, 30, 31] различны для четной и нечетной размерностей евклидова пространства 𝑛.
В статье [18] получены формулы обращения сферического среднего для любой четности 𝑛 и любого
пространства постоянной кривизны без применения гиперболических потенциалов Рисса.
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Сферическое среднее𝑀𝑡 , 𝑡 > 0, действующее на интегрируемую по сфере в пространстве R𝑛 радиуса
𝑡 с центром в точке 𝑥 ∈ R𝑛 функцию 𝑓 (𝑥), сплетает оператор Лапласа и одномерный оператор Бесселя с
индексом (𝑛 − 1):

(𝑀𝑡 (Δ)𝑥 𝑓 ) (𝑥) =
(
𝑑2

𝑑𝑡2
+ 𝑛 − 1

𝑡

𝑑

𝑑𝑡

)
(𝑀𝑡 𝑓 ) (𝑥), (Δ)𝑥 =

𝑛∑︁
𝑘=1

𝜕2

𝜕𝑥2
𝑘

. (1)

В формуле (1) на функцию 𝑓 налагается дополнительное условие: она должна быть дважды непрерывно
дифференцируемой.

Большой интерес у различных исследователей вызывает обобщение сферического среднего 𝑀𝑡 . В
статье [36] рассматривалось сферическое среднее в пространстве с отрицательной кривизной, в [22] и
[20] изучалось обобщение сферического среднего, порожденное оператором преобразования Дункла.
В этой статье мы рассматриваем весовое сферическое среднее (см. (33)), которое является оператором
преобразования, сплетающим многомерный оператор

(Δ𝛾 )𝑥=
𝑛∑︁
𝑖=1

(𝐵𝛾𝑖 )𝑥𝑖 , (𝐵𝛾𝑖 )𝑥𝑖=
𝜕2

𝜕𝑥2
𝑖

+ 𝛾𝑖

𝑥𝑖

𝜕

𝜕𝑥𝑖
, 𝛾𝑖 ≥ 0, 𝑖 = 1, ..., 𝑛 (2)

и одномерный оператор Бесселя с индексом 𝑛 + |𝛾 | − 1 вида

(𝐵𝑛+|𝛾 |−1)𝑡=
𝑑2

𝑑𝑡2
+ 𝑛 + |𝛾 | − 1

𝑡

𝑑

𝑑𝑡
, 𝑡 > 0, |𝛾 |=𝛾1+. . .+𝛾𝑛 . (3)

Такое сферическое среднее тесно связано с 𝐵−ультрагиперболическим уравнением вида (см. [9, 10, 33])

𝑛∑︁
𝑗=1

(𝐵𝛾𝑖 )𝑥 𝑗
𝑢 =

𝑛∑︁
𝑗=1

(𝐵𝛾𝑖 )𝑦 𝑗
𝑢, 𝑢 = 𝑢 (𝑥1, ..., 𝑥𝑛, 𝑦1, ..., 𝑦𝑛). (4)

Задача восстановления функции по ее сферическому среднему или обобщенному сферическому
среднему является обратной задачей. Отметим здесь, что обратными задачами, в том числе и с опера-
тором Бесселя, занимается В. В. Кравченко (см. [24, 54, 23, 70]).

Статья содержит формулы обращения для классического сферического среднего 𝑀𝑡 (см. (1)) и весо-
вого сферического среднего𝑀𝛾

𝑡 (см. (33)), основанные на свойствах гиперболического потенциала Рисса
(см. (11)) и смешанного гиперболического 𝐵−потенциала Рисса (см. (15)), а также, как частный случай,
формулу обращения обобщенного сдвига (см. (44)).

2. Основные определения. В этом разделе мы приведем основные обозначения, термины и ре-
зультаты, которые будут использоваться в статье.

Пусть R𝑛+1 – 𝑛 + 1−мерное евклидово пространство,

R𝑛+1+ ={(𝑡, 𝑥)=(𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ∈ R𝑛+1, 𝑥1>0, . . . , 𝑥𝑛>0},

𝛾=(𝛾1, ..., 𝛾𝑛) – мультииндекс, состоящий из фиксированных действительных чисел 𝛾𝑖 ≥ 0, 𝑖=1, ..., 𝑛, и
|𝛾 |=𝛾1+. . .+𝛾𝑛 . Пусть Ω – конечное или бесконечное открытое множество в R𝑛+1, симметрично относи-
тельно каждой гиперплоскости 𝑥𝑖=0, 𝑖 = 1, ..., 𝑛, Ω+ = Ω ∩ R𝑛+1+ и Ω̃+ = Ω ∩ R𝑛+1+ , где

R 𝑛+1
+ ={(𝑡, 𝑥)=(𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)∈R𝑛+1, 𝑥1≥0, . . . , 𝑥𝑛≥0}.

Мы будем иметь дело с классом 𝐶𝑚 (Ω+), состоящим из 𝑚 раз дифференцируемых на Ω+ функций.
Обозначим через𝐶𝑚 (Ω̃+) подмножество функций из𝐶𝑚 (Ω+) таких, что все существующие производные
этих функций по 𝑥𝑖 для любого 𝑖 = 1, ..., 𝑛 непрерывны до 𝑥𝑖=0, а все существующие производные по 𝑡

непрерывны для 𝑡 ∈ R.

Класс𝐶𝑚
𝑒𝑣 (Ω̃+) состоит из всех функций из𝐶𝑚 (Ω̃+), таких что 𝜕2𝑘+1 𝑓

𝜕𝑥2𝑘+1
𝑖

����
𝑥=0

= 0 для всех неотрицательных

целых чисел 𝑘 ≤ 𝑚−1
2 и для 𝑖 = 1, ..., 𝑛 (см. [2] и [5], стр. 21). В дальнейшем мы будем обозначать𝐶𝑚

𝑒𝑣 (R𝑁+1
+ )

через 𝐶𝑚
𝑒𝑣 .

Положим
𝐶∞
𝑒𝑣 (Ω̃+) =

⋂
𝐶𝑚
𝑒𝑣 (Ω̃+),

с пересечением, взятым по всем конечным𝑚. Пусть 𝐶∞
𝑒𝑣 (R 𝑛+1

+ ) = 𝐶∞
𝑒𝑣 . Пусть

◦
𝐶∞
𝑒𝑣 (Ω̃+) пространство функ-

ций 𝑓 ∈𝐶∞
𝑒𝑣 (Ω̃+) с компактным носителем. Мы будем использовать обозначения

◦
𝐶∞
𝑒𝑣 (Ω̃+)=D+ (Ω̃+).
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Пусть L𝛾
𝑝 (Ω+), 1≤𝑝<∞ – пространство всех измеримых в Ω+ функций таких, что∫

Ω+

|𝑓 (𝑡, 𝑥) |𝑝𝑥𝛾𝑑𝑡𝑑𝑥 < ∞,

здесь и далее

𝑥𝛾 =

𝑛∏
𝑖=1

𝑥
𝛾𝑖
𝑖
.

Для вещественного 𝑝 ≥ 1 определим L𝛾
𝑝 (Ω+) – норму функции 𝑓 формулой

| |𝑓 | |L𝛾
𝑝 (Ω+) =

©«
∫
Ω+

|𝑓 (𝑡, 𝑥) |𝑝𝑥𝛾𝑑𝑡𝑑𝑥
ª®®¬
1/𝑝

.

Пусть L𝛾
𝑝 = L𝛾

𝑝 (R+𝑛+1).
Мы будем использовать обобщенную свертку, определяемую формулой

(𝑓 ∗ 𝑔)𝛾 (𝑥, 𝑡) =
∫
R𝑛+1+

𝑓 (𝜏,𝑦) ( 𝛾T𝑦
𝑥𝑔) (𝑡 − 𝜏, 𝑥)𝑦𝛾𝑑𝜏𝑑𝑦, (5)

где 𝛾T𝑦
𝑥 – многомерный обобщенный сдвиг

(𝛾T𝑦
𝑥 𝑓 ) (𝑡, 𝑥)=(𝛾1𝑇

𝑦1
𝑥1 ...

𝛾𝑛𝑇
𝑦𝑛
𝑥𝑛 𝑓 ) (𝑡, 𝑥). (6)

Каждый из одномерных обобщенных сдвигов 𝛾𝑖𝑇
𝑦𝑖
𝑥𝑖 определяется для 𝑖=1, ..., 𝑛 следующей формулой (см.

[8], стр. 122, формула (5.19))

(𝛾𝑖𝑇 𝑦𝑖
𝑥𝑖 𝑓 ) (𝑡, 𝑥)=

Γ
(
𝛾𝑖+1
2

)
Γ

(𝛾𝑖
2
)
Γ

( 1
2
) 𝜋∫

0

sin𝛾𝑖−1 𝜑𝑖×

×𝑓 (𝑡, 𝑥1, ..., 𝑥𝑖−1,
√︃
𝑥2
𝑖
+ 𝑦2

𝑖
− 2𝑥𝑖𝑦𝑖 cos𝜑𝑖 , 𝑥𝑖+1, ..., 𝑥𝑛) 𝑑𝜑𝑖 ,

𝛾𝑖 > 0, 𝑖 = 1, ..., 𝑛 и при 𝛾𝑖 = 0 обобщенный сдвиг 𝛾𝑖𝑇
𝑦𝑖
𝑥𝑖 имеет вид (см. [35])

0𝑇
𝑦𝑖
𝑥𝑖 =

𝑓 (𝑥 + 𝑦) + 𝑓 (𝑥 − 𝑦)
2

.

Мы будем использовать подпространство быстро убывающих функций:

𝑆𝑒𝑣 (R𝑛+1+ ) = 𝑆𝑒𝑣 =

{
𝑓 ∈ 𝐶∞

𝑒𝑣 : sup
(𝑡,𝑥) ∈𝑅𝑛+1

+

���𝑡𝛼0𝑥𝛼𝐷𝛽 𝑓 (𝑡, 𝑥)
��� < ∞

}
,

где 𝛼 = (𝛼1, ..., 𝛼𝑛), 𝛽 = (𝛽0, 𝛽1, ..., 𝛽𝑛), 𝛼0, 𝛼1, ..., 𝛼𝑛, 𝛽0, 𝛽1, ..., 𝛽𝑛 – произвольные целые неотрицательные
числа, 𝑥𝛼=𝑥𝛼1

1 𝑥
𝛼2
2 . . . 𝑥

𝛼𝑛
𝑛 , 𝐷𝛽=𝐷

𝛽0
𝑡 𝐷

𝛽1
𝑥1 ...𝐷

𝛽𝑛
𝑥𝑛 , 𝐷𝑡 =

𝜕
𝜕𝑡
, 𝐷𝑥 𝑗

= 𝜕
𝜕𝑥 𝑗

, 𝑗 = 1, ..., 𝑛.
Нормированная функция Бесселя 𝑗𝜈 , имеет вид (см. [5], стр. 10, [8])

𝑗𝜈 (𝑥) =
2𝜈Γ(𝜈 + 1)

𝑥𝜈
𝐽𝜈 (𝑥), 𝜈 ≥ −1

2
, (7)

где 𝐽𝜈 – функция Бесселя первого рода. Для этой функции справедливо соотношение 𝑗𝜈 (0) = 1.
Многомерное преобразование Фурье – Бесселя функции 𝑓 ∈L𝛾

1 (R𝑛+1+ ) определяется формулой

F𝛾 [𝑓 ] (𝜏, 𝜉) = 𝑓 (𝜏, 𝜉) =
∫
R𝑛+1+

𝑓 (𝑡, 𝑥) 𝑒−𝑖𝑡𝜏 j𝛾 (𝑥 ; 𝜉)𝑥𝛾𝑑𝑡𝑑𝑥,

где

j𝛾 (𝑥 ; 𝜉) =
𝑛∏
𝑖=1

𝑗 𝛾𝑖−1
2
(𝑥𝑖𝜉𝑖 ), 𝛾1 ≥ 0, ..., 𝛾𝑛 ≥ 0. (8)

Пусть 𝜈 > 0. Одномерный оператор Пуассона определяется для интегрируемой функции 𝑔 равен-
ством

P𝜈
𝑟 𝑔(𝑟 ) =

2𝐶 (𝜈)
𝑟 𝜈−1

𝑟∫
0

(
𝑟 2 − 𝑡2

) 𝜈
2 −1 𝑔(𝑡) 𝑑𝑡, 𝐶 (𝜈) =

Γ
(
𝜈+1
2

)
√
𝜋 Γ

(
𝜈
2
) , (9)
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или

P𝜈
𝑟 𝑔(𝑟 ) = 2𝐶 (𝜈)

1∫
0

(
1 − 𝑡2

) 𝜈
2 −1 𝑔(𝑟𝑡) 𝑑𝑡 . (10)

Константа 𝐶 (𝜈) выбрана так, чтобы P𝜈
𝑥 [1] = 1. При 𝜈 = 0 одномерный оператор Пуассона вместо опера-

тора Пуассона будет использоваться тождественный оператор: P0
𝑥 = 𝐼 (см. [35]).

3. Гиперболический потенциал Рисса и смешанный гиперболический 𝐵−потенциал Рисса.
Приведенная в этом разделе информация будет использована в 4-м разделе, где представлены основные
результаты.

Пусть 𝑛 ∈ N, 𝑡 ∈ R, 𝑥 = (𝑥1, ..., 𝑥𝑛) ∈ R𝑛 , |𝑥 | =
√︃
𝑥21 + ... + 𝑥2𝑛 . Гиперболический потенциал Рисса вида

(𝐼𝛼� 𝑓 ) (𝑡, 𝑥) =
1

𝐻𝑛 (𝛼)

∫
𝜏2≥ |𝑦 |2,𝜏≥0

(𝜏2 − |𝑦 |2) 𝛼−𝑛−1
2 𝑓 (𝑡 − 𝜏, 𝑥 − 𝑦)𝑑𝜏𝑑𝑦, (11)

где 𝑛 − 1 < 𝛼 < 𝑛 + 1,

𝐻𝑛 (𝛼) = 2𝛼−1𝜋
𝑛−1
2 Γ

(
𝛼 − 𝑛 + 1

2

)
Γ

(𝛼
2

)
изучался в [11, 12].

Интеграл (11) сходится абсолютно при 𝑛−1<𝛼 для интегрируемых по части конуса 𝑡2≥|𝑦 |2, 𝑡 ≥ 0,
𝑦 ∈ R, 0 < 𝜏 функций 𝑓 (𝜏,𝑦) (см. [11, 12]). Для 0 ≤ 𝛼 ≤ 𝑛−1 гиперболический потенциал Рисса определим
формулой

(𝐼𝛼� 𝑓 ) (𝑡, 𝑥) =
(
𝜕2

𝜕𝑡2
−

𝑛∑︁
𝑘=1

𝜕2

𝜕𝑥2
𝑘

)𝑤
(𝐼𝛼+2𝑤� 𝑓 ) (𝑡, 𝑥),

где𝑤 =
[
𝑛−𝛼+1

2
]
.

Потенциал 𝐼 2𝛼� реализует отрицательные степени волнового оператора �𝑡,𝑥 = 𝜕2

𝜕𝑡2
−

𝑛∑
𝑘=1

𝜕2

𝜕𝑥2
𝑘

:(
𝜕2

𝜕𝑡2
−

𝑛∑︁
𝑘=1

𝜕2

𝜕𝑥2
𝑘

)𝛼
= 𝐼 2𝛼� .

В частности, для подходящей функции 𝑓 (𝑡, 𝑥) справедливо равенство при 𝛼 = 2𝑚, 𝑚 ∈ N (см.)

�𝑚𝑡,𝑥 (𝐼 2𝑚� 𝑓 ) (𝑡, 𝑥) = 𝑓 (𝑡, 𝑥). (12)

В случае, когда 𝑓 (𝑡, 𝑥) = ℎ(𝑡)𝐹 (𝑥), получим

(𝐼𝛼� 𝑓 ) (𝑡, 𝑥) =
1

𝐻𝑛 (𝛼)

∞∫
0

ℎ(𝑡 − 𝜏)𝑑𝜏
∫

𝜏2≥ |𝑦 |2

(𝜏2 − |𝑦 |2) 𝛼−𝑛−1
2 𝐹 (𝑥 − 𝑦)𝑑𝑦 = {𝑦 = 𝜏𝜉} =

=
1

𝐻𝑛 (𝛼)

∞∫
0

𝜏𝛼−1ℎ(𝑡 − 𝜏)𝑑𝜏
∫

|𝜉 |2≤1

(1 − |𝜉 |2) 𝛼−𝑛−1
2 𝐹 (𝑥 − 𝜏𝜉)𝑑𝜉. (13)

Справедлива теорема 3.1 об ограниченности 𝐼𝛼� из 𝐿𝑝 в 𝐿𝑟 (см. [12], теорема 2.1) и теорема 3.2 об
обратном к 𝐼𝛼� операторе (см. [12], теорема 2.4).

Теорема 3.1. Пусть 𝑛 − 1 < 𝛼 < 𝑛 + 1, 1 < 𝑝 < 𝑛+1
𝛼
, 𝑟 = (𝑛+1)𝑝

𝑛+1−𝛼𝑝 . Тогда справедлива оценка

| |𝐼𝛼� 𝑓 | |𝑟 ≤ 𝑐𝑛,𝑝 | |𝑓 | |𝑝 , 𝑓 ∈ 𝑆.

Константа 𝑐𝑛,𝑝 не зависит от 𝑓 . Здесь 𝑆 – пространство Шварца.
Теорема 3.2. Пусть 𝑛 − 1 < 𝛼 < 𝑛 + 1, 1 < 𝑝 < 𝑛

𝛼
с дополнительным ограничением 𝑝 <

2𝑛 (𝑛+1)
𝑛+1+2𝛼𝑛 при

𝑛 − 1 < 𝛼 < 𝑛 и четном 𝑛. Тогда

((𝐼𝛼� )−1𝐼𝛼� 𝑓 ) (𝑡, 𝑥) = 𝑓 (𝑡, 𝑥), 𝑓 ∈ 𝐿𝑝 , (14)

где
(𝐼𝛼� )−1 𝑓 (𝑡, 𝑥) = lim

𝜀→0

∫
R𝑛+1

𝑔𝛼,𝜀 (𝜏,𝑦) 𝑓 (𝑡 − 𝜏, 𝑥 − 𝑦)𝑑𝜏𝑑𝑦,
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𝑔𝛼,𝜀 (𝑡, 𝑥) =
1

(2𝜋)𝑛+1
∫
R𝑛+1

1
𝑞
|𝜏2 − |𝑦 |2 | 𝛼2 𝑒−𝜀 ( |𝜏 |+ |𝑦 |)−𝑖𝑡𝜏−𝑖 〈𝑥,𝑦〉𝑑𝜏𝑑𝑦,

𝑞 =

{
𝑒

𝛼𝜋𝑖
2 sgn𝜏 при 𝜏2 > |𝑦 |2;

1 при 𝜏2 ≤ |𝑦 |2 .

Известно [12], что функция 𝑔𝛼,𝜀 (𝑡, 𝑥) представима в виде

𝑔𝛼,𝜀 (𝑡, 𝑥) =
Γ(𝑛 + 1 + 𝛼)
2𝑛𝜋 𝑛

2 +1Γ
(
𝑛
2
) ∞∫

0

𝜌𝑛−1 |1 − 𝜌2 | 𝛼2 ×

×
[

𝑒−
𝛼𝜋𝑖
2 𝜃 (1−𝜌)

(𝜀 + 𝜀𝜌 + 𝑖𝑡)𝑛+1+𝛼 2𝐹1

(
𝑛 + 1 + 𝛼

2
,
𝑛 + 2 + 𝛼

2
;
𝑛

2
;− 𝜌2 |𝑥 |2

(𝜀 + 𝜀𝜌 + 𝑖𝑡)2

)
+

+ 𝑒
𝛼𝜋𝑖
2 𝜃 (1−𝜌)

(𝜀 + 𝜀𝜌 − 𝑖𝑡)𝑛+1+𝛼 2𝐹1

(
𝑛 + 1 + 𝛼

2
,
𝑛 + 2 + 𝛼

2
;
𝑛

2
;− 𝜌2 |𝑥 |2

(𝜀 + 𝜀𝜌 − 𝑖𝑡)2

)]
𝑑𝜌,

где 𝜃 (𝑥) =
{
1 𝑥 ≥ 0;
0 𝑥 < 0 − функция Хевисайда.

Функция 𝑔𝛼,𝜀 (𝑡, 𝑥) принадлежит пространству 𝐿𝑟 , 1 < 𝑟 < ∞, с дополнительным ограничением
2𝑛

2𝑛−1 < 𝑟 при 𝑛 − 1 < 𝛼 < 𝑛 и нечетном 𝑛.
Рассмотрим теперь смешанный гиперболический 𝐵-потенциал Рисса.

(𝐼𝛼�,𝛾 𝑓 ) (𝑡, 𝑥) =
1

𝑁 (𝛼,𝛾, 𝑛)

∫
𝜏2≥ |𝑦 |2,𝜏≥0,𝑦∈R𝑛

(𝜏2 − |𝑦 |2)
𝛼−𝑛−|𝛾 |−1

2 ( 𝛾T𝑦
𝑥 ) 𝑓 (𝑡 − 𝜏, 𝑥)𝑦𝛾𝑑𝜏𝑑𝑦, (15)

где 𝑛 + |𝛾 | − 1 < 𝛼 < 𝑛 + |𝛾 | + 1,

𝑁 (𝛼,𝛾, 𝑛) = 2𝛼−𝑛−1
√
𝜋

𝑛∏
𝑖=1

Γ

(
𝛾𝑖 + 1
2

)
Γ

(
𝛼 − 𝑛 − |𝛾 | + 1

2

)
Γ

(𝛼
2

)
. (16)

Такой потенциал изучался в [32, 34, 35].
Интеграл (15) сходится абсолютно при 𝑛+|𝛾 |−1<𝛼 для интегрируемых по части конуса 𝑡2≥|𝑦 |2, 𝑡 ≥ 0,

𝑦 ∈ R𝑛 , 0 < 𝜏 с весом 𝑦𝛾 функций 𝑓 (𝜏,𝑦).
Для 0 ≤ 𝛼 ≤ 𝑛 + |𝛾 | − 1 имеем

(𝐼𝛼�,𝛾 𝑓 ) (𝑡, 𝑥) =
(
𝜕2

𝜕𝑡2
−

𝑛∑︁
𝑖=1

(𝐵𝛾𝑖 )𝑥𝑖

)𝑤
(𝐼𝛼+2𝑤�,𝛾 𝑓 ) (𝑡, 𝑥),

где𝑤 =

[
𝑛+|𝛾 |−𝛼+1

2

]
.

Потенциал 𝐼 2𝛼�,𝛾 реализует отрицательные степени сингулярного волнового оператора 𝜕2

𝜕𝑡2
−

𝑛∑
𝑖=1

(𝐵𝛾𝑖 )𝑥𝑖 :(
𝜕2

𝜕𝑡2
−

𝑛∑︁
𝑖=1

(𝐵𝛾𝑖 )𝑥𝑖

)𝛼
= 𝐼 2𝛼�,𝛾 .

В частности, для подходящей функции 𝑓 (𝑡, 𝑥) справедливо равенство при 𝛼 = 2𝑚 < 𝑛 + 1, 𝑚 ∈ N (см.
[34, 35]) (

𝜕2

𝜕𝑡2
−

𝑛∑︁
𝑖=1

(𝐵𝛾𝑖 )𝑥𝑖

)𝑚
(𝐼 2𝑚�,𝛾 𝑓 ) (𝑡, 𝑥) = 𝑓 (𝑡, 𝑥). (17)

Справедлива теорема 3.3 об ограниченности 𝐼𝛼�,𝛾 из 𝐿𝑝 в 𝐿𝑟 (см. [32], теорема 1) и теорема 3.4 об
обратном к 𝐼𝛼�,𝛾 операторе (см. [32], теорема 7).

Теорема 3.3. Пусть 𝑛 + |𝛾 | − 1<𝛼<𝑛 + |𝛾 | + 1, 1 ≤ 𝑝<
𝑛+|𝛾 |+1

𝛼
. Для выполнения оценки

| |𝐼𝛼�,𝛾 𝑓 | |𝑞,𝛾 ≤ 𝑀𝑛,𝛾,𝑝 | |𝑓 | |𝑝,𝛾 , 𝑓 ∈ 𝑆𝑒𝑣 (18)

необходимо и достаточно, чтобы 𝑞 =
(𝑛+|𝛾 |+1)𝑝
𝑛+|𝛾 |+1−𝛼𝑝 . Константа𝑀𝑛,𝛾,𝑝 не зависит от 𝑓 .
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Замечание 1. В силу (18) существует единственное продолжение 𝐼𝛼�,𝛾 на все L𝛾
𝑝 , 1 < 𝑝 <

𝑛+|𝛾 |+1
𝛼

с
сохранением ограниченности при 𝑛 + |𝛾 | − 1 < 𝛼 < 𝑛 + |𝛾 |. Отсюда следует, что это продолжение вводится
интегралом (15) в случае, когда он сходится абсолютно.

Теорема 3.4. Пусть 𝑛 + |𝛾 | − 1 < 𝛼 < 𝑛 + 1 + |𝛾 |, 1 < 𝑝 <
𝑛+1+|𝛾 |

𝛼
с дополнительным ограничением

𝑝 <
2(𝑛 + 1 + |𝛾 |) (𝑛 + |𝛾 |)
𝑛 + 1 + |𝛾 | + 2𝛼 (𝑛 + |𝛾 |)

при 𝑛 + |𝛾 | − 1 < 𝛼 < 𝑛 + |𝛾 | и при 𝑛 + 1 + |𝛾 | – нечетное число. Тогда

((𝐼𝛼�,𝛾 )−1𝐼𝛼�,𝛾 𝑓 ) (𝑡, 𝑥) = 𝑓 (𝑡, 𝑥), 𝑓 (𝑡, 𝑥) ∈ 𝐿
𝛾
𝑝 ,

где
(𝐼𝛼�,𝛾 )−1 𝑓 = lim

𝜀→0
(𝐼𝛼�,𝛾 )−1𝜀 𝑓 , (19)

(𝐼𝛼�,𝛾 )−1𝜀 𝑓 =

(
F −1
𝛾 (𝑞 |𝜏2 − |𝜉 |2 | 𝛼2 𝑒−𝜀 |𝜏 |−𝜀 |𝜉 |) ∗ 𝑓

)
𝛾
,

𝑔𝛼,𝛾,𝜀 (𝑡, 𝑥) = F −1
𝛾 (𝑞−1 |𝜏2 − |𝜉 |2 | 𝛼2 𝑒−𝜀 |𝜏 |−𝜀 |𝜉 |) (𝑡, 𝑥),

𝑞 =


1, |𝜉 |2 ≥ 𝜏2;
𝑒−

𝛼𝜋
2 𝑖 , |𝜉 |2 < 𝜏2, 𝜏 ≥ 0;

𝑒
𝛼𝜋
2 𝑖 , |𝜉 |2 < 𝜏2, 𝜏 < 0.

В случае, когда 𝑓 (𝑡, 𝑥) = ℎ(𝑡)𝐹 (𝑥), получим

(𝐼𝛼�,𝛾ℎ𝐹 ) (𝑡, 𝑥) =

=
1

𝑁 (𝛼,𝛾, 𝑛)

∞∫
0

ℎ(𝑡 − 𝜏)𝑑𝜏
∫

𝜏≥ |𝑦 |,𝑦∈R𝑛+

(𝜏2 − |𝑦 |2)
𝛼−𝑛−|𝛾 |−1

2 ( 𝛾T𝑦
𝑥 )𝐹 (𝑥)𝑦𝛾𝑑𝑦. (20)

4. Сферическое среднее. Классическое сферическое среднее имеет вид (см. [3], стр. 72, формула 4.1)

(𝑀𝑡 𝑓 ) (𝑥) =
1

|𝑆𝑛 (1) |

∫
𝑆𝑛 (1)

𝑓 (𝑥 + 𝛽𝑡)𝑑𝑆, 𝑥 = (𝑥1, ..., 𝑥𝑛), |𝑆𝑛 (1) | =
2𝜋 𝑛

2

Γ
(
𝑛
2
) , (21)

где 𝑛 ≥ 2. При 𝑛 ≥ 3 здесь 𝑆𝑛 (1) – единичная сфера с центром в начале координат, 𝛽 – координата сферы
𝑆𝑛 (1). При 𝑛 = 2 здесь 𝑆2 (1) – единичная окружность с центром в начале координат, 𝛽 – координата
окружности 𝑆2 (1). При 𝑛 = 1 положим

(𝑀𝑡 𝑓 ) (𝑥) =
𝑓 (𝑥 + 𝑡) + 𝑓 (𝑥 − 𝑡)

2
. (22)

По определению функция𝑀𝑡 является четной функций 𝑡 .

Пусть 𝑡 ≥ 0, Δ𝑥 =
𝑛∑

𝑘=1

𝜕2

𝜕𝑥2
𝑘

. Известно [3], что сферическое среднее (21) является единственным решение

задачи Коши
Δ𝑥𝑢 (𝑡, 𝑥) = (𝐵𝑛−1)𝑡𝑢 (𝑡, 𝑥),

𝑢 (0, 𝑥) = 𝑓 (𝑥), 𝑢𝑡 (0, 𝑥) = 0.

В силу четности по 𝑡 функции𝑀𝑡 запишем (21) в виде

𝑢 (𝑡, 𝑥) = (𝑀𝑡 𝑓 ) (𝑥) =
1

|𝑆𝑛 (1) |

∫
𝑆𝑛 (1)

𝑓 (𝑥 − 𝛽𝑡)𝑑𝑆. (23)

Замечание 2. Заметим, что (см. [24], стр. 124, Теорема 4.1) дважды непрерывно дифференцируемое при
𝑡 > 0 решение 𝑢=𝑢 (𝑡, 𝑥) уравнения

Δ𝑥𝑢 (𝑡, 𝑥) = (𝐵𝑘 )𝑡𝑢 (𝑡, 𝑥), 𝑥 = (𝑥1, ..., 𝑥𝑛), 𝑡 > 0,

связано с дважды непрерывно дифференцируемым решением уравнения

Δ𝑥𝑤 (𝑡, 𝑥) = 𝑤𝑡𝑡 (𝑡, 𝑥), 𝑥 = (𝑥1, ..., 𝑥𝑛), 𝑡 ∈ R,
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формулой
𝑢 (𝑡, 𝑥) = P𝑘

𝑡 𝑤 (𝑡, 𝑥),
где P𝑘

𝑡 оператор Пуассона (9), действующий по переменной 𝑡 . Тогда сферическое среднее связано с решением
задачи Коши для волнового уравнения с условиями𝑤 (0, 𝑥) = 𝑓 (𝑥), 𝑤𝑡 (0, 𝑥) = 0 равенством

(𝑀𝑡 𝑓 ) (𝑥) = P𝑘
𝑡 𝑤 (𝑡, 𝑥), (24)

Пример 1.Пусть 𝑓 (𝑥) = 𝑒𝑖 〈𝑎,𝑥 〉 , 𝑎 = (𝑎1, ..., 𝑎𝑛), 𝑥 = (𝑥1, ..., 𝑥𝑛), 〈𝑎, 𝑥〉 = 𝑎1𝑥1+ ...𝑎𝑛𝑥𝑛 . Для его сферического
среднего имеем

𝑀𝑡𝑒
𝑖 〈𝑎,𝑥 〉 =

𝑒𝑖 〈𝑎,𝑥 〉

|𝑆𝑛 (1) |

∫
𝑆𝑛 (1)

𝑒𝑖𝑡 〈𝑎,𝛽 〉𝑑𝑆.

Используя формулу для интеграла, взятого по единичной сфере, от функции типа плоской волны (см.
формулу 1.2 из [3]) вида ∫

𝑆𝑛 (1)

𝑔(〈𝑥,𝑦〉)𝑑𝑆 = |𝑆𝑛−1 (1) |
1∫

−1

(1 − 𝑝2) 𝑛−3
2 𝑔( |𝑦 |𝑝)𝑑𝑝,

получим

𝑀𝑡𝑒
𝑖 〈𝑎,𝑥 〉 =

|𝑆𝑛−1 (1) |
|𝑆𝑛 (1) |

𝑒𝑖 〈𝑎,𝑥 〉
1∫

−1

(1 − 𝑝2) 𝑛−3
2 𝑒𝑖𝑡 |𝑎 |𝑝𝑑𝑝.

Применяя формулу 2.3.5.3 из [13] вида

𝑎∫
−𝑎

(𝑎2 − 𝑥2)𝛽−1𝑒𝑖𝜆𝑥𝑑𝑥 =

√
𝜋Γ(𝛽) (2𝑎)𝛽− 1

2

𝜆𝛽−
1
2

𝐽𝛽− 1
2
(𝑎𝜆), Re 𝛽 > 0,

будем иметь

𝑀𝑡𝑒
𝑖 〈𝑎,𝑥 〉 =

|𝑆𝑛−1 (1) |
|𝑆𝑛 (1) |

𝑒𝑖 〈𝑎,𝑥 〉
√
𝜋Γ( 𝑛−12 )2𝑛

2 −1

( |𝑎 |𝑡) 𝑛
2 −1

𝐽𝑛
2 −1 ( |𝑎 |𝑡) =

=
Γ( 𝑛2 )√
𝜋Γ( 𝑛−12 )

√
𝜋Γ( 𝑛−12 )2𝑛

2 −1

( |𝑎 |𝑡) 𝑛
2 −1

𝐽𝑛
2 −1 ( |𝑎 |𝑡) 𝑒

𝑖 〈𝑎,𝑥 〉 = Γ
(𝑛
2

) (
2
|𝑎 |𝑡

) 𝑛
2 −1

𝐽𝑛
2 −1 ( |𝑎 |𝑡) 𝑒

𝑖 〈𝑎,𝑥 〉 .

Таким образом,

𝑀𝑡𝑒
𝑖 〈𝑎,𝑥 〉 = Γ

(𝑛
2

) (
2
|𝑎 |𝑡

) 𝑛
2 −1

𝐽𝑛
2 −1 ( |𝑎 |𝑡) 𝑒

𝑖 〈𝑎,𝑥 〉 . (25)

5. Обращение сферического среднего. В этом пункте восстановимфункцию 𝑓 , по ее сферическому
среднему𝑀𝜌 𝑓 .

Единственным решением задачи Коши

Δ𝑥𝑢 (𝑡, 𝑥) = 𝐵𝑘𝑢 (𝑡, 𝑥), 𝑛 − 1 < 𝑘 ∈ R,

𝑢 (0, 𝑥) = 𝑓 (𝑥), 𝑢𝑡 (0, 𝑥) = 0.

будет

𝑢 (𝑡, 𝑥) = |𝑆𝑘−𝑛+1 (1) |
|𝑆𝑘+1 (1) |

∫
|𝜉 |2≤1

(1 − |𝜉 |2) 𝑘−𝑛−1
2 𝑓 (𝑥 − 𝜉𝑡)𝑑𝜉, |𝑆𝑛 (1) | =

2𝜋 𝑛
2

Γ
(
𝑛
2
) , 𝜉 = (𝜉1, ..., 𝜉𝑛). (26)

Функция 𝑢 (𝑡, 𝑥) – четная по 𝑡 . Преобразуем интеграл в выражении (26), используя сферическое среднее
(21) и оператор Пуассона (10): ∫

|𝜉 |2≤1

(1 − |𝜉 |2) 𝑘−𝑛−1
2 𝑓 (𝑥 − 𝜉𝑡)𝑑𝜉 = {𝜉 = 𝑟𝜎} =

=

1∫
0

(1 − 𝑟 2) 𝑘−𝑛−1
2 𝑟𝑛−1𝑑𝑟

∫
𝑆𝑛 (1)

𝑓 (𝑥 − 𝑟𝑡𝜎)𝑑𝑆 = |𝑆𝑛 (1) |
1∫

0

(1 − 𝑟 2) 𝑘−𝑛−1
2 𝑟𝑛−1 (𝑀𝑟𝑡 𝑓 ) (𝑥)𝑑𝑟 =
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20 Общая формула обращения весового сферического среднего

=
|𝑆𝑛 (1) |𝑡1−𝑛

2𝐶 (𝑘 − 𝑛 + 1) P
𝑘−𝑛+1
𝑡 [𝑡𝑛−1 (𝑀𝑡 𝑓 ) (𝑥)] .

Получим ∫
|𝜉 |2≤1

(1 − |𝜉 |2) 𝑘−𝑛−1
2 𝑓 (𝑥 − 𝜉𝑡)𝑑𝜉 =

|𝑆𝑛 (1) |𝑡1−𝑛
2𝐶 (𝑘 − 𝑛 + 1) P

𝑘−𝑛+1
𝑡 [𝑡𝑛−1 (𝑀𝑡 𝑓 ) (𝑥)] .

В полученном равенстве заменим 𝑡 на 𝜏 , домножим обе части на 1
𝐻𝑛 (𝑘) 𝜏

𝑘−1𝑒𝑡−𝜏 и проинтегрируем от 0 до
∞ по 𝜏 , тогда с учетом (13), получим

𝐼𝑘�𝑒
𝑡 𝑓 (𝑥) = 1

𝐻𝑛 (𝑘)

∞∫
0

𝑒𝑡−𝜏𝜏𝑘−1𝑑𝜏

∫
|𝜉 |2≤1

(1 − |𝜉 |2) 𝑘−𝑛−1
2 𝑓 (𝑥 − 𝜏𝜉)𝑑𝜉 =

=
|𝑆𝑛 (1) |𝑒𝑡

2𝐻𝑛 (𝑘)𝐶 (𝑘 − 𝑛 + 1)

∞∫
0

𝑒−𝜏𝜏𝑘−𝑛P𝑘−𝑛+1
𝜏 [𝜏𝑛−1 (𝑀𝜏 𝑓 ) (𝑥)]𝑑𝜏 .

Применяя формулу (14), найдем общую формулу восстановления функции по ее сферическому
среднему:

𝑓 (𝑥) = 𝑒−𝑡 𝐴(𝑛, 𝑘) (𝐼𝑘�)−1𝑒𝑡
∞∫

0

𝑒−𝜏𝜏𝑘−𝑛P𝑘−𝑛+1
𝜏 [𝜏𝑛−1 (𝑀𝜏 𝑓 ) (𝑥)]𝑑𝜏, (27)

где 𝑘 ∈ (𝑛 − 1, 𝑛 + 1), 𝑘 ∈ R,

𝐴(𝑛, 𝑘) = 𝜋21−𝑘

Γ
(
𝑘
2

)
Γ

(
𝑛
2
)
Γ

(
𝑘−𝑛
2 + 1

) .
Формула (27) содержит вещественный параметр 𝑘 , который выбирается произвольно из интервала (𝑛 −
1, 𝑛 + 1).

Выбрав в (27) число 𝑘 = 2𝑚 > 𝑛 − 1,𝑚 ∈ N, применяя формулу (12), получим получим более простую
формулу для обращения сферического среднего вида:

𝑓 (𝑥) = 𝑒−𝑡 𝐴(𝑛, 2𝑚) �𝑚𝑡,𝑥𝑒𝑡
∞∫

0

𝑒−𝜏𝜏2𝑚−𝑛P2𝑚−𝑛+1
𝜏 [𝜏𝑛−1 (𝑀𝜏 𝑓 ) (𝑥)]𝑑𝜏, 𝑚 ∈ N, 2𝑚 > 𝑛 − 1 (28)

или, поскольку (
𝜕2

𝜕𝑡2
− Δ𝑥

)𝑚
𝑒𝑡𝐹 (𝑥) = 𝑒𝑡 (𝐼 − Δ𝑥 )𝑚 𝐹 (𝑥), Δ𝑥 =

𝑛∑︁
𝑘=1

𝜕2

𝜕𝑥2
𝑘

,

где 𝐼 – тождественный оператор, то

𝑓 (𝑥) = 𝐴(𝑛, 2𝑚) (𝐼 − Δ)𝑚
∞∫

0

𝑒−𝜏𝜏2𝑚−𝑛P2𝑚−𝑛+1
𝜏 [𝜏𝑛−1 (𝑀𝜏 𝑓 ) (𝑥)]𝑑𝜏, 𝑚 ∈ N, 2𝑚 > 𝑛 − 1. (29)

Замечание 3. Наиболее простая формула (29) получается при четной размерности пространства
𝑛 = 2𝑚,𝑚 ∈ N. В этом случае выбрав 𝑘 = 𝑛 = 2𝑚,𝑚 ∈ N, получим

𝑓 (𝑥) = 𝐴(2𝑚, 2𝑚) (𝐼 − Δ𝑥 )𝑚
∞∫

0

𝑒−𝜏P1
𝜏 [𝜏2𝑚−1 (𝑀𝜏 𝑓 ) (𝑥)]𝑑𝜏, (30)

где

𝐴(2𝑚, 2𝑚) = 𝜋21−2𝑚

Γ2 (𝑚) .

В случае, когда размерность пространства нечетная, 𝑛 = 2𝑚−1,𝑚 ∈ N в (27) в качестве 𝑘 также можно
выбрать 𝑘 = 2𝑚,𝑚 ∈ N. Тогда формула (29) приобретает вид

𝑓 (𝑥) = 𝐴(2𝑚 − 1, 2𝑚) (𝐼 − Δ)𝑚
∞∫

0

𝑒−𝜏𝜏 P2
𝜏 [𝜏2𝑚−2 (𝑀𝜏 𝑓 ) (𝑥)]𝑑𝜏, 𝑚 ∈ N, 2𝑚 > 𝑛 − 1, (31)
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где
𝐴(2𝑚 − 1, 2𝑚) = 1

Γ (2𝑚 − 1) .

Замечание 4. Отметим, что поскольку сферическое среднее связано с решением волнового уравнения
формулой (24), то наличие разных формул (30) и (31) восстановления функции по ее сферическому средне-
му для четной и нечетной размерности пространства отвечает такому хорошо известному свойству
фундаментального решения Φ(𝑡, 𝑥) задачи Коши(

𝜕2

𝜕𝑡2
− Δ𝑥

)
Φ(𝑡, 𝑥) = 0,

Φ(0, 𝑥) = 0, Φ𝑡 (0, 𝑥) = 𝛿 (𝑥),
как принцип Гюйгенса. А именно, (см. [1]), возмущение Φ(𝑡, 𝑥) от точечного, мгновенно действующего
источника в пространстве нечетной размерности к моменту времени 𝑡 > 0 будет сосредоточено на сфере
радиуса 𝑡 с центром в точке 𝑥 = 0, то есть такое возмущение распространяется в виде сферической волны
|𝑥 | = 𝑡 , причем после прохождения этой волны через любую точку пространства в ней опять наступает
покой. При четной размерности пространства носителем фундаментального решения Φ(𝑡, 𝑥) является
вся внутренность светового конуса, так что соответствующее волновое возмущение при 𝑡 > 0 будет
сосредоточено внутри замкнутого шара радиуса 𝑡 с центром 𝑥 = 0.

Пример 2. Рассмотрим случай 𝑛 = 1:

(𝑀𝑡 𝑓 ) (𝑥) =
𝑓 (𝑥 + 𝑡) + 𝑓 (𝑥 − 𝑡)

2
.

Пусть 𝑘 = 2, тогда𝑚 = 1 и

P2
𝜏 [(𝑀𝜏 𝑓 ) (𝑥)] =

2𝐶 (2)
𝜏

𝜏∫
0

(𝑀𝑟 𝑓 ) (𝑥) 𝑑𝑟 =
1
2𝜏

𝜏∫
0

(𝑓 (𝑥 + 𝑟 ) + 𝑓 (𝑥 − 𝑟 )) 𝑑𝑟,

𝐶 (2) =
Γ

( 3
2
)

√
𝜋

=
1
2
.

По формуле (28) получим

𝑓 (𝑥) = 𝑒−𝑡 𝐴(1, 2) �𝑡,𝑥𝑒𝑡
∞∫

0

𝑒−𝜏𝜏P2
𝜏 [(𝑀𝜏 𝑓 ) (𝑥)]𝑑𝜏 =

=
𝑒−𝑡

2
�𝑡,𝑥𝑒

𝑡

∞∫
0

𝑒−𝜏𝑑𝜏

𝜏∫
0

(𝑓 (𝑥 + 𝑟 ) + 𝑓 (𝑥 − 𝑟 )) 𝑑𝑟 =

=
𝑒−𝑡

2
�𝑡,𝑥𝑒

𝑡

∞∫
0

(𝑓 (𝑥 + 𝑟 ) + 𝑓 (𝑥 − 𝑟 )) 𝑑𝑟
∞∫

𝑟

𝑒−𝜏𝑑𝜏 =
𝑒−𝑡

2
�𝑡,𝑥𝑒

𝑡

∞∫
0

𝑒−𝑟 (𝑓 (𝑥 + 𝑟 ) + 𝑓 (𝑥 − 𝑟 )) 𝑑𝑟 =

=
1
2
©«

∞∫
0

𝑒−𝑟 (𝑓 (𝑥 + 𝑟 ) + 𝑓 (𝑥 − 𝑟 )) 𝑑𝑟 − 𝑑2

𝑑𝑥2

∞∫
0

𝑒−𝑟 (𝑓 (𝑥 + 𝑟 ) + 𝑓 (𝑥 − 𝑟 )) 𝑑𝑟ª®¬ .
Окончательно будем иметь

𝑓 (𝑥) = ©«
∞∫

0

𝑒−𝑟 (𝑀𝑟 𝑓 ) (𝑥) 𝑑𝑟 −
𝑑2

𝑑𝑥2

∞∫
0

𝑒−𝑟 (𝑀𝑟 𝑓 ) (𝑥) 𝑑𝑟
ª®¬ .

Например, если 𝑓 (𝑥) = 𝑥2, то

𝑀𝑡𝑥
2 =

(𝑥 + 𝑡)2 + (𝑥 − 𝑡)2
2

= 𝑥2 + 𝑡2.

Тогда
∞∫

0

𝑒−𝑟 (𝑀𝑟 𝑓 ) (𝑥) 𝑑𝑟 =
∞∫

0

𝑒−𝑟 (𝑥2 + 𝑟 2) 𝑑𝑟 = 𝑥2
∞∫

0

𝑒−𝑟 𝑑𝑟 +
∞∫

0

𝑒−𝑟 𝑟 2 𝑑𝑟 = 𝑥2 + 2
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и ©«
∞∫

0

𝑒−𝑟 (𝑀𝑟 𝑓 ) (𝑥) 𝑑𝑟 −
𝑑2

𝑑𝑥2

∞∫
0

𝑒−𝑟 (𝑀𝑟 𝑓 ) (𝑥) 𝑑𝑟
ª®¬ = 𝑥2 + 2 − 𝑑2

𝑑𝑥2
(𝑥2 + 2) = 𝑥2.

Рассмотрим случай

𝑀𝑡 sin(𝑥2) =
sin(𝑥 + 𝑡)2 + sin(𝑥 − 𝑡)2

2
,

(см. Рис. 1, а)). Тогда имеем равенство

1
2
©«

∞∫
0

𝑒−𝑟
(
sin(𝑥 + 𝑟 )2 + sin(𝑥 − 𝑟 )2

)
𝑑𝑟 − 𝑑2

𝑑𝑥2

∞∫
0

𝑒−𝑟
(
sin(𝑥 + 𝑟 )2 + sin(𝑥 − 𝑟 )2

)
𝑑𝑟

ª®¬ = sin𝑥2 .

Таким образом, 𝑓 (𝑥) = sin𝑥2 (см. Рис. 1, b)).

Рис. 1. a) Сферическое среднее𝑀𝑡 sin(𝑥2) = sin(𝑥+𝑡 )2+sin(𝑥−𝑡 )2
2 . b) Функция 𝑓 (𝑥) = sin𝑥2

Fig. 1. a) Spherical mean𝑀𝑡 sin(𝑥2) = sin(𝑥+𝑡 )2+sin(𝑥−𝑡 )2
2 . b) Function 𝑓 (𝑥) = sin𝑥2

Пример 3. Рассмотрим сферическое среднее вида

𝑀𝑡 𝑓 (𝑥) = Γ
(𝑛
2

) (
2
|𝑎 |𝑡

) 𝑛
2 −1

𝐽𝑛
2 −1 ( |𝑎 |𝑡) 𝑒

𝑖 〈𝑎,𝑥 〉 .

Получим 𝑓 (𝑥) по формуле (30). Сначала найдем P2𝑚−𝑛+1
𝜏 [𝜏𝑛−1 (𝑀𝜏 𝑓 ) (𝑥)]. Используя формулу 2.12.4.6

из [14]
𝑎∫

0

(𝑎2 − 𝑥2)𝛽−1𝑥𝜈+1 𝐽𝜈 (𝑐𝑥)𝑑𝑥 =
2𝛽−1𝑎𝛽+𝜈

𝑐𝛽
Γ(𝛽) 𝐽𝛽+𝜈 (𝑎𝑐), (32)

𝑎 > 0, Re 𝛽 > 0, Re𝜈 > −1,

получим
P2𝑚−𝑛+1
𝜏 [𝜏𝑛−1 (𝑀𝜏 𝑓 ) (𝑥)] =

= 2𝐶 (2𝑚 − 𝑛 + 1)Γ
(𝑛
2

) (
2
|𝑎 |

) 𝑛
2 −1

𝜏
𝑛
2 𝑒𝑖 〈𝑎,𝑥 〉

1∫
0

(
1 − 𝑡2

) 2𝑚−𝑛+1
2 −1

𝑡
𝑛
2 𝐽𝑛

2 −1 ( |𝑎 |𝜏𝑡) 𝑑𝑡 =

= 2𝐶 (2𝑚 − 𝑛 + 1)Γ
(𝑛
2

) (
2
|𝑎 |

) 𝑛
2 −1

𝜏
𝑛
2

2 2𝑚−𝑛−1
2

( |𝑎 |𝜏) 2𝑚−𝑛+1
2

Γ

(
2𝑚 − 𝑛 + 1

2

)
𝐽𝑚− 1

2
( |𝑎 |𝜏) 𝑒𝑖 〈𝑎,𝑥 〉 =

= 2𝐶 (2𝑚 − 𝑛 + 1)Γ
(𝑛
2

) (
2
|𝑎 |

) 𝑛
2 −1

𝜏
𝑛
2

2 2𝑚−𝑛−1
2

( |𝑎 |𝜏) 2𝑚−𝑛+1
2

Γ

(
2𝑚 − 𝑛 + 1

2

)
𝐽𝑚− 1

2
( |𝑎 |𝜏) 𝑒𝑖 〈𝑎,𝑥 〉 =

=
2𝑚− 1

2 Γ
(
𝑛
2
)
Γ

( 2𝑚−𝑛
2 + 1

)
√
𝜋 |𝑎 |𝑚− 1

2
𝜏𝑛−𝑚− 1

2 𝐽𝑚− 1
2
( |𝑎 |𝜏) 𝑒𝑖 〈𝑎,𝑥 〉 .
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Теперь, применяя формулу 2.12.8.4 из [14] вида

∞∫
0

𝑥𝜈𝑒−𝑝𝑥 𝐽𝜈 (𝑐𝑥)𝑑𝑥 =
(2𝑐)𝜈
√
𝜋

Γ

(
𝜈 + 1

2

)
(𝑝2 + 𝑐2)−𝜈− 1

2 , Re𝜈 > −1/2,

будем иметь

∞∫
0

𝑒−𝜏𝜏2𝑚−𝑛P2𝑚−𝑛+1
𝜏 [𝜏𝑛−1 (𝑀𝜏 𝑓 ) (𝑥)]𝑑𝜏 =

2𝑚− 1
2 Γ

(
𝑛
2
)
Γ

( 2𝑚−𝑛
2 + 1

)
√
𝜋 |𝑎 |𝑚− 1

2
𝑒𝑖 〈𝑎,𝑥 〉

∞∫
0

𝑒−𝜏 𝜏𝑚− 1
2 𝐽𝑚− 1

2
( |𝑎 |𝜏)𝑑𝜏 =

=
2𝑚− 1

2 Γ
(
𝑛
2
)
Γ

( 2𝑚−𝑛
2 + 1

)
√
𝜋 |𝑎 |𝑚− 1

2
𝑒𝑖 〈𝑎,𝑥 〉

(2|𝑎 |)𝑚− 1
2

√
𝜋

Γ (𝑚) (1 + |𝑎 |2)−𝑚 =

=
22𝑚−1Γ

(
𝑛
2
)
Γ

( 2𝑚−𝑛
2 + 1

)
Γ (𝑚)

𝜋 (1 + |𝑎 |2)𝑚 𝑒𝑖 〈𝑎,𝑥 〉 .

Поскольку
�𝑚𝑡,𝑥𝑒

𝑡 𝑒𝑖 〈𝑎,𝑥 〉 = (1 + |𝑎 |2)𝑚𝑒𝑡 𝑒𝑖 〈𝑎,𝑥 〉,

то по формуле (30) получим 𝑓 (𝑥) = 𝑒𝑖 〈𝑎,𝑥 〉 , что согласуется с примером 1. Для случая𝑛 = 1,𝑎 = 𝑖 построены
соответствующие графики см. Рис 2.

Рис. 2. a) Сферическое среднее𝑀𝑡𝑒
−𝑥 =

√︃
𝜋𝑡
2 𝐽− 1

2
(𝑡)𝑒−𝑥 = cos 𝑡𝑒−𝑥 . b) Функция 𝑓 (𝑥) = 𝑒−𝑥

Fig. 2.a) Spherical mean𝑀𝑡𝑒
−𝑥 =

√︃
𝜋𝑡
2 𝐽− 1

2
(𝑡)𝑒−𝑥 = cos 𝑡𝑒−𝑥 . b) Function 𝑓 (𝑥) = 𝑒−𝑥

6. Весовое сферическое среднее. Определим весовое сферическое среднее. При построении весо-
вого сферического среднего вместо обычного сдвига используется многомерный обобщенный сдвиг
(6).

Весовое сферическое среднее (см. [9, 10, 33, 35]) функции 𝑓 (𝑥), 𝑥 ∈ R 𝑛
+ при 𝑛 ≥ 2 задается формулой

(𝑀𝛾

𝑡 𝑓 ) (𝑥) = (𝑀𝛾

𝑡 )𝑥 [𝑓 (𝑥)] =
1

|𝑆+1 (𝑛) |𝛾

∫
𝑆+1 (𝑛)

𝛾T𝑡𝜃𝑥 𝑓 (𝑥)𝜃𝛾𝑑𝑆, (33)

где 𝜃𝛾=
𝑛∏
𝑖=1

𝜃
𝛾𝑖
𝑖
, 𝑆+1 (𝑛)={𝜃 :|𝜃 |=1, 𝜃∈R𝑛+} – часть сферы в R𝑛+, а |𝑆+1 (𝑛) |𝛾 определяется формулой

|𝑆+1 (𝑛) |𝛾 =

∫
𝑆+1 (𝑛)

𝑥𝛾𝑑𝑆 =

𝑛∏
𝑖=1

Γ
(
𝛾𝑖+1
2

)
2𝑛−1Γ

(
𝑛+|𝛾 |
2

) . (34)

При 𝑛 = 1 положим𝑀
𝛾

𝑡 [𝑓 (𝑥)] = 𝛾𝑇 𝑡
𝑥 𝑓 (𝑥).

Пусть j𝛾 (𝑥, 𝜉) определена формулой (8), 𝑗𝜈 определена формулой (7), 𝜉 = (𝜉1, ..., 𝜉𝑛). Справедливо
равенство (см. [35], стр. 162, формула 3.190)

𝑀
𝛾
𝑟 [j𝛾 (𝑥, 𝜉)] = j𝛾 (𝑥, 𝜉) 𝑗 𝑛+|𝛾 |

2 −1 (𝑟 |𝜉 |) . (35)
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24 Общая формула обращения весового сферического среднего

7. Обращение весового сферического среднего. В этом разделе мы рассмотрим восстановление
функции 𝑓 по ее весовому сферическому среднему𝑀

𝛾
𝜌 𝑓 .

Пусть 𝑓 = 𝑓 (𝑥) ∈ 𝐶2
𝑒𝑣 (R𝑛+). Весовое сферическое среднее 𝑀

𝛾

𝑡 𝑓 – это оператор, сплетающий (Δ𝛾 )𝑥 и
(𝐵𝑛+|𝛾 |−1)𝑡 (см. [35], стр. 159, Теорема 36):

(𝐵𝑛+|𝛾 |−1)𝑡 (𝑀𝛾

𝑡 𝑓 ) (𝑥) = (𝑀𝛾

𝑡 (Δ𝛾 )𝑥 𝑓 ) (𝑥). (36)

Рассмотрим интегральный оператор

(ℳ𝛾,𝑘

𝑡 𝑓 ) (𝑥) = 1
|𝑆+1 (𝑛) |𝛾

∫
R𝑛+

( 𝛾T𝑦
𝑥 𝑓 (𝑥)) (𝑡2 − |𝑦 |2)

𝑘−𝑛−|𝛾 |−1
2

+ 𝑦𝛾𝑑𝑦. (37)

Оператор 𝑡1−𝑘ℳ𝛾,𝑘

𝑡 сплетает (Δ𝛾 )𝑥 и (𝐵𝑘 )𝑡 при 𝑘 > 𝑛 + |𝛾 | − 1:

(𝐵𝑘 )𝑡 (𝑡1−𝑘ℳ𝛾,𝑘

𝑡 𝑓 ) (𝑥) = (𝑡1−𝑘ℳ𝛾,𝑘

𝑡 (Δ𝛾 )𝑥 𝑓 ) (𝑥). (38)

Перейдем к сферическим координатам в (37) при 𝑘 > 𝑛 + |𝛾 | − 1, тогда, используя (9) запишем

(ℳ𝛾,𝑘

𝑡 𝑓 ) (𝑥) =

=
1

|𝑆+1 (𝑛) |𝛾

∫
{ |𝑦 |<𝑡 }+

( 𝛾T𝑦
𝑥 𝑓 (𝑥)) (𝑡2 − |𝑦 |2)

𝑘−𝑛−|𝛾 |−1
2 𝑦𝛾𝑑𝑦 = {𝑦 = 𝜌𝜃 } =

=
1

|𝑆+1 (𝑛) |𝛾

𝑡∫
0

(𝑡2 − 𝜌2)
𝑘−𝑛−|𝛾 |−1

2 𝜌𝑛+|𝛾 |−1𝑑𝜌

∫
𝑆+1 (𝑛)

( 𝛾T𝜌𝜃
𝑥 𝑓 (𝑥))𝜃𝛾𝑑𝑆 =

=

𝑡∫
0

(𝑡2 − 𝜌2)
𝑘−𝑛−|𝛾 |−1

2 𝜌𝑛+|𝛾 |−1 (𝑀𝛾
𝜌 𝑓 ) (𝑥)𝑑𝜌 =

=
𝑡𝑘−𝑛−|𝛾 |

2𝐶 (𝑘 − 𝑛 − |𝛾 | + 1) P
𝑘−𝑛−|𝛾 |+1
𝑡

(
𝑡𝑛+|𝛾 |−1 (𝑀𝛾

𝑡 𝑓 ) (𝑥)
)
.

Теперь найдем обратный оператор для ℳ
𝛾,𝑘 . Умножим (37) на ℎ(𝑡 − 𝜏) и проинтегрируем по 𝜏 от 0

до ∞. Функция ℎ(𝑡) следует выбирать так, чтобы функция ℎ(𝑡 − 𝜏) (ℳ𝛾,𝑘
𝜏 𝑓 ) (𝑥) была бы интегрируема по

𝜏 от 0 до ∞.
Получим

∞∫
0

ℎ(𝑡 − 𝜏) (ℳ𝛾,𝑘
𝜏 𝑓 ) (𝑥)𝑑𝜏 =

=
1

|𝑆+1 (𝑛) |𝛾

∞∫
0

ℎ(𝑡 − 𝜏)𝑑𝜏
∫

{ |𝑦 |<𝜏 }+

(𝜏2 − |𝑦 |2)
𝑘−𝑛−|𝛾 |−1

2 ( 𝛾T𝑦
𝑥 𝑓 ) (𝑥)𝑦𝛾𝑑𝑦.

Принимая во внимание (20), будем иметь

|𝑆+1 (𝑛) |𝛾
𝑁 (𝑘,𝛾, 𝑛)

∞∫
0

ℎ(𝑡 − 𝜏) (ℳ𝛾,𝑘
𝜏 𝑓 ) (𝑥)𝑑𝜏 = (𝐼𝑘𝑠,𝛾ℎ𝑓 ) (𝑡, 𝑥),

где 𝑁 (𝑘,𝛾, 𝑛) определено через (16) и 𝐼𝑘�,𝛾 – смешанный гиперболический −потенциал Рисса (15) порядка
𝑘 , действующий на функцию ℎ(𝑡) 𝑓 (𝑥). Следовательно, используя теорему 14, получим

ℎ(𝑡) 𝑓 (𝑥) =
|𝑆+1 (𝑛) |𝛾
𝑁 (𝑘,𝛾, 𝑛)

©«(𝐼𝑘�,𝛾 )−1𝜙,𝑦
∞∫

0

ℎ(𝜙 − 𝜏) (ℳ𝛾,𝑘
𝜏 𝑓 ) (𝑦)𝑑𝜏ª®¬ (𝑡, 𝑥), (39)

где 𝑛 + |𝛾 | − 1 < 𝑘 < 𝑛 + 1 + |𝛾 | и оператор (𝐼𝑘�,𝛾 )−1 определен формулой (19). В формуле (39) мы имеем
произвольный параметр 𝑘 ∈ (𝑛 + |𝛾 | − 1, 𝑛 + 1 + |𝛾 |) и произвольную ненулевую функцию ℎ (такую, что
функция ℎ(𝑡 − 𝜏) (ℳ𝛾,𝑘

𝜏 𝑓 ) (𝑥) является интегрируемой по 𝜏 от 0 до ∞), зависящую от одной переменной.
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Для нахождения функции по ее весовому сферическому среднему формула (39) может быть упро-
щена. Мы можем взять 𝑘 = 2𝑚 > 𝑛 + |𝛾 | − 1,𝑚 ∈ N. В этом случае

(𝐼 2𝑚𝑠,𝛾 )−1 =
(
𝜕2

𝜕𝑡2
− Δ𝛾

)𝑚
и

ℎ(𝑡) 𝑓 (𝑥) =
|𝑆+1 (𝑛) |𝛾

𝑁 (2𝑚,𝛾, 𝑛)

(
𝜕2

𝜕𝑡2
− Δ𝛾

)𝑚 ∞∫
0

ℎ(𝑡 − 𝜏) (ℳ𝛾,2𝑚
𝜏 𝑓 ) (𝑥)𝑑𝜏 . (40)

Итак, мы получаем основное утверждение.

Теорема 7.1. Пусть 𝑓 = 𝑓 (𝑥) ∈ 𝐶2 (R𝑛+), такая что 𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑖

����
𝑥𝑖=0

= 0, 𝑖 = 1, ..., 𝑛, 𝑘 = 2𝑚 > 𝑛 + |𝛾 | − 1,𝑚 ∈ N и

(ℳ𝛾,𝑘

𝑡 𝑓 ) (𝑥) = 𝑡𝑘−𝑛−|𝛾 |

2𝐶 (𝑘 − 𝑛 − |𝛾 | + 1) P
𝑘−𝑛−|𝛾 |+1
𝑡

(
𝑡𝑛+|𝛾 |−1 (𝑀𝛾

𝑡 𝑓 ) (𝑥)
)
,

где 𝑀
𝛾
𝜌 𝑓 – весовое сферическое среднее (33) функции 𝑓 , P𝜈

𝑡 – одномерный оператор Пуассона (9), 𝐶 (𝜈) –
константа, определенная формулой (9). Тогда функция 𝑓 может быть восстановлена с помощью его весового
сферического среднего по формуле

𝑓 (𝑥) =
|𝑆+1 (𝑛) |𝛾

ℎ(𝑡)𝑁 (2𝑚,𝛾, 𝑛)

(
𝜕2

𝜕𝑡2
− Δ𝛾

)𝑚 ∞∫
0

ℎ(𝑡 − 𝜏) (ℳ𝛾,2𝑚
𝜏 𝑓 ) (𝑥)𝑑𝜏, (41)

где ℎ(𝑡) произвольная такая, что функция ℎ(𝑡 − 𝜏) (ℳ𝛾,𝑘
𝜏 𝑓 ) (𝑥) интегрируема по 𝜏 от 0 до ∞, |𝑆+1 (𝑛) |𝛾

определяется формулой (34), 𝑁 (2𝑚,𝛾, 𝑛) определяется формулой (16).
Замечание 5. Если в условиях Теоремы 7.1 есть возможность выбрать ℎ(𝑡) = 𝑒𝑡 , то функция 𝑓 может

быть восстановлена с помощью его весового сферического среднего по формуле

𝑓 (𝑥) =
|𝑆+1 (𝑛) |𝛾

𝑁 (2𝑚,𝛾, 𝑛)
(
𝐼 − Δ𝛾

)𝑚 ∞∫
0

𝑒−𝜏 (ℳ𝛾,2𝑚
𝜏 𝑓 ) (𝑥)𝑑𝜏, (42)

где 2𝑚 > 𝑛 + |𝛾 | − 1,𝑚 ∈ N, 𝐼 – тождественный оператор.
Пример 4. Пусть ℎ(𝑡) = 𝑒𝑡 , (𝑀𝛾

𝜌 𝑓 ) (𝑥) = j𝛾 (𝑥, 𝜉) 𝑗 𝑛+|𝛾 |
2 −1 (𝜌 |𝜉 |), 2𝑚 > 𝑛 + |𝛾 | − 1, где 𝜉 = (𝜉1, ..., 𝜉𝑛) –

некоторый вектор. Тогда

(ℳ𝛾,2𝑚
𝜏 𝑓 ) (𝑥) =

𝜏∫
0

(𝜏2 − 𝜌2)
2𝑚−𝑛−|𝛾 |−1

2 𝜌𝑛+|𝛾 |−1 (𝑀𝛾
𝜌 𝑓 ) (𝑥)𝑑𝜌 =

= j𝛾 (𝑥, 𝜉)
𝜏∫

0

(𝜏2 − 𝜌2)
2𝑚−𝑛−|𝛾 |−1

2 𝜌𝑛+|𝛾 |−1 𝑗 𝑛+|𝛾 |
2 −1 (𝜌 |𝜉 |)𝑑𝜌 =

= 2
𝑛+|𝛾 |

2 −1 Γ

(
𝑛 + |𝛾 |

2

)
|𝜉 |1−

𝑛+|𝛾 |
2 j𝛾 (𝑥, 𝜉)×

×
𝜏∫

0

(
𝜏2 − 𝜌2

) 2𝑚−𝑛−|𝛾 |−1
2 𝜌

𝑛+|𝛾 |
2 𝐽𝑛+|𝛾 |

2 −1 (𝜌 |𝜉 |) 𝑑𝜌.

Используя формулу 2.12.4.6 из [14], получим

(ℳ𝛾,2𝑚
𝜏 𝑓 ) (𝑥) =

= 2
𝑛+|𝛾 |

2 −1 Γ

(
𝑛 + |𝛾 |

2

)
|𝜉 |1−

𝑛+|𝛾 |
2 j𝛾 (𝑥, 𝜉)

2
2𝑚−𝑛−|𝛾 |−1

2 𝜏𝑚− 1
2

|𝜉 |
2𝑚−𝑛−|𝛾 |+1

2

×

×Γ
(
2𝑚 − 𝑛 − |𝛾 | + 1

2

)
𝐽𝑚− 1

2
( |𝜉 |𝜏) =

=
2𝑚− 3

2 𝜏𝑚− 1
2

|𝜉 |𝑚− 1
2

Γ

(
𝑛 + |𝛾 |

2

)
Γ

(
2𝑚 − 𝑛 − |𝛾 | + 1

2

)
j𝛾 (𝑥, 𝜉) 𝐽𝑚− 1

2
( |𝜉 |𝜏).
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Принимая во внимание, что ℎ(𝑡) = 𝑒𝑡 , будем иметь

∞∫
0

ℎ(𝑡 − 𝜏) (ℳ𝛾,2𝑚
𝜏 𝑓 ) (𝑥)𝑑𝜏 =

= 𝑒𝑡
2𝑚− 3

2

|𝜉 |𝑚− 1
2
Γ

(
𝑛 + |𝛾 |

2

)
Γ

(
2𝑚 − 𝑛 − |𝛾 | + 1

2

)
×

×j𝛾 (𝑥, 𝜉)
∞∫

0

𝑒−𝜏𝜏𝑚− 1
2 𝐽𝑚− 1

2
( |𝜉 |𝜏)𝑑𝜏

= 𝑒𝑡
2𝑚− 3

2

|𝜉 |𝑚− 1
2
Γ

(
𝑛 + |𝛾 |

2

)
Γ

(
2𝑚 − 𝑛 − |𝛾 | + 1

2

)
×

×j𝛾 (𝑥, 𝜉)
2𝑚− 1

2 |𝜉 |𝑚− 1
2
(
|𝜉 |2 + 1

)−𝑚
Γ(𝑚)

√
𝜋

=

=

Γ(𝑚)Γ
(
𝑛+|𝛾 |
2

)
Γ

(
2𝑚−𝑛−|𝛾 |+1

2

)
22−2𝑚

√
𝜋 (1 + |𝜉 |2)𝑚

𝑒𝑡 j𝛾 (𝑥, 𝜉).

Вычислим константу
|𝑆+1 (𝑛) |𝛾

𝑁 (2𝑚,𝛾, 𝑛) =

=

𝑛∏
𝑖=1

Γ
(
𝛾𝑖+1
2

)
2𝑛−1Γ

(
𝑛+|𝛾 |
2

) √
𝜋

22𝑚−𝑛−1
𝑛∏
𝑖=1

Γ
(
𝛾𝑖+1
2

)
Γ

(
2𝑚−𝑛−|𝛾 |+1

2

)
Γ (𝑚)

=

=
22−2𝑚

√
𝜋

Γ (𝑚) Γ
(
𝑛+|𝛾 |
2

)
Γ

(
2𝑚−𝑛−|𝛾 |+1

2

) .
Следовательно,

|𝑆+1 (𝑛) |𝛾
𝑁 (2𝑚,𝛾, 𝑛)

(
𝜕2

𝜕𝑡2
− Δ𝛾

)𝑚 ∞∫
0

ℎ(𝑡 − 𝜏) (ℳ𝛾,2𝑚
𝜏 𝑓 ) (𝑥)𝑑𝜏 =

=
1

(1 + |𝜉 |2)𝑚
(
𝜕2

𝜕𝑡2
− Δ𝛾

)𝑚
𝑒𝑡 j𝛾 (𝑥, 𝜉) = 𝑒𝑡 j𝛾 (𝑥, 𝜉), (43)

что по формуле (41) дает 𝑓 (𝑥) = j𝛾 (𝑥, 𝜉). В формуле (43) мы использовали тот факт, что Δ𝛾 j𝛾 (𝑥 ; 𝜉) =

−|𝜉 |j𝛾 (𝑥 ; 𝜉) [9, 33].
Этот результат подтверждается формулой (35). Примеры графиков при 𝑛 = 1 и 𝜉 = 1 приведены на

Рис. 3 и 4.

Рис. 3. a) Сферическое среднее (𝑀𝛾
𝜌 )𝑥 𝑗𝛾 (𝑥, 𝜉) = 𝑗 𝛾−1

2
(𝑥) 𝑗 𝛾−1

2
(𝜌) при 𝛾 = 1

2 . b) Функция 𝑓 (𝑥) = 𝑗𝛾 (𝑥, 𝜉) при 𝛾 = 1
2

Fig. 3. a) Spherical mean (𝑀𝛾
𝜌 )𝑥 𝑗𝛾 (𝑥, 𝜉) = 𝑗 𝛾−1

2
(𝑥) 𝑗 𝛾−1

2
(𝜌) for 𝛾 = 1

2 . b) Function 𝑓 (𝑥) = 𝑗𝛾 (𝑥, 𝜉) for 𝛾 = 1
2
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Рис. 4. a) Сферическое среднее (𝑀𝛾
𝜌 )𝑥 𝑗𝛾 (𝑥, 𝜉) = 𝑗 𝛾−1

2
(𝑥) 𝑗 𝛾−1

2
(𝜌) при 𝛾 = 1

2 . b) Функция 𝑓 (𝑥) = 𝑗𝛾 (𝑥, 𝜉) при 𝛾 = 2

Fig. 4. a) Spherical mean (𝑀𝛾
𝜌 )𝑥 𝑗𝛾 (𝑥, 𝜉) = 𝑗 𝛾−1

2
(𝑥) 𝑗 𝛾−1

2
(𝜌) for 𝛾 = 1

2 . b) Function 𝑓 (𝑥) = 𝑗𝛾 (𝑥, 𝜉) for 𝛾 = 2

В заключении приведем формулу обращения обобщенного сдвига, которая получается при 𝑛 = 1.
Пусть 2𝑚 > 𝛾 > 0,𝑚 ∈ N, 𝐼 – тождественный оператор, тогда для функции 𝑓 , удовлетворяющей условиям
теоремы 7 при возможном выборе ℎ(𝑡) = 𝑒𝑡 , получим

𝑓 (𝑥) =
|𝑆+1 (1) |𝛾

2𝐶 (2𝑚 − 𝛾)𝑁 (2𝑚,𝛾, 1)
(
𝐼 − 𝐵𝛾

)𝑚 ∞∫
0

𝑒−𝜏𝜏2𝑚−1−𝛾P2𝑚−𝛾
𝜏

(
𝜏𝛾 · 𝛾𝑇 𝜏

𝑥 𝑓 (𝑥)
)
𝑑𝜏 . (44)

Пусть 0 < 𝛾 < 2, тогда в (44) можно взять 𝑘 = 2,𝑚 = 1. Получим

𝑓 (𝑥) =
|𝑆+1 (1) |𝛾

2𝐶 (2 − 𝛾)𝑁 (2, 𝛾, 1)
(
𝐼 − 𝐵𝛾

) ∞∫
0

𝑒−𝜏𝜏1−𝛾P2−𝛾
𝜏

(
𝜏𝛾 · 𝛾𝑇 𝜏

𝑥 𝑓 (𝑥)
)
𝑑𝜏 .

Следует отметить, что в рассмотренных задачах основную роль играли специальные операторы
преобразования и связанные с ними сплетающие соотношения. Это ещё раз подтверждает фундамен-
тальную роль теории операторов преобразования в задачах для различных классов дифференциальных
уравнений, см. [4, 24, 35].
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