
Прикладная математика & Физика, 2021, том 53, №2. С. 97–113.

УДК 519.218.7 DOI 10.52575/2687-0959-2021-53-2-97-113

MSC 60G10, 60H15

ФОРМУЛА ЗИГЕРТА ДЛЯ МНОГОМЕРНЫХ СЛУЧАЙНЫХ
ПРОЦЕССОВ ОРНШТЕЙНА – УЛЕНБЕКА

Ю. П. Вирченко, Н. Н. Витохина

ООО «Матрица»,
Белгород, 308012, Россия

Белгородский государственный национальный исследовательский университет,
Белгород, 308015, Россия

E-mail: virch@bsu.edu.ru

Аннотация. Рассматриваются элементарные гауссовские, марковские случайные процессы {x̃(𝑡); 𝑡 ∈ [𝑡0,∞)} со
значениями в R𝑛 , каждый из которых невырожден и обладает пределом при 𝑡0 → −∞, являющимся стационарным
процессом.Предельныйстационарныйпроцесспредставляет собоймногомерныйслучайныйпроцессОрнштейна–
Уленбека. Получена формула для характеристической функции 𝑄 (−𝑖𝜆) квадратичного функционала J𝑡 [x̃(𝑠)] =∫ 𝑡
0 (x̃(𝑠),Vx̃(𝑠))𝑑𝑠 от случайных траекторий x̃(𝑡), справедливая для каждого процесса этого класса, которая является
многомерным обобщением формулы Зигерта для одномерного процесса Орнштейна – Уленбека.
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Abstract. Elementary gaussian and markovian random processes {x̃(𝑡); 𝑡 ∈ [𝑡0,∞)} with values in R𝑛 are investigated.
Each such a process is nondegenerated and it possesses the limit at 𝑡0 → −∞. It is a stationary process. The limiting
stationary process represents the multidimensional Ornshtein-Uhlenbeck one. It is obtained the formula of the characteristic
function 𝑄 (−𝑖𝜆) of quadratic functional J𝑡 [x̃(𝑠)] =

∫ 𝑡
0 (x̃(𝑠),Vx̃(𝑠))𝑑𝑠 on random trajectories x̃(𝑡). This formula is valid for

each process of the class pointed out. It is the multidimensional generalization of the Ziegert formula which is known for
one-dimensional Ornshtein-Uhlenbeck process.
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1. Введение. Системы стохастических линейных дифференциальных уравнений с постоянными ко-
эффициентами можно рассматривать как основу математического моделирования в тех областях науки,
где приходится использовать случайные функции для моделирования процессов изменения случайных
величин со временем. По этому поводу см., например, [1-3]. Решениями систем стохастических диффе-
ренциальных уравнений являются случайные вектор-функции от 𝑡 ∈ R+. Обозначим посредством x̃(𝑡)
такую вектор-функцию, которая принимает значения в R𝑛 , 𝑛 ∈ N. Здесь и далее, знак «тильда», постав-
ленный над символом математического объекта, указывает на его случайный характер с точки зрения
концепций теории вероятностей. В общем виде любая система стохастических линейных дифференци-
альных уравнений с постоянными коэффициентами записывается в канонической форме в терминах
стохастического дифференциала 𝑑w̃(𝑡) по многомерному винеровскому процессу

𝑑x̃(𝑡) = A x̃(𝑡)𝑑𝑡 + S𝑑w̃(𝑡) , (1.1)
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где A и S — вещественные 𝑛 × 𝑛-матрицы, причем матрица S симметрична, S𝑇 = S и неотрицательна,
а w̃(𝑡) = 〈�̃� 𝑗 (𝑡); 𝑗 = 1 ÷ 𝑛〉, 𝑡 ∈ R+ — случайная вектор-функция, компонентами которой являются 𝑛
экземпляров статистически независимых стандартных винеровских процессов (см., например, [4]) так,
что

E𝑤 𝑗 (𝑠)𝑤𝑘 (𝑡) = 𝛿 𝑗𝑘 min{𝑠, 𝑡} , (1.2)
где, здесь и далее, 𝐸 – символ математического ожидания по мере рассматриваемого случайного про-
цесса, без конкретизации того, какой процесс имеется в виду, что не должно вызвать недоразумений, а
𝛿 𝑗𝑘 – символ Кронекера, 𝑗, 𝑘 ∈ {1, ..., 𝑛}.

Остановимся кратко на том, что понимается в настоящей работе под стохастическим дифференци-
алом 𝑑w̃(𝑡) = 〈𝑑�̃� 𝑗 (𝑡); 𝑗 = 1 ÷ 𝑛〉. Допустимы различные определения стохастического дифференциала
(см., например, [3]). Использование того илииного определения тесно связано с той конкретной задачей,
которая решается на основе стохастических дифференциальных уравнений. Наиболее употребительны-
ми в математике являются дифференциал в смысле Ито (см., например, [5]) и дифференциал в смысле
Стратоновича [6]. Что касается того, какой из этих дифференциалов наиболее адекватен в рандоми-
зированных задачах математической физики, то по этому поводу имеется обширная дискуссия (см.,
например, [7], [8]). Итогом ее можно считать известную теорему Вонга-Закаи [9], следствием которой
является утверждение о том, что, при моделировании физических процессов с непрерывным временем,
необходимо использование дифференциала Стратоновича. Заметим, однако, что в задачах, связанных
со стохастическими системами с постоянными коэффициентами, не возникает различия в получае-
мых результатах при использовании того или иного конкретного типа дифференциала. Эти различия
возникают только лишь в процессе математических доказательств и в технике вычислений.

В связи с вышесказанным, мы принимаем, что всюду, на протяжении этой статьи, мы используем
стохастическийдифференциалСтратоновича. В этом случае уравнение (1.1) допустимо записать вформе
обычного дифференциального уравнения

𝑑

𝑑𝑡
x̃(𝑡) = A x̃(𝑡) + S �̃� (𝑡) , (1.3)

где �̃� (𝑡) = 𝑑w̃(𝑡)/𝑑𝑡 = 〈�̃� 𝑗 (𝑡); 𝑗 = 1 ÷ 𝑛〉. Так как траектории стандартного винеровского процесса w̃(𝑡)
1) с вероятностью 1 всюду непрерывны, но нигде не дифференцируемы (см. [10]), то производную
𝑑w̃(𝑡)/𝑑𝑡 = 𝝋 (𝑡) в уравнении (1.3) нужно понимать в обобщенном смысле. Так как винеровский процесс
гауссовский (см., например, [11]) и его корреляционная функция (1.2) зависит от разности |𝑠 − 𝑡 |, то
обобщенную случайную вектор-функцию �̃� (𝑡) нужно трактовать как обобщенный случайный стаци-
онарный гауссовский векторнозначный процесс с нулевым средним значением. Компонентами 𝜑 𝑗 (𝑡),
𝑗 = 1÷𝑛 его векторных значений являются независимые гауссовские случайные процессы, для которых
выполняется E�̃� 𝑗 (𝑠)�̃�𝑘 (𝑡) = 0 при 𝑗 ≠ 𝑘 и каждый из которых имеет нулевое среднее значение E�̃� 𝑗 (𝑡) = 0.
Корреляционная функция каждой фиксированной компоненты равна E�̃� 𝑗 (𝑠)�̃� 𝑗 (𝑡) = 𝛿 (𝑠 − 𝑡), то есть каж-
дая из компонент 𝜑 𝑗 (𝑡), 𝑗 = 1 ÷ 𝑛 является т.н. процессом «белого шума». Здесь 𝛿 (𝑡) — т.н. обобщенная
функция Дирака (см., например, [12]). Ввиду того, что уравнение (1.3) получается из (1.1) посредством
дифференцирования по 𝑡 , то производную 𝑑x̃(𝑡)/𝑑𝑡 в уравнении (1.3) нужно понимать в обобщенном
смысле, так как траектории случайного процесса x̃(𝑡), которые являются его решениями, также как и
траектории процесса w̃(𝑡) с вероятностью 1 всюду непрерывны, но нигде не дифференцируемы. В дан-
ном случае интерпретация производной совершенно прозрачна. Если дифференциальное уравнение
(1.3) понимается по Стратоновичу, то его можно формально проинтегрировать в смысле Римана

x̃(𝑡) = 𝑒 (𝑡−𝑡0)Ax̃(𝑡0) +
𝑡∫

𝑡0

exp
(
A(𝑡 − 𝑠)

)
S�̃� (𝑠)𝑑𝑠 = 𝑒 (𝑡−𝑡0)Ax̃(𝑡0) +

𝑡∫
𝑡0

exp
(
A(𝑡 − 𝑠)

)
S𝑑�̃� (𝑠) . (1.4)

Интеграл в правой части формулы следует понимать как стохастический интеграл Стратоновича (см.
[2]). Такимобразом, отображение, описываемоеформулой (1.4), индуцирует случайныйпроцесс {x̃(𝑡); 𝑡 ∈
[𝑡0,∞)}, в том смысле, что оно определяет класс траекторий этого процесса на основе класса траекто-
рий векторнозначного винеровского процесса {�̃� (𝑡); 𝑡 ∈ [𝑡0,∞)} вместе со структурой измеримости на
пространстве всех локально непрерывных вектор-функций на [𝑡0,∞), а также распределение вероятно-
стей на 𝜎-алгебре измеримых множеств в этом пространстве при учете распределения вероятностей
Pr{x̃(𝑡0) < x0} случайного вектора x̃(𝑡0) — т.н. вероятности входа в процесс. А именно, для вероятности
любого случайного события — измеримого подмножества траекторий Σ должно выполняться

Pr{x̃(𝑡) ∈ Σ} = Pr{𝑒 (𝑡−𝑡0)Ax̃(𝑡0) +
𝑡∫

𝑡0

exp
(
A(𝑡 − 𝑠)

)
S𝑑�̃� (𝑠) ∈ Σ} =

1 ) Здесь и далее, мы под выражением стандартный винеровский процесс понимаем винеровский процесс c единичной
дисперсией (см. формулу (1.2)), исходящий из точки x = 0, но со сдвинутым началом отсчета времени в момент 𝑡 = 𝑡0.
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=

∫
Pr{w̃(𝑡) ∈ F−1𝑡

[
Σ − 𝑒 (𝑡−𝑡0)Ax0

]
}𝑑Pr{x̃(𝑡0) < x0} (1.5)

в том случае, когда случайная величина x̃(𝑡0) и процесс {w̃(𝑡); 𝑡 ∈ [𝑡0,∞)} статистически независимы.
Здесь введены: обозначение для отображения F𝑡 в пространстве непрерывных функций на [𝑡0,∞) —
траекторий винеровского процесса

F𝑡 [w̃(𝑠)] =
𝑡∫

𝑡0

exp
(
A(𝑡 − 𝑠)

)
S𝑑�̃� (𝑠)

и неравенство x̃(𝑡0) < x0, которое указывает на выполнение совокупности неравенств 𝑥 𝑗 (𝑡0) < (x0) 𝑗 ,
𝑗 = 1 ÷ 𝑛. Таким образом, распределение вероятностей полностью определяется распределениями веро-
ятностей: процесса {�̃� (𝑡); 𝑡 ∈ [𝑡0,∞)} и Pr{x̃(𝑡0) < x0}. Поэтому во всех формулах, в которых вычисляется
математическое ожидание E по распределению вероятностей случайного процесса {x̃(𝑡); 𝑡 ∈ [𝑡0,∞)}
можно считать, что оно вычисляется по произведению распределений вероятностей порождающего его
случайного процесса {�̃� (𝑡); 𝑡 ∈ [𝑡0,∞)} и распределению вероятностей случайного вектора x̃(𝑡0). Вы-
числение указанных математических ожиданий по распределению вероятностей процесса {�̃� (𝑡); 𝑡 ∈ R},
эквивалентным образом, может выполняться на основе формулы (1.4) посредством использования рас-
пределения вероятностей Pr{x̃(𝑡0) < x0} и характеристического функционала обобщенного гауссовского
случайного процесса {�̃� (𝑡); 𝑡 ∈ R},

E exp
(
𝑖

∞∫
−∞

(𝒖 (𝑡), �̃� (𝑡))𝑑𝑡
)
= exp

(
− 1
2

∞∫
−∞

𝒖2 (𝑡)𝑑𝑡
)
, (1.6)

значения которого определены для любой финитной непрерывной вектор-функции 𝒖 (𝑡), 𝑡 ∈ R и кото-
рый вычисляется на основе указанных выше правил усреднения,

E�̃� 𝑗 (𝑡) = 0 , E�̃� 𝑗 (𝑠)�̃� 𝑗𝑘 (𝑡) = 𝛿 𝑗𝑘𝛿 (𝑠 − 𝑡) , 𝑗, 𝑘 ∈ {1, ..., 𝑛} . (1.7)

Поэтому, далее, не оговаривая дополнительно,мыбудемприменять такжеи такойметод усредненияпри
вычислении математических ожиданий по распределению вероятностей случайного процесса {x̃(𝑡); 𝑡 ∈
[𝑡0,∞)}.

Пусть V — вещественная симметричная 𝑛 × 𝑛-матрица. Определим на пространстве непрерывных
вектор-функций x(𝑡), 𝑡 ∈ R+ = [0,∞) квадратичный функционал

J𝑡 [x(𝑠)] =
𝑡∫

0

(x(𝑠),Vx(𝑠))𝑑𝑠 , (1.8)

зависящий от параметра 𝑡 > 0. Тогда значения этого функционала с вероятностью 1 определены для
выборочных функций процесса {x̃(𝑡); 𝑡 ∈ [𝑡0,∞)} при 𝑡0 ≤ 0. Таким образом, при каждом значении
𝑡 > 0 совокупность его значений, принимаемых на классе допустимых случайных траекторий x̃(𝑡),
определяют случайную величину с распределением вероятностей, индуцированным распределением
вероятностей процесса {x̃(𝑡); 𝑡 ∈ [𝑡0,∞)}.

В настоящей работе мы рассмотрим гауссовские марковские случайные процессы {x̃(𝑡); 𝑡 ∈ [𝑡0,∞)}
при выполнениидвух условий, а именно, когда имеютместо: невырожденность ковариационнойматри-
цы S, det S ≠ 0и диссипативностьматрицыA. Точнее, мы будем считать, чтоматрицаA диагонализуема
(имеет скалярный тип в терминологии, применяемой в [13]) и реальная часть каждого из ее собственных
чисел отрицательна. В этом случае каждый случайный процесс {x̃(𝑡); 𝑡 ∈ [𝑡0,∞)} обладает предельным
при 𝑡0 → −∞ случайным процессом {x̃∞ (𝑡); 𝑡 ∈ R}, который является многомерным стационарным
гауссовским, марковским процессом — т.н. многомерным процессом Орнштейна – Уленбека с нулевым
средним значением. В дальнейшем при обозначении процессов такого типа нижний индекс ∞ мы
опускаем. Его распределение вероятностей полностью определяется парной корреляционной функций
𝐾 𝑗𝑘 (𝑡, 𝑠) = E(x̃∞) 𝑗 (𝑠) (x̃∞)𝑘 (𝑡).

Целью настоящей работы является вывод формулы для характеристической функции

𝑄𝑡 (−𝑖𝜆) = E exp
(
𝑖𝜆J𝑡 [x̃(𝑠)]

)
(1.9)

распределения вероятностей случайной величины J𝑡 [x̃(𝑠)], аналогичной т.н. формуле Зигерта [14],
которая имеет место в одномерном случае и которая находит различные применения в задачах стати-
стической радиотехники (см., например, пионерскую работу [15]) и в задачах статистики фотоотсчетов
в квантовой оптике (см., например, [16]) и др., а также работы [17-19] одного из авторов этой статьи.
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Для решения задач такого типа разработаны различные методы. Пионерским в этом отношении
является метод, которым впервые была решена задача для функционала J𝑇 , траекторий винеровского
процесса [20] (см. также [21]). Этот метод существенно использует марковость случайного процесса, по
мере которого производится усреднение. Более общий подход к решению таких задач основан на т.н.
методе Карунена-Лоэва (см. [22], [23]), использующий только лишь гауссовость случайного процесса
{x̃(𝑡); 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏] ⊂ R}. Он позволяет сводить нахождение математических ожиданий для более сложных
квадратичных функционалов от траекторий процесса (см. [24–27]). В настоящей работе мы следуем
методу, который был применен ранее одним из авторов статьи в [28],[29].

2. Элементарные гауссовские процессы. В этом разделе мы введем в рассмотрение класс гауссов-
ских случайных процессов, связанных со стохастическими системами (1.1), которые М. Арато (см. [1])
называет элементарными.

Определение 1. Случайный векторно-значный процесс {z̃(𝑡); 𝑡 ∈ [𝑡0,∞)} называется гауссовским,
если его характеристический функционал определяется формулой

E exp
(
𝑖

∞∫
𝑡0

(u, z̃(𝑡))𝑑𝑡
)
= exp

(
𝑖

∞∫
𝑡0

(u(𝑡), z0 (𝑡))𝑑𝑡 −
1
2

∞∫
𝑡0

𝑑𝑡

∞∫
𝑡0

𝐶 𝑗𝑘 (𝑠, 𝑡)𝑢 𝑗 (𝑠)𝑢𝑘 (𝑡)𝑑𝑠
)
, (2.1)

где u(𝑡)—произвольная непрерывнаяфинитнаяфункция, а математическое ожидание E вычисляется по
распределению вероятностей этого процесса. При этом z0 (𝑡) = Ez̃(𝑡) и𝐶 𝑗𝑘 (𝑠, 𝑡) = E(𝑧 𝑗 (𝑠)− (z0) 𝑗 (𝑠)) (𝑧𝑘 (𝑡)−
(z0)𝑘 (𝑡)) — корреляционная функция процесса.

Матричное ядро 𝐶 𝑗𝑘 (𝑠, 𝑡) в (2.1) обладает свойством симметрии 𝐶 𝑗𝑘 (𝑠, 𝑡) = 𝐶𝑘 𝑗 (𝑡, 𝑠) и положительной
определенностью, то есть для любой непрерывной финитной функции имеет место

E
[ ∞∫
𝑡0

𝑢 𝑗 (𝑡) (𝑧 𝑗 (𝑡) − (z0) 𝑗 (𝑡))
]2
𝑑𝑡 =

∞∫
𝑡0

𝑑𝑡

∞∫
𝑡0

𝐶 𝑗𝑘 (𝑠, 𝑡)𝑢 𝑗 (𝑠)𝑢𝑘 (𝑡)𝑑𝑠 > 0 .

Согласно этому определению, процесс {�̃� (𝑡); 𝑡 ∈ R} — гауссовский случайный процесс, с харак-
теристическим функционалом (1.6). Он является обобщенным процессом, так как у него отсутствуют
траектории, однакофункционал (1.6) является пределом характеристическихфункционалов гауссовских
процессов.

Согласно формуле (1.4), процесс {x̃(𝑡); 𝑡 ∈ [𝑡0,∞)} является линейным преобразованием гауссовского
случайного процесса �̃� (𝑠), 𝑠 ∈ (𝑡0 − 0,∞). Поэтому он также является гауссовским векторнозначным
процессом (см. [11]). В этом легко удостовериться непосредственно.

Теорема 1. Для любых вещественных матриц A и S, S𝑇 = S случайный процесс {x̃(𝑡); 𝑡 ∈ [𝑡0,∞)}
гауссовский.

� Поставим в определение характеристического функционала выражение для траекторий (1.4). Так
как E�̃� (𝑠) = 0, то

E exp
(
𝑖

∞∫
𝑡0

(u(𝑡), x̃(𝑡))𝑑𝑡
)
=

= exp
(
𝑖

∞∫
𝑡0

(𝑒 (𝑡−𝑡0)Ax0, u(𝑡))𝑑𝑡
)
E exp

(
𝑖

∞∫
𝑡0

𝑑𝑡

𝑡∫
𝑡0

(u(𝑡), 𝑒A(𝑡−𝑠) S�̃� (𝑠))𝑑𝑠
)
. (2.2)

Далее, вводя функцию

v(𝑠) =
∞∫
𝑠

S𝑒A
𝑇 (𝑡−𝑠)u(𝑡)𝑑𝑡 ,

вычислим математическое ожидание

E exp
(
𝑖

∞∫
𝑡0

𝑑𝑡

𝑡∫
𝑡0

(u(𝑡), 𝑒A(𝑡−𝑠) S�̃� (𝑠))𝑑𝑠
)
= E exp

(
𝑖

∞∫
𝑡0

𝑑𝑡

𝑡∫
𝑡0

(S𝑒A𝑇 (𝑡−𝑠)u(𝑡), �̃� (𝑠))𝑑𝑠
)
=

= E exp
(
𝑖

∞∫
𝑡0

𝑑𝑠

∞∫
𝑠

(S𝑒A𝑇 (𝑡−𝑠)u(𝑡), �̃� (𝑠))𝑑𝑡
)
= E exp

(
𝑖

∞∫
𝑡0

(v(𝑠), �̃� (𝑠))𝑑𝑠
)
=
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= exp
(
− 1
2

∞∫
𝑡0

v2 (𝑠)𝑑𝑠
)
= exp

(
− 1
2

∞∫
𝑡0

( ∞∫
𝑠

S𝑒A
𝑇 (𝑡−𝑠)u(𝑡)𝑑𝑡

)2
𝑑𝑠

)
. (2.3)

Интеграл в показателе экспоненты преобразуем, используя симметрию матрицы S, так, что получа-
ющееся в процессе преобразований подинтегрального выражения по переменным интегрирования
принимает вид

1
2

∞∫
𝑡0

( ∞∫
𝑠

S𝑒A
𝑇 (𝑡−𝑠)u(𝑡)𝑑𝑡

)2
𝑑𝑠 =

∞∫
𝑡0

𝑑𝑠

∞∫
𝑠

[
S𝑒A

𝑇 (𝑡1−𝑠)u(𝑡1)
]
𝑗
𝑑𝑡1

∞∫
𝑡1

[
S𝑒A

𝑇 (𝑡2−𝑠)u(𝑡2)
]
𝑗
𝑑𝑡2 =

=

∞∫
𝑡0

𝑑𝑡1

𝑡1∫
𝑡0

[
S𝑒A

𝑇 (𝑡1−𝑠)u(𝑡1)
]
𝑗
𝑑𝑠

∞∫
𝑡1

[
S𝑒A

𝑇 (𝑡2−𝑠)u(𝑡2)
]
𝑗
𝑑𝑡2 =

=

∞∫
𝑡0

𝑑𝑡1

∞∫
𝑡1

𝑑𝑡2

𝑡1∫
𝑡0

[
S𝑒A

𝑇 (𝑡2−𝑠)u(𝑡2)
]
𝑗

[
S𝑒A

𝑇 (𝑡1−𝑠)u(𝑡1)
]
𝑗
𝑑𝑠 =

=

∞∫
𝑡0

𝑑𝑡1

∞∫
𝑡1

𝑑𝑡2

𝑡1∫
𝑡0

(
S𝑒A

𝑇 (𝑡2−𝑠)u(𝑡2), S𝑒A
𝑇 (𝑡1−𝑠)u(𝑡1)

)
𝑑𝑠 =

=
1
2

∞∫
𝑡0

𝑑𝑡1

∞∫
𝑡0

( [ min{𝑡1,𝑡2 }∫
𝑡0

𝑒A(𝑡1−𝑠)S2𝑒A
𝑇 (𝑡2−𝑠)𝑑𝑠

]
u(𝑡2), u(𝑡1)

)
𝑑𝑡2 .

Таким образом, подставляя это преобразованное выражение в (2.3), получаем

E exp
(
𝑖

∞∫
𝑡0

𝑑𝑡

𝑡∫
𝑡0

(S𝑒A𝑇 (𝑡−𝑠)u(𝑡), �̃� (𝑠))𝑑𝑠
)
= exp

(
− 1
2

∞∫
𝑡0

𝑑𝑡1

∞∫
𝑡0

(
C(𝑡1, 𝑡2)u(𝑡2), u(𝑡1)

)
𝑑𝑡2

)
,

где матриц-функция C(𝑡1, 𝑡2) определяется матричным интегральным ядром

𝐶 𝑗1, 𝑗2 (𝑡1, 𝑡2) =
min{𝑡1,𝑡2 }∫
𝑡0

[
𝑒A(𝑡1−𝑠)S2𝑒A

𝑇 (𝑡2−𝑠)
]
𝑗1, 𝑗2

𝑑𝑠 . (2.4)

Принимая во внимание (2.2) и, затем, сравнивая с формулой (2.1), определяющей вид характеристиче-
ского функционала гауссовского процесса, убеждаемся в справедливости утверждения теоремы, так как,
по построению, ядро (2.4) является корреляционной функцией. �

Таким образом, на основании доказанной теоремы, следуя терминологии, введенной в начале раз-
дела, мы будем далее называть процессы {x̃(𝑡); 𝑡 ∈ [𝑡0,∞)}, определяемые (1.1), элементарными гауссов-
скими процессами.

Следствие. Корреляционная функция 𝐶 (𝑤)
𝑗,𝑘

(𝑠, 𝑡) стандартного винеровского процесса равна

𝐶
(𝑤)
𝑗,𝑘

(𝑠, 𝑡) = 𝛿 𝑗𝑘 min(𝑠 − 𝑡0, 𝑡 − 𝑡0) . (2.5)

� Достаточно положить в (2.4) A = 0, S = I.

Пусть {z̃(𝑡); 𝑡 ∈ [𝑡0,∞)} — элементарный гауссовский процесс. Положим, что носитель функций u(𝑡)
в формуле (2.3) совпадает с [𝑡0, 𝑡]. Перейдем к пределу в этой формуле на классе непрерывных на [𝑡0, 𝑡]
функций таким образом, что u(𝑠) → 𝛿 (𝑠 − 𝑡)q с фиксированным вектором q ∈ R𝑛 .

В этом случае формула (2.1) принимает вид

𝑓 (q, 𝑡 ; z0, 𝑡0) ≡ E exp
(
𝑖 (q, z̃(𝑡))

)
= exp

(
𝑖 (q, 𝑒 (𝑡−𝑡0)Az0) −

1
2
(
C(𝑡, 𝑡)q, q

) )
, (2.6)

где матриц-функция C(𝑡, 𝑡), согласно (2.4), определяется формулой

C(𝑡, 𝑡) =
𝑡∫

𝑡0

𝑒A(𝑡−𝑠)S2𝑒A
𝑇 (𝑡−𝑠)𝑑𝑠 =

𝑡−𝑡0∫
0

𝑒𝑠AS2𝑒𝑠A
𝑇

𝑑𝑠 . (2.7)
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Справедливо следующее утверждение.

Лемма 1. Функция 𝑓 (q, 𝑡 ; x0, 𝑡0) удовлетворяет условию 𝑓 (q, 𝑡 ; x0, 𝑡0) → exp
(
𝑖 (q, x0)

)
при 𝑡 → 𝑡0 и

дифференциальному уравнению

𝜕

𝜕𝑡
𝑓 (q, 𝑡 ; x0, 𝑡0) =

(
q,A

𝜕

𝜕q
𝑓 (q, 𝑡 ; x0, 𝑡0)

)
− 1
2
(
S
2q, q

)
𝑓 (q, 𝑡 ; x0, 𝑡0) . (2.8)

� Заметим, что при 𝑡 → 𝑡0 матрица C(𝑡, 𝑡) → 0, согласно (2.7) и, следовательно, 𝑓 (q, 𝑡 ; x0, 𝑡0) →
exp

(
𝑖 (q, x0)

)
.

Из (2.6) следует, что производная по 𝑡 функции 𝑓 (q, 𝑡 ; x0, 𝑡0) имеет вид

𝜕

𝜕𝑡
𝑓 (q, 𝑡 ; x0, 𝑡0) =

[
𝑖 (q,A𝑒 (𝑡−𝑡0)Ax0) −

1
2

( 𝜕
𝜕𝑡
C(𝑡, 𝑡)q, q

)]
𝑓 (q, 𝑡 ; x0, 𝑡0) . (2.9)

С другой стороны, вычислим градиент в пространстве R𝑛 векторов q,

𝜕

𝜕q
𝑓 (q, 𝑡 ; x0, 𝑡0) =

[
𝑖𝑒 (𝑡−𝑡0)Ax0 − C(𝑡, 𝑡)q

]
𝑓 (q, 𝑡 ; x0, 𝑡0) .

Тогда, симметризовав матрицу, определяющую квадратичную форму(
AC(𝑡, 𝑡)q, q

)
=

( [
AC(𝑡, 𝑡) + C(𝑡, 𝑡)A𝑇

]
q, q

)
/2,

получаем(
q,A

𝜕

𝜕q

)
𝑓 (q, 𝑡 ; x0, 𝑡0) =

[
𝑖 (q,A𝑒 (𝑡−𝑡0)Ax0) −

( [
AC(𝑡, 𝑡) + C(𝑡, 𝑡)A𝑇

]
q, q

)
/2

]
𝑓 (q, 𝑡 ; x0, 𝑡0) . (2.10)

Так как, согласно (2,7),

AC(𝑡, 𝑡) + C(𝑡, 𝑡)A𝑇 =

𝑡−𝑡0∫
0

( 𝑑
𝑑𝑠
𝑒𝑠AS2𝑒𝑠A

𝑇
)
𝑑𝑠 = 𝑒A(𝑡−𝑡0)S2𝑒A

𝑇 (𝑡−𝑡0) − S2

и
𝜕

𝜕𝑡
C(𝑡, 𝑡) = 𝑒A(𝑡−𝑡0)S2𝑒A𝑇 (𝑡−𝑡0) ,

то, сравнением (2.10) с (2.9), находим, что имеет место (2.6). �

Введем плотность распределения условных вероятностей перехода

𝑓 (x, 𝑡 ; x0, 𝑡0) = E𝛿 (x − x̃(𝑡)) (2.11)

для случайногопроцесса {x̃(𝑡); 𝑡 ∈ [𝑡0,∞)}, траекториикоторогоначинаются в точке x0, x̃(𝑡0) = x0. Это т.н.
плотность условных вероятностей перехода из точки x0 в момент времени 𝑡0 в точку x в момент времени
𝑡 . В формуле (2.8) усредняется 𝑛-мерная 𝛿-функция на R𝑛 . Записывая представление этой 𝛿-функций в
виде интеграла Фурье

𝛿 (x) = 1
(2𝜋)𝑛

∫
R𝑛

exp(−𝑖 (q, x))𝑑q ,

находим, что образ Фурье по переменной x для плотности 𝑓 (x, 𝑡 ; x0, 𝑡0) равен∫
R𝑛

𝑒𝑖 (q,x) 𝑓 (x, 𝑡 ; x0, 𝑡0)𝑑x = E exp
(
𝑖 (q, x̃(𝑡))

)
= 𝑓 (q, 𝑡 ; x0, 𝑡0) .

Следовательно, плотность 𝑓 (x, 𝑡 ; x0, 𝑡0) восстанавливается, согласно (2.6), по образу Фурье следующим
образом:

𝑓 (x, 𝑡 ; x0, 𝑡0) =
1

(2𝜋)𝑛
∫
R𝑛

exp
(
𝑖 (q, 𝑒 (𝑡−𝑡0)Ax0 − x) − 1

2
(
C(𝑡, 𝑡)q, q

) )
𝑑q . (2.12)

Теорема 2. Плотность условных вероятностей перехода 𝑓 (x, 𝑡 ; x0, 𝑡0) является решением параболи-
ческоого дифференциального уравнения

𝜕

𝜕𝑡
𝑓 (x, 𝑡 ; x0, 𝑡0) =

( 𝜕
𝜕x
,Ax

)
𝑓 (x, 𝑡 ; x0, 𝑡0) +

1
2

( 𝜕
𝜕x
, S2

𝜕

𝜕x

)
𝑓 (x, 𝑡 ; x0, 𝑡0) (2.13)
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с начальным условием lim
𝑡→𝑡0

𝑓 (x, 𝑡 ; x0, 𝑡0) = 𝛿 (x − x0).
� Тот факт, что 𝑓 (x, 𝑡 ; x0, 𝑡0) удовлетворяет указанному начальному условию, непосредственно сле-

дует из (2.12) при учете того, что 𝑓 (q, 𝑡 ; x0, 𝑡0) → exp
(
𝑖 (q, x0)

)
при 𝑡 → 𝑡0, согласно утверждению леммы.

Тогда продифференцируем по 𝑡 плотность 𝑓 (x, 𝑡 ; x0, 𝑡0) (2.12) и учтем, что функция 𝑓 (q, 𝑡 ; x0, 𝑡0) удо-
влетворяет уравнению (2.8),

𝜕

𝜕𝑡
𝑓 (x, 𝑡 ; x0, 𝑡0) =

1
(2𝜋)𝑛

∫
R𝑛

exp
(
− 𝑖 (q, x)

)
· 𝜕
𝜕𝑡
𝑓 (q, 𝑡 ; x0, 𝑡0) 𝑑q =

=
1

(2𝜋)𝑛
∫
R𝑛

exp
(
− 𝑖 (q, x)

) ( (
q,A

𝜕

𝜕q
𝑓 (q, 𝑡 ; x0, 𝑡0)

)
− 1
2
(
S
2q, q

)
𝑓 (q, 𝑡 ; x0, 𝑡0)

)
𝑑q . (2.14)

Первое слагаемое в (2.14) преобразуем следующим образом:

1
(2𝜋)𝑛

∫
R𝑛

exp
(
− 𝑖 (q, x)

) (
q,A

𝜕

𝜕q
𝑓 (q, 𝑡 ; x0, 𝑡0)

)
𝑓 (q, 𝑡 ; x0, 𝑡0)𝑑q =

=
𝑖

(2𝜋)𝑛
𝜕

𝜕𝑥 𝑗
𝐴 𝑗𝑘

∫
R𝑛

exp
(
− 𝑖 (q, x)

) 𝜕

𝜕𝑞𝑘
𝑓 (q, 𝑡 ; x0, 𝑡0)

)
𝑑q . (2.15)

Преобразование последнего интеграла по частям, с учетом стремления к нулю интеграла по поверх-
ности шара в q-пространстве с неограниченно возрастающим радиусом, приводит его к выражению( 𝜕
𝜕x
,Ax

)
𝑓 (x, 𝑡 ; x0, 𝑡0).

Интеграл же, соответствующий второму слагаемому в (2.14), преобразуется следующим образом:

− 1
(2𝜋)𝑛

∫
R𝑛

exp
(
− 𝑖 (q, x)

) (
S
2q, q

)
𝑓 (q, 𝑡 ; x0, 𝑡0)𝑑q =

=
(−𝑖)
(2𝜋)𝑛

( 𝜕
𝜕x
, S2

∫
R𝑛

q exp
(
− 𝑖 (q, x)

)
𝑓 (q, 𝑡 ; x0, 𝑡0)𝑑q

)
=

=
1

(2𝜋)𝑛
( 𝜕
𝜕x
, S2

𝜕

𝜕x

) ∫
R𝑛

exp
(
− 𝑖 (q, x)

)
𝑓 (q, 𝑡 ; x0, 𝑡0)𝑑q =

=

( 𝜕
𝜕x
, S2

𝜕

𝜕x

)
𝑓 (x, 𝑡 ; x0, 𝑡0)𝑑q .

Подставив это выражение вместе с выражением (2.15) в (2.14), получаем уравнение (2.13). �

Следствие. Гауссовский процесс {x̃(𝑡); 𝑡 ∈ [𝑡0,∞)}, является марковским, обладающим непрерыв-
ными с вероятностью 1 траекториями (см. [4]).

Случайный процесс {x̃(𝑡); 𝑡 ∈ [𝑡0,∞)} является марковским, так как плотность 𝑓 (x, 𝑡 ; x0, 𝑡0) условных
вероятностей перехода удовлетворяет параболическому уравнению (2.13), которое является т.н. прямым
уравнением Колмогорова, для марковских случайных процессов с непрерывными траекториями.

3. ПроцессыОрнштейна –Уленбека вR𝑛 .Далее, в этой работе мы будем рассматривать случайные
гауссовские марковские процессы {x̃(𝑡); 𝑡 ∈ [𝑡0,∞)} при условии, что стохастическое уравнение (1.3)
обладает свойством невырожденности, то есть когда имеет место det S ≠ 0. В этом случае интеграл (2.12),
определяющий плотность 𝑓 (x, 𝑡 ; x0, 𝑡0), вычисляется явно в терминах элементарных функций так, что
эта плотность не содержит сингулярной составляющей.

Теорема 3. Плотность 𝑓 (x, 𝑡 ; x0, 𝑡0) условных вероятностей перехода случайного гауссовского мар-
ковского процесса {x̃(𝑡); 𝑡 ∈ [𝑡0,∞)}, у которого det S ≠ 0, определяется формулой

𝑓 (x, 𝑡 ; x0, 𝑡0) =
[
(2𝜋)𝑛 detC(𝑡, 𝑡)

]−1/2 exp [
− 1
2

(
C
−1 (𝑡, 𝑡)

[
x − 𝑒 (𝑡−𝑡0)Ax0

]
,
[
x − 𝑒 (𝑡−𝑡0)Ax0

] )]
. (3.1)

� Пусть det S ≠ 0. Так как det exp(𝑠A) = exp(𝑠SpA) ≠ 0, то эта матрица и транспонированная к ней
матрица exp(𝑠A𝑇 ) невырождены. Следовательно, симметричная матрица 𝑒𝑠AS2𝑒𝑠A𝑇 невырождена. Более
того, эта матрица положительно определена, так как для любого вектора x ∈ R𝑛 имеет место

(𝑒𝑠AS2𝑒𝑠A𝑇

x, x) = (S2𝑒𝑠A𝑇

x, 𝑒𝑠A
𝑇

x) > 0 ,
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так как матрица S2 симметрична и положительно определена, а также 𝑒𝑠A𝑇

x ≠ 0, ввиду невырожден-
ности матрицы 𝑒𝑠A

𝑇 . Отсюда следует, что симметричная матрица C(𝑡, 𝑡) положительно определена и,
следовательно, невырождена при любом 𝑡 ∈ [𝑡0,∞), так как для любого x ∈ R𝑛 выполняется

(
C(𝑡, 𝑡) x, x

)
=

( [ 𝑡−𝑡0∫
0

𝑒𝑠AS2𝑒𝑠A
𝑇

𝑑𝑠

]
x, x

)
=

𝑡−𝑡0∫
0

(𝑒𝑠AS2𝑒𝑠A𝑇

x, x) 𝑑𝑠 > 0 .

Ввиду положительной определенности матрицы C(𝑡, 𝑡), интеграл в (2.12) вычисляется посредством
«выделения полного квдрата» в показателе экспоненты

𝑖 (q, 𝑒 (𝑡−𝑡0)Ax0 − x) − 1
2
(
C(𝑡, 𝑡)q, q

)
=

= −1
2

(
C(𝑡, 𝑡)

(
q − 𝑖C−1 (𝑒 (𝑡−𝑡0)Ax0 − x)

)
, q − 𝑖C−1 (𝑒 (𝑡−𝑡0)Ax0 − x)

)
−

− 1
2

(
C
−1 (𝑡, 𝑡)

(
x − 𝑒 (𝑡−𝑡0)Ax0

)
,
(
x − 𝑒 (𝑡−𝑡0)Ax0

) )
.

Вводя, теперь, новую переменную интегрирования q−𝑖C−1 (𝑒 (𝑡−𝑡0)Ax0−x) ⇒ q в интеграле (2.12), находим

𝑓 (x, 𝑡 ; x0, 𝑡0) =
1

(2𝜋)𝑛
∫
R𝑛

exp
(
𝑖 (q, 𝑒 (𝑡−𝑡0)Ax0 − x) − 1

2
(
C(𝑡, 𝑡)q, q

) )
𝑑q =

=
1

(2𝜋)𝑛
∫
R𝑛

exp
(
− 1
2
(
C(𝑡, 𝑡)q, q

) )
𝑑q · exp

[
− 1
2

(
C
−1 (𝑡, 𝑡)

[
x − 𝑒 (𝑡−𝑡0)Ax0

]
,
[
x − 𝑒 (𝑡−𝑡0)Ax0

] )]
и так как ∫

R𝑛

exp
(
− 1
2
(
C(𝑡, 𝑡)q, q

) )
𝑑q =

(2𝜋)𝑛/2[
detC(𝑡, 𝑡)

]1/2 ,
то для плотности условных вероятностей перехода выполняется формула (3.1). �

Рассмотрим, наконец, элементарные гауссовские процессы {x̃(𝑡); 𝑡 ∈ [𝑡0,∞)} при условии, когда
матрица A является гурвицевой (устойчивой), то есть будем считать, что A диагонализуема и реальная
часть каждого из ее собственных чисел отрицательна. При этом условии имеет место

Теорема 4. Пусть A−диагонализуемая 𝑛 × 𝑛-матрица, все собственные числа которой имеют строго
отрицательную реальную часть. Случайный гауссовский марковский процесс {x̃(𝑡); 𝑡 ∈ [𝑡0,∞)}, опреде-
ляемый стохастическим дифференциальным уравнением (1.1) с матрицей A, имеет предел lim

𝑡0→−∞
x̃(𝑡) по

мере, который не зависит от значения x̃(𝑡0) и является стационарным случайным процессом.
� Докажем, что существует предел матрицы C(𝑡, 𝑡) при 𝑡0 → −∞, то есть сходится интеграл∫ ∞

0
𝑒𝑠A S2𝑒𝑠A

𝑇

𝑑𝑠.

Для любого вектора x ∈ R𝑛 неотрицательный диагональный элемент положительно определенной
симметричной матрицы удовлетворяет неравенству(

𝑒𝑠A S2𝑒𝑠A
𝑇

x, x
)
=

(
S
2𝑒𝑠A

𝑇

x, 𝑒𝑠A
𝑇

x
)
≤ ‖S‖2‖𝑒𝑠A𝑇

x‖2 . (3.2)

Пусть {e( 𝑗) ; 𝑗 = 1 ÷ 𝑛} — базис в R𝑛 , состоящий из собственных векторов матрицы A с соответствую-
щими собственными числами {−𝜈 ( 𝑗) < 0; 𝑗 = 1 ÷ 𝑛}. Тогда, подействовав матрицей 𝑒𝑠A на разложение
вектора x =

∑𝑛
𝑗=1 𝛼 𝑗e

( 𝑗) , находим

𝑒𝑠Ax =

𝑛∑︁
𝑗=1

𝛼 𝑗𝑒
−𝑠𝜈 ( 𝑗 ) e( 𝑗) .

Следовательно,

‖𝑒𝑠Ax‖2 ≤
��� 𝑛∑︁
𝑗=1

𝛼 𝑗𝑒
−𝑠𝜈 ( 𝑗 )

���2 ≤ 𝑒−2𝜈𝑠 ( 𝑛∑︁
𝑗=1

|𝛼 𝑗 |
)2

≡ 𝑒−2𝜈𝑠 ‖x‖21 , (3.3)

где 𝜈 = min{Re𝜈 ( 𝑗) ; 𝑗 = 1 ÷ 𝑛}. В сочетании с (3.2), получаем оценку(
𝑒𝑠A S2𝑒𝑠A

𝑇

x, x
)
≤ 𝑒−2𝜈𝑠 ‖S‖2‖x‖21 .

ISSN 2687-0959 Прикладная математика & Физика, 2021, том 53, №2



Ю. П. Вирченко, Н. Н. Витохина 105

Тогда для любого вектора x ∈ R𝑛 равен нулю следующий предел для матриц-функции, значениями
которой являются симметричные положительно определенные матрицы( [ ∞∫

𝑡

𝑒𝑠A S2𝑒𝑠A
𝑇

𝑑𝑠

]
x, x

)
≤ ‖x‖21

1 − 𝑒−2𝜈𝑡
2𝜈

‖S‖2 → 0 , 𝑡 → ∞ .

Откуда следует сходимость интеграла. Тогда, согласно (2.7), существует предел

lim
𝑡0→−∞

C(𝑡, 𝑡) =
∞∫

0

𝑒𝑠A S2𝑒𝑠A
𝑇

𝑑𝑠 ≡ C .

Кроме того, для любого вектора x ∈ R𝑛 , согласно (3.2), 𝑒 (𝑡−𝑡0)Ax0 → 0 при 𝑡0 → −∞.
Перейдем к пределу 𝑡0 → −∞ в формуле (3.1). Предельное значение плотности 𝑓 (x, 𝑡 ; x0, 𝑡0), которое

мы обозначим 𝑓 (x), существует и равно

𝑓 (x) =
[
(2𝜋)𝑛 detC

]−1/2 exp [
− 1
2
(
C
−1x, x

) ]
. (3.4)

Эта предельная плотность не зависит от x0. Так как она не зависит от 𝑡 ∈ R и плотность условных
вероятностей перехода зависит только лишь от разности 𝑡 − 𝑡0, то предельный случайный гауссовский
марковский процесс, который теперь определен для всех 𝑡 ∈ R, является стационарным (см. [30]). �

4. Характеристическая функция случайной величины J𝑡 [ x̃(𝑠) ]. Ввиду того, то случайная вели-
чина J𝑡 [ x̃(𝑠) ] с вероятностью 1 положительна, то ее распределение вероятностей удобно характеризо-
вать производящей функцией

𝑄 (𝜆, 𝑡) = E exp
(
− 𝜆J𝑡 [ x̃(𝑠) ]

)
, Re𝜆 ∈ [0,∞) . (4.1)

Тогда характеристическая функция этой случайной величины равна 𝑄 (−𝑖𝜆, 𝑡), 𝜆 ∈ R. Мы произведем
вычисление функции (4.1) методом, идейно близким к методу Каца [20], а именно, сведем ее вычис-
ление к решению вспомогательного параболического уравнения типа уравнения Шредингера. Однако
при этом, в отличие от указанной работы, мы не будем явно использовать интегрирование по мере
винеровского процесса {w̃(𝑡); 𝑡 ∈ [0,∞)}, а воспользуемся известной формулой усреднения Фуруцу –
Новикова (см. [31], [32]), связанной с процессом белого шума.

Введем, следуя М. Кацу, совместную одновременну́ю плотность 𝑔(x, 𝑣 ; 𝑡, x0) распределения веро-
ятностей для составного случайного процесса, представляющего собой пару случайных процессов
{〈x̃(𝑡), J𝑡 [x̃(𝑠)]〉; 𝑡 ∈ [0,∞)},

𝑔(x, 𝑣 ; 𝑡, x0) = E𝛿 (x − x̃(𝑡))𝛿 (𝑣 − J𝑡 [x̃(𝑠)])
при условии, что x̃(0) = x0, J0 [x̃(𝑠)] = 0. Здесь первая 𝛿-функция 𝑛-мерная, а вторая — одномерная,
хотя мы их обозначаем одной буквой. Однако, в дальнейшем, это не должно вызвать недоразумений.
Следующие интегралы с этой плотностью определяют плотность 𝑓 (x, 𝑡 ; x0, 0) и производящуюфункцию
𝑄 (𝜆, 𝑡, x0) условного распределения вероятностей для величины J𝑡 [x̃(𝑠)]:

𝑓 (x, 𝑡 ; x0, 0) =
∞∫

0

𝑔(x, 𝑣 ; 𝑡, x0)𝑑𝑣 , ℎ(x, 𝜆; 𝑡, x0) =
∞∫

0

𝑔(x, 𝑣 ; 𝑡, x0)𝑒−𝜆𝑣𝑑𝑣 ,

𝑄 (𝜆, 𝑡 ; x0) =
∫
R𝑛

ℎ(x, 𝜆; 𝑡, x0)𝑑x =

∞∫
0

𝑑𝑣

∫
R𝑛

𝑔(x, 𝑣 ; 𝑡, x0)𝑒−𝜆𝑣𝑑x . (4.2)

Пусть случайные функции представляются линейным функционалом 𝑧 𝑗 (𝑡) =
∫
𝑧 𝑗𝑘 (𝑡, 𝑠)�̃�𝑘 (𝑠)𝑑𝑠 , 𝑗 =

1 ÷ 𝑛 от реализаций белого шума таким, что эти функции непрерывны с вероятностью 1. Пусть также
𝐺 [z̃(𝑠)]− функционал от случайных функций z̃(𝑡), обладающий вариационной производной (производ-
ной Гато) на пространстве непрерывных функций. Тогда формула Фуруцу – Новикова утверждает, что
для математического ожидания E�̃� (𝑡)𝐺 [z̃(𝑠 ′)] имеет место равенство

E�̃� 𝑗 (𝑡)𝐺 [z̃(𝑠 ′)] =
∫
R

(
E
𝛿𝐺 [z̃(𝑠 ′)]
𝛿𝑧𝑘 (𝑠)

) (
E�̃� 𝑗 (𝑡)𝑧𝑘 (𝑠)

)
𝑑𝑠 . (4.3)

Из формулы (4.3) вытекает, во-первых, что она линейна по функционалу 𝐺 [z̃(𝑠)] и, во-вторых, если
𝐺 [z̃(𝑠)] = 𝑤 (𝐻 [z̃(𝑠)]),𝑤 (·) — непрерывно дифференцируемая функция, то

E�̃� 𝑗 (𝑡)𝐺 [z̃(𝑠 ′)] = E
(𝑑𝑤
𝑑𝐻

∫
R

𝛿𝐻 [z̃(𝑠 ′)]
𝛿𝑧𝑘 (𝑠)

) (
E�̃� 𝑗 (𝑡)𝑧𝑘 (𝑠)

)
𝑑𝑠 . (4.4)
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Пусть носитель непрерывной функции 𝑧𝑘𝑘′ (𝑠, 𝑠 ′) относительно переменной 𝑠 ′, содержит 𝑡 в качестве
внутренней точки. ТогдаE�̃� 𝑗 (𝑡)𝑧𝑘 (𝑠) = 𝑧𝑘 𝑗 (𝑠, 𝑡). Если этот носитель не содержит точки 𝑡 , тоE�̃� 𝑗 (𝑡)𝑧𝑘 (𝑠) = 0.
Наконец, если 𝑡 является крайней точкой носителя, то E�̃� 𝑗 (𝑡)𝑧𝑘 (𝑠) = 𝑧𝑘 𝑗 (𝑡, 𝑡)/2. Последнее равенство, как
раз, связано с использованием белого шума в смысле Стратоновича, так как в этом случае, согласно
теореме Вонга – Закаи, правильное использование корреляционной функции белого шума состоит в
замене𝛿 (𝑡−𝑠) на какую-то непрерывнуюкорреляционнуюфункцию 𝑐 (𝑠−𝑡) = E�̃� (𝑠)�̃� (𝑡), которая является
четной, с последующим переходом к пределу 𝑐 (𝑡) → 𝛿 (𝑡).

Используя перечисленные свойства устанавливаем справедливость следующей формулы.
Лемма 2. Пусть {x̃(𝑡); 𝑡 ∈ [0,∞)} — элементарный гауссовский процесс с траекториями (1.4) и

𝐺 [x̃(𝑠)] = exp
(
− 𝑖 (q, x̃(𝑡)) − 𝜆J𝑡 [x̃(𝑠)]

)
. Тогда имеет место формула

E �̃� 𝑗 (𝑡)𝐺 [x̃(𝑠)] = − 𝑖
2

(
Sq

)
𝑗
E𝐺 [x̃(𝑠)] . (4.5)

� Согласно (1.4), положим x̃(𝑡) = 𝑒𝑡Ax0 + z̃(𝑡), 𝑧 𝑗 (𝑡) =
∫ 𝑡
0 𝑧 𝑗𝑘 (𝑡, 𝑠)�̃�𝑘 (𝑠)𝑑𝑠 , 𝑧 𝑗𝑘 (𝑡, 𝑠) =

(
𝑒 (𝑡−𝑠)AS

)
𝑗𝑘
𝜃 (𝑡 − 𝑠).

Кроме того,𝑤 (𝐻 ) = exp(−𝐻 ), 𝐻 [z̃(𝑠)] = 𝑖 (q, x̃(𝑡)) + 𝜆J𝑡 [x̃(𝑠)]. Тогда

𝛿𝐻 [z̃(𝑠 ′)]
𝛿𝑧𝑘 (𝑠)

= 𝑖𝑞𝑘𝛿 (𝑡 − 𝑠) + 𝜆
𝛿J𝑡 [z̃(𝑠 ′)]
𝛿𝑧𝑘 (𝑠)

и
𝛿J𝑡 [z̃(𝑠 ′)]
𝛿𝑧𝑘 (𝑠)

= 2
𝑡∫

0

𝛿 (𝑠 − 𝑠 ′)
(
Vx̃

)
𝑘
(𝑠 ′) = 2𝜃 (𝑡 − 𝑠)𝜃 (𝑠)

(
Vx̃

)
𝑘
(𝑠) ,

𝑡∫
0

𝛿J𝑡 [z̃(𝑠 ′)]
𝛿𝑧𝑘 (𝑠)

(
E�̃� 𝑗 (𝑡)𝑧𝑘 (𝑠)

)
𝑑𝑠 = 2

𝑡∫
0

(
Vx̃

)
𝑘
(𝑠)

(
E�̃� 𝑗 (𝑡)𝑧𝑘 (𝑠)

)
𝑑𝑠 =

= 2
𝑡∫

0

(
Vx̃

)
𝑘
(𝑠)𝑧𝑘 𝑗 (𝑠, 𝑡)𝑑𝑠 = 2

𝑡∫
0

(
Vx̃

)
𝑘
(𝑠)𝑒 (𝑠−𝑡 )AS𝑘 𝑗𝜃 (𝑠 − 𝑡)𝑑𝑠 = 0 ,

так как 𝑡 является внешней точкой по отношению к интервалу интегрирования по 𝑠 . Учитывая полу-
ченное равенство, получаем, согласно (4.4),

E
(𝑑𝑤
𝑑𝐻

∫
R

𝛿𝐻 [z̃(𝑠 ′)]
𝛿𝑧𝑘 (𝑠)

) (
E�̃� 𝑗 (𝑡)𝑧𝑘 (𝑠)

)
𝑑𝑠 = − 𝑖

2
(
S q

)
𝑗
E𝐺 [z̃(𝑠 ′)] ,

так как 𝑡 является крайней точкой интервала интегрирования, то мы положили E�̃� 𝑗 (𝑡)𝑧𝑘 (𝑠) = 𝑆𝑘 𝑗/2 и
воспользовались симметрией матрицы S. �

Теперь мы в состоянии доказать следующее утверждение.
Теорема 5. Плотность ℎ(x, 𝜆; 𝑡) удовлетворяет следующему уравнению

𝜕

𝜕𝑡
ℎ(x, 𝜆; 𝑡, x0) =

(
−

( 𝜕
𝜕x
,Ax

)
ℎ + 1

2

( 𝜕
𝜕x
, S2

𝜕

𝜕x

)
ℎ − 𝜆(Vx, x)ℎ

)
(x, 𝜆; 𝑡, x0) (4.6)

и начальному условию ℎ(x, 𝜆; 0, x0) = 𝛿 (x − x0).
� Заметим, что

ℎ(x, 𝜆; 𝑡, x0) = E𝛿 (x − x̃(𝑡)) exp(−𝜆J𝑡 [z̃(𝑠)]) ,
представим эту функцию в виде интеграла Фурье

ℎ(x, 𝜆; 𝑡, x0) =
1

(2𝜋)𝑛
∫
R𝑛

𝑒𝑖 (x,q)E𝐺 [z̃(𝑠)]𝑑q . (4.7)

Запишем выражение для производной

𝜕

𝜕𝑡
𝐺 [z̃(𝑠)] = −𝐺 [z̃(𝑠)]

[
𝑖

(
q,
𝑑

𝑑𝑡
x̃(𝑡)

)
+ 𝜆(x̃(𝑡),Vx̃(𝑡))

]
=

= −𝐺 [z̃(𝑠)]
[
𝑖 (q,Ax̃(𝑡)) + 𝑖 (q, S�̃� (𝑡)) + 𝜆(x̃(𝑡),Vx̃(𝑡))

]
.

Осуществляя, теперь, преобразование Фурье для математического ожидания от обеих частей этого ра-
венства, воспользовавшись (4.5), находим

𝜕

𝜕𝑡
ℎ(x, 𝜆; 𝑡, x0) = − 𝑖

(2𝜋)𝑛
∫
R𝑛

𝑒𝑖 (x,q) (q,AEx̃(𝑡)𝐺 [z̃(𝑠)])𝑑q−

ISSN 2687-0959 Прикладная математика & Физика, 2021, том 53, №2



Ю. П. Вирченко, Н. Н. Витохина 107

− 𝜆

(2𝜋)𝑛
∫
R𝑛

𝑒𝑖 (x,q)E(x̃(𝑡),Vx̃(𝑡))𝐺 [z̃(𝑠)]𝑑q − 𝑖

(2𝜋)𝑛
∫
R𝑛

𝑒𝑖 (x,q) (q, SE�̃� (𝑡))𝐺 [z̃(𝑠)]𝑑q . (4.8)

Первое слагаемое в правой части формулы преобразуется следующим образом:

𝑖

(2𝜋)𝑛
∫
R𝑛

𝑒𝑖 (x,q) (q,AEx̃(𝑡)𝐺 [z̃(𝑠)])𝑑q =

( 𝜕
𝜕x
,AE x̃(𝑡)

) 1
(2𝜋)𝑛

∫
R𝑛

𝑒𝑖 (x,q)𝐺 [z̃(𝑠)])𝑑q =

=

( 𝜕
𝜕x
,AE x̃(𝑡)

)
𝛿 (x − x̃(𝑡)) exp(−𝜆J𝑡 [z̃(𝑠)]) =

( 𝜕
𝜕x
,A x

)
ℎ(x, 𝜆; 𝑡, x0) . (4.9)

Преобразуем второе слагаемое в (4.8),

1
(2𝜋)𝑛

∫
R𝑛

𝑒𝑖 (x,q)E(x̃(𝑡),Vx̃(𝑡))𝐺 [z̃(𝑠)]𝑑q = E(x̃(𝑡),Vx̃(𝑡)) 1
(2𝜋)𝑛

∫
R𝑛

𝑒𝑖 (x,q)𝐺 [z̃(𝑠)]𝑑q =

= E(x̃(𝑡),Vx̃(𝑡))𝛿 (x − x̃(𝑡)) exp(−𝜆J𝑡 [z̃(𝑠)]) = (x,Vx)ℎ(x, 𝜆; 𝑡, x0) . (4.10)
Наконец, для преобразования последнего слагаемого в (4.8) применим формулу (4.5),

𝑖

(2𝜋)𝑛
∫
R𝑛

𝑒𝑖 (x,q) (q, SE�̃� (𝑡))𝐺 [z̃(𝑠)]𝑑q =

( 𝜕
𝜕x
, SE �̃� (𝑡)

) 1
(2𝜋)𝑛

∫
R𝑛

𝑒𝑖 (x,q)𝐺 [z̃(𝑠)])𝑑q =

=

( 𝜕
𝜕x
, S

1
(2𝜋)𝑛

∫
R𝑛

𝑒𝑖 (x,q)E �̃� (𝑡)
)
𝐺 [z̃(𝑠)])𝑑q = − 𝑖

2

( 𝜕
𝜕x
, S2

1
(2𝜋)𝑛

∫
R𝑛

q𝑒𝑖 (x,q)E𝐺 [z̃(𝑠)]𝑑q
)
=

= −1
2

( 𝜕
𝜕x
, S2

𝜕

𝜕x

)
ℎ(x, 𝜆; 𝑡, x0) .

Подставляя это выражение вместе с (4.9) и (4.10) в (4.8), получаем уравнение (4.6).
В заключение заметим, что J0 [z̃(𝑠)] = 0 и вектор x̃(0) = x0 неслучаен. Поэтому ℎ(x, 𝜆; 0, x0) =

𝑓 (x, 0; x0, 0) = 𝛿 (x − x0). �
5.ОбобщеннаяформулаЗигерта.Поопределению,функцияℎ(x, 𝜆; 𝑡, x0) существуети единственна,

так как существует и единственна плотность распределения𝑔(x, 𝑣 ; 𝑡, x0), а функцияℎ(x, 𝜆; 𝑡, x0) представ-
ляет собой условное математическое ожидание случайной величины exp(−𝜆J𝑡 [z̃(𝑠)]), которая ограни-
чена при Re 𝜆 ≥ 0, ввиду J𝑡 [z̃(𝑠)] ≥ 0 с вероятностью 1.

Найдем решение уравнения (4.6), удовлетворяющее начальному условиюℎ(x, 𝜆; 0, x0) = 𝛿 (x−x0). Нам
понадобятся следующие утверждения относительно разрешимостиматричного уравнения Риккати [33].

Теорема 6. Пусть A, V и S2 — 𝑛 ×𝑛-матрицы, причем матрицы V и S2 симметричны и положительно
определены. Тогда квадратное матричное уравнение относительно матрицы B

BS
2
B
𝑇 + (AB𝑇 + BA𝑇 ) − 2𝜆V = 0 , (5.1)

при 𝜆 ≥ 0 имеет решение в виде вещественной матрицы B.
� Произведем замену B⇒ B + R. Тогда

(B + R)S2 (B𝑇 + R𝑇 ) + (A(B𝑇 + R𝑇 ) + (B + R)A𝑇 ) − 2𝜆V = 0 .

Так как S2 положительно определенная матрица, то S−2 существует. Поэтому выберем матрицу R так,
чтобы выполнялось RS2 + A = 0, то есть R = −AS−2, R𝑇 = −S−2A𝑇 . В результате, получим уравнение

BS
2
B
𝑇 = 2𝜆V − RS2R𝑇 − RA𝑇 − A𝑇R = 2𝜆V + A𝑇S−2A .

Введем матрицы X = BS, E = 2𝜆V + AS−2A𝑇 . Тогда уравнение принимает вид

XX
𝑇 = E . (5.2)

Так как матрица AS−2A𝑇 симметрична и положительно определена и такими же свойствами обладает
матрица 𝜆𝑉 , то матрица E симметрична и положительно определена и следовательно существует един-
ственная симметричная положительно определенная матрица, которая является квадратным корнем
E1/2 из матрицы E (см. [34]), так как для вещественной симметричной неотрицательно определенной
матрицы ее взаимно ортогональные собственные векторы всегда могут быть выбраны вещественными.
Тогда уравнение (5.2) имеет решение в виде вещественной симметричной матрицы X = E1/2. Таким
образом, B = E1/2𝑆−1. Наконец, возвращаясь к исходным обозначениям B ⇒ B − R, находим решение
уравнения (5.1) в виде B = E1/2𝑆−1 + AS−2. �
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Следующее утверждение уточняет Теорему 6.
Теорема 7. Пусть A, V и S2 — 𝑛 ×𝑛-матрицы, причем матрицы V и S2 симметричны и положительно

определены. Пусть, кроме того, матрица S коммутирует с матрицами V и A. Тогда матричное уравнение
(5.1) относительно матрицы B при 𝜆 > 0 имеет такое решение, что квадратичная форма (Bx, x) является
положительно определенной.
� Рассмотрим решение B = E1/2𝑆−1 + AS−2, существование которого установлено в доказательстве

Теоремы 6. При условии коммутации матрицы S с матрицами V и A, обратная матрица S−1 также
коммутирует с этими матрицами, и поэтому [S−1,E1/2] = 0. Тогда матрица S−1E1/2 симметричная и
положительно определенная, и поэтому (S−1E1/2x, x) > 0 при x ≠ 0.

Рассмотрим квадратичную форму (AS−2x, x). Матрицы A и S−2, ввиду их коммутации, обладают об-
щим для них базисом {e𝑗 ; 𝑗 = 1 ÷ 𝑛} ортонормированных собственных векторов. Обозначим наборы их
собственных чисел, соответственно, {𝛼 𝑗 ; 𝑗 = 1 ÷ 𝑛}, {𝜎−2𝑗 > 0; 𝑗 = 1 ÷ 𝑛}. При этом 𝛼 𝑗 вещественны, так
как являются собственными числами вещественной матрицы с вещественными собственными векто-
рами e𝑗 , являющимися, одновременно собственными векторами симметричной матрицы S. Тогда для
любого вектора x =

∑𝑛
𝑗=1 𝜉 𝑗e𝑗 , коэффициенты 𝜉 𝑗 вещественны, так как e𝑗 вещественны, так как являются

собственными векторами симметричной матрицы S и поэтому имеет место

(AS−2x, x) =
𝑛∑︁
𝑗=1

𝛼 𝑗

𝜎2
𝑗

𝜉2𝑗 < 0 ,

так как 𝛼 𝑗 < 0, 𝑗 = 1 ÷ 𝑛. Следовательно, суммарная квадратичная форма положительно определена,
(S−1E1/2x, x) − Re(AS−2x, x) > 0 при x ≠ 0. �

Будем искать функцию ℎ(x, 𝜆; 𝑡, x0) в следующем виде

ℎ = 𝑝 exp
(
𝑎𝑡 − (𝑥,B𝑥)/2

)
, 𝑝 = 𝑝 (x, 𝜆; 𝑡)

с симметричной матрицей B𝑇 = B . Обозначив 𝜕/𝜕𝑥 𝑗 ≡ ∇𝑗 , вычислим градиент функции ℎ,

∇𝑗ℎ = exp
(
𝑎𝑡 − (x,Bx)/2

)
∇𝑗𝑝 − (Bx) 𝑗𝑝 exp

(
𝑎𝑡 − (x,Bx)/2

)
,

ввиду ∇𝑗 (x,Bx) = 2(Bx) 𝑗 . Так как ∇𝑘∇𝑗 (x,Bx) = 2𝐵 𝑗𝑘 , то повторное дифференцирование функции ℎ дает

∇𝑘∇𝑗ℎ = exp
(
𝑎𝑡 − (x,Bx)/2

) [
∇𝑘∇𝑗 𝑝 − (Bx) 𝑗 ∇𝑘 𝑝 − (Bx)𝑘 ∇𝑗 𝑝 + 𝑝 (−B𝑗𝑘 + (Bx) 𝑗 (Bx)𝑘 )

]
. (5.3)

Кроме того,
∇𝑗 (Ax) 𝑗ℎ = exp

(
𝑎𝑡 − (x,Bx)/2

) [
𝐴 𝑗 𝑗𝑝 + (Ax) 𝑗 (∇𝑗𝑝 − (Bx) 𝑗 𝑝)

]
, (5.4)

¤ℎ = (𝑎𝑝 + ¤𝑝) exp
(
𝑎𝑡 − (x,Bx)/2

)
. (5.5)

Подстановка (5.3) - (5.5) в (4.6) дает следующее равенство:

𝑎𝑝 + ¤𝑝 = −
[
𝐴 𝑗 𝑗𝑝 + (Ax) 𝑗 (∇𝑗𝑝 − (Bx) 𝑗 𝑝)

]
+

+1
2
(S2) 𝑗𝑘

[
∇𝑘∇𝑗 𝑝 − ∇𝑘 𝑝 · (Bx) 𝑗 − ∇𝑗 𝑝 · (Bx)𝑘 + 𝑝 (−B𝑗𝑘 + (Bx) 𝑗 (Bx)𝑘 )

]
− 𝜆(x,Vx)𝑝 .

Постоянную 𝑎 и матрицу B выберем таким образом, чтобы уравнение для функции 𝑝 не содержало
членов, пропорциональных самой функции 𝑝 . Отсюда следует, что

𝑎 = −Sp
(
A + S2B/2

)
, (5.6)

а матрица B должна быть решением матричного уравнения Риккати

BS
2
B
𝑇 + (AB𝑇 + BA𝑇 ) − 2𝜆V = 0 , (5.7)

где мы воспользовались симметрией матрицы S2 и равенством (BAx, x) = (A𝑇Bx, x). При таком выборе
матрицы B и постоянной 𝑎 функция 𝑝 должна удовлетворять дифференциальному уравнению

¤𝑝 =
1
2
(S2) 𝑗𝑘∇𝑘∇𝑗 𝑝 − (Dx) 𝑗∇𝑗 𝑝 , (5.8)

где D = A + S2B. При этом функция 𝑝 (x, 𝜆; 𝑡) должна удовлетворять начальному условию

𝑝 (x, 𝜆; 0) = 𝛿 (x − x0) exp
[
(Bx0, x0)/2

]
. (5.9)
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Найдем решение уравнения (5.8). Для этого перейдем к зависящим от времени радиус-векторам y =

𝑒𝑡Dx и положим 𝑞(y, 𝜆; 𝑡) ≡ 𝑝 (x, 𝜆; 𝑡) = 𝑝 (𝑒𝑡Dy, 𝜆; 𝑡). Выразим производные 𝜕𝑞/𝜕𝑡 , 𝜕2𝑞/𝜕𝑦 𝑗 𝜕𝑦𝑘 в терминах
функции 𝑝 ,

𝜕

𝜕𝑡
𝑞(y, 𝜆; 𝑡) = ¤𝑝 (𝑒𝑡Dx, 𝜆; 𝑡) +

(
D𝑒𝑡Dx

)
𝑗

(
∇𝑗𝑝

)
x⇒𝑒𝑡Dx =

[
¤𝑝 +

(
Dx

)
𝑗
∇𝑗𝑝

]
x⇒𝑒𝑡Dx , (5.10)

𝜕

𝜕𝑦 𝑗
𝑞(y, 𝜆; 𝑡) = 𝜕

𝜕𝑦 𝑗
𝑝 (𝑒𝑡Dx, 𝜆; 𝑡) =

(
𝑒𝑡D

)
𝑙 𝑗

(
∇𝑙𝑝

)
x⇒𝑒𝑡Dx ,

𝜕2

𝜕𝑦 𝑗 𝜕𝑦𝑘
𝑞(y, 𝜆; 𝑡) =

(
𝑒𝑡D

)
𝑙 𝑗

𝜕

𝜕𝑥𝑙

𝜕

𝜕𝑦𝑘
𝑝 (𝑒𝑡Dx, 𝜆; 𝑡) =

(
𝑒𝑡D

)
𝑙 𝑗

(
𝑒𝑡D

)
𝑚𝑘

(
∇𝑙∇𝑚 𝑝

)
x⇒𝑒𝑡Dx . (5.11)

Определим матрицу
S
2
− (𝑡) = exp(−𝑡D)S2 exp(−𝑡D𝑇 ) (5.12)

и, воспользовавшись (5.10), (5.11), преобразуем разность

𝜕

𝜕𝑡
𝑞(y, 𝜆; 𝑡) − 1

2
(
S
2
− (𝑡)

)
𝑗𝑘

𝜕2𝑞

𝜕𝑦 𝑗 𝜕𝑦𝑘
=
𝜕

𝜕𝑡
𝑞(y, 𝜆; 𝑡) − 1

2
[
exp(−𝑡D)S2 exp(−𝑡D𝑇 )

]
𝑗𝑘

𝜕2𝑞

𝜕𝑦 𝑗 𝜕𝑦𝑘
𝑞 =

=

[
¤𝑝 +

(
Dx

)
𝑗
∇𝑗𝑝 −

1
2
(
S
2)
𝑗𝑘
∇𝑗∇𝑘 𝑝

]
x⇒𝑒𝑡Dx

,

которая равна нулю, в силу уравнения (5.8). Таким образом, функция 𝑞(y, 𝜆; 𝑡) удовлетворяет уравнению

¤𝑞 =
1
2
(
S
2
− (𝑡)

)
𝑗𝑘

𝜕2𝑞

𝜕𝑦 𝑗 𝜕𝑦𝑘
. (5.13)

Необходимо найти решение этого уравнения, удовлетворяющее начальному условию

𝑞(y, 𝜆; 0) = 𝑝 (x, 𝜆; 0)𝑥=𝑦 .

Непосредственнойподстановкой в (5.13) проверяется, что следующаяфункция является такимрешением

𝑞(y, 𝜆; 𝑡) = exp[(x0,Bx0)/2][
(2𝜋)𝑛 det G− (𝑡)

]1/2 exp [
− ((y − x0),G−1

− (𝑡) (y − x0))/2
]
, (5.14)

где введено обозначение

G− (𝑡) =
𝑡∫

0

S
2
− (𝑠)𝑑𝑠 . (5.15)

Так как S2− (𝑡) — симметричная положительно определенная матрица, то таковой является матрица
G− (𝑡) при любом 𝑡 ∈ (0,∞). Она стремится к нулю при 𝑡 → 0. Тогда функция (5.14) стремится к
𝛿 (y − x0) exp[(x0,Bx0)/2], то есть она удовлетворяет требуемому начальному условию.

На основании (5.14), находим требуемое решение уравнения (5.8):

𝑝 (x, 𝜆; 𝑡) = exp[(x0,Bx0)/2][
(2𝜋)𝑛 det G− (𝑡)

]1/2 exp [
− ((𝑒−𝑡Dx − x0),G−1

− (𝑡) (𝑒−𝑡Dx − x0))/2
]

и, следовательно,

ℎ(x, 𝜆; 𝑡, x0) =
𝑒𝑎𝑡[

(2𝜋)𝑛 det G− (𝑡)
]1/2 exp{[(x0,Bx0) − (x,Bx)]/2} ×

× exp
[
− ((x − 𝑒𝑡Dx0), [𝑒𝑡DG− (𝑡)𝑒𝑡D

𝑇 ]−1 (x − 𝑒𝑡Dx0))/2
]
. (5.16)

Наконец, после несложных преобразований в рамках матричного анализа

𝑒𝑡DG− (𝑡)𝑒𝑡D
𝑇

= 𝑒𝑡D
( 𝑡∫
0

𝑒−𝑠DS2𝑒−𝑠D
𝑇

𝑑𝑠

)
𝑒𝑡D

𝑇

=

𝑡∫
0

𝑒 (𝑡−𝑠)DS2𝑒 (𝑡−𝑠)D
𝑇

𝑑𝑠 =

𝑡∫
0

𝑒𝑠DS2𝑒𝑠D
𝑇

𝑑𝑠 = G+ (𝑡) ; (5.17)

detG+ (𝑡) = det 𝑒𝑡DG− (𝑡)𝑒𝑡D
𝑇

=
(
det 𝑒𝑡D

) (
detG− (𝑡)

) (
det 𝑒𝑡D

𝑇 )
=

= exp(𝑡 SpD) · detG− (𝑡) · exp(𝑡 SpD𝑇 ) = exp(2𝑡 SpD) · detG− (𝑡)
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и, следовательно,

𝑒−𝑡SpBS
2/2 [detG+ (𝑡)]1/2 = 𝑒−𝑡SpBS

2 (
exp(𝑡 SpD) [detG− (𝑡)]1/2

)
= 𝑒−𝑎𝑡 [detG− (𝑡)]1/2 . (5.18)

Формула (5.16) принимает следующий вид при использовании (5.17) и (5.18):

ℎ(x, 𝜆; 𝑡, x0) =
exp(𝑡 SpBS2/2)[
(2𝜋)𝑛 det G+ (𝑡)

]1/2 exp{[(x0,Bx0) − (x,Bx)]/2} ×

× exp
[
− ((x − 𝑒𝑡Dx0),G−1

+ (𝑡) (x − 𝑒𝑡Dx0))/2
]
. (5.19)

Замечание. Так как уравнение (4.6) совпадает с (3.1) при 𝜆 = 0, то решение (3.4) получается из (5.14)
при 𝜆 → 0. В самом деле, положив 𝜆 = 0, в качестве решения уравнения (5.7) достаточно взять B = 0, и
поэтому D = A, G+ (𝑡) = C(𝑡, 𝑡) при 𝑡0 = 0 (см. (2.7)), откуда получаем равенство 𝑓 (x, 𝑡 ; x0, 0) = ℎ(x, 𝑡 ; x0, 0).

Теорема 8. Производящая функция 𝑄 (𝜆, 𝑡 ; x0) распределения условных вероятностей при условии
x̃(0) = x0 определяется следующей формулой:

𝑄 (𝜆, 𝑡 ; x0) =
[
exp

[
𝑡 SpBS2 + (x0,

[
B − 𝑒𝑡DB

[
1 + G+ (𝑡)B

]−1
𝑒𝑡D

]
x0

) ]
det

(
1 + G+ (𝑡)B

) ]1/2
, (5.20)

где зависимость функции 𝑄 (𝜆, 𝑡 ; x0) от 𝜆 определяется зависимостью от этого параметра матрицы B и
соответствующей ей матрицы D = A + S2B.
� Согласно определяющей формуле (4.2), необходимо вычислить следующий интеграл:

𝑄 (𝜆, 𝑡, x0) =
∫
R𝑛

ℎ(x, 𝜆; 𝑡, x0)𝑑x =

exp
[ (
𝑡 SpBS2 + (x0,Bx0)

)
/2

][
(2𝜋)𝑛 det G+ (𝑡)

]1/2 ∫
R𝑛

exp
{
−

[
(x,Bx) + ((x − 𝑒𝑡Dx0),G−1

+ (𝑡) (x − 𝑒𝑡Dx0))
]
/2

}
𝑑x. (5.21)

Так как матрица G− (𝑡) положительно определена, то и матрица G+ (𝑡), согласно своему определению,
положительно определена. Будем, далее, предполагать, что матрица S коммутирует с матрицами V

и A. В этом случае квадратичная форма (Bx, x) положительно определена согласно Теореме 7. Тогда
вычисление интеграла производится посредством выделения полного квадрата по вектору x,(

x,Bx
)
+

(
(x − 𝑒𝑡Dx0),G−1

+ (𝑡) (x − 𝑒𝑡Dx0)
)
=

=
(
x, (B + G−1 (𝑡))x

)
− 2

(
G
−1
+ (𝑡)𝑒𝑡Dx0, x

)
+

(
𝑒𝑡Dx0,G−1

+ (𝑡)𝑒𝑡Dx0
)
=

=
(
(B + G−1 (𝑡))

(
x − (B + G−1 (𝑡))−1G−1

+ (𝑡)𝑒𝑡Dx0
)
, x − (B + G−1 (𝑡))−1G−1

+ (𝑡)𝑒𝑡Dx0
)
+ 𝐻 (𝜆, 𝑡) , (5.22)

где мы воспользовались симметричностью значений матриц-функции G+ (𝑡) и тем, что функция 𝐻 (𝜆, 𝑡)
определяется формулой:

𝐻 (𝜆, 𝑡) =
(
𝑒𝑡Dx0,G−1

+ (𝑡)𝑒𝑡Dx0
)
−

(
G
−1
+ (𝑡)𝑒𝑡Dx0, (B + G−1 (𝑡))−1G−1

+ (𝑡)𝑒𝑡Dx0
)
=

=
(
𝑒𝑡Dx0,G−1

+ (𝑡)𝑒𝑡Dx0
)
−

(
𝑒𝑡Dx0,

[
G+ (𝑡)BG+ (𝑡) + G+ (𝑡)

]−1
𝑒𝑡Dx0

)
=(

𝑒𝑡Dx0,G−1
+ (𝑡)

[
G+ (𝑡)BG+ (𝑡)

] [
G+ (𝑡)BG+ (𝑡) + G+ (𝑡)

]−1
𝑒𝑡Dx0

)
=

(
𝑒𝑡Dx0,B

[
1 + G+ (𝑡)B

]−1
𝑒𝑡Dx0

)
. (5.23)

Подставив (5.22) и (5.23) в показатель экспоненты подинтегрального выражения (5.21) и вычислив
𝑛−мерный интеграл Пуассона по x, находим

𝑄 (𝜆, 𝑡 ; x0) =
exp

[ (
𝑡 SpBS2 + (x0,Bx0) − 𝐻 (𝜆, 𝑡)

)
/2

][
det G+ (𝑡)

]1/2 [ det (
G−1
+ (𝑡) + B

) ]1/2 =

=

[
exp

[
𝑡 SpBS2 + (x0,

[
B − 𝑒𝑡DB

[
1 + G+ (𝑡)B

]−1
𝑒𝑡D

]
x0

) ]
det

(
1 + G+ (𝑡)B

) ]1/2
. � (5.24)

Наконец, вычислим производящую функцию𝑄 (𝜆, 𝑡) безусловного распределения вероятностей зна-
чений функционала J𝑡 [x̃(𝑠)] от траекторий 𝑛-мерного случайного процесса Орнштейна – Уленбека,
которую мы называем обобщенной формулой Зигерта.
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Теорема9.Производящаяфункция𝑄 (𝜆, 𝑡) распределения вероятностей случайнойвеличины J𝑡 [x̃(𝑠)]
от траекторий 𝑛-мерного случайного процесса Орнштейна – Уленбека определяется следующей форму-
лой:

𝑄 (𝜆, 𝑡) =


exp
(
𝑡 SpBS2

)
det

(
1 + CB − C𝑒𝑡DB

[
1 + G+ (𝑡)B

]−1
𝑒𝑡D

)
· det

(
1 + G+ (𝑡)B

) 
1/2

, (5.25)

где зависимость функции 𝑄 (𝜆, 𝑡) от 𝜆 определяется зависимостью от этого параметра матрицы B и
соответствующей ей матрицы D = A + S2B.
� Согласно определению производящей функции 𝑄 (𝜆, 𝑡) распределения вероятностей случайной

величины J𝑡 [x̃(𝑠)], она выражается посредством следующего интеграла

𝑄 (𝜆, 𝑡) = E exp
(
− 𝜆J𝑡 [x̃(𝑠)]

)
=

∫
R𝑛

𝑄 (𝜆, 𝑡 ; x0) 𝑓 (x0)𝑑x0 , (5.26)

где плотность 𝑓 (·) определяется формулой (3.4). Используя определение плотности 𝑓 (·), запишем инте-
грал (5.26) в следующем виде∫

R𝑛

𝑄 (𝜆, 𝑡 ; x0) 𝑓 (x0)𝑑x0 =
[

exp
(
𝑡 SpBS2

)
(2𝜋)𝑛 detC · det

(
1 + G+ (𝑡)B

) ]1/2 ×
×

∫
R𝑛

exp
(
− 1
2
(
x0,

[
C
−1 + B − 𝑒𝑡DB

[
1 + G+ (𝑡)B

]−1
𝑒𝑡D

]
x0

) )
𝑑x0

и вычислим его как 𝑛-мерный интеграл Пуассона:

𝑄 (𝜆, 𝑡) =
[

exp
(
𝑡 SpBS2

)
detC · det

(
1 + G+ (𝑡)B

) ]1/2 · [ det (C−1 + B − 𝑒𝑡DB
[
1 + G+ (𝑡)B

]−1
𝑒𝑡D

)]−1/2
=

=


exp

(
𝑡 SpBS2

)
det

(
1 + CB − C𝑒𝑡DB

[
1 + G+ (𝑡)B

]−1
𝑒𝑡D

)
· det

(
1 + G+ (𝑡)B

) 
1/2

. (5.27)

Возможность распространения интегрирования по x0 на все пространство R𝑛 обосновывается также как
и при доказательстве Теоремы 8, на основе утверждения Теоремы 7, т.е. переходом в квадратичной
форме в показателе экспоненты к общему для всех матриц S, A, V ортонормированному базису их
собственных векторов, что возможно в случае их коммутации. �

6. Заключение. В одномерном случае, когда все матрицы превращаются в числа, формула (5.27)
принимает стандартный вид, найденный Зигертом в [14] в случае стандартного процесса Орнштейна –
Уленбека, с чем связано название настоящей работы. Эта формула выражается в явной форме на основе
элементарных функций. Но уже при 𝑛 = 2, в общем случае, при произвольно выбранных допустимых в
рамках постановки задачи матрицах S, A, V, проведение преобразований формулы (5.27), аналогичных
одномерному случаю, вызывает определенные вычислительные затруднения. При решении такой за-
дачи сложности возникают уже при определении явного вида матрицы B и, затем, уже при вычислении
на его основе явного вида всех матриц, входящих в формулу (5.27).

В связи с найденной формулой (5.27) возникают также другие вопросы, связанные с ее распростране-
ниемна болееширокий класс троекматрицS,A,V, определяющихпостановку задачи, которая изучалась
в настоящей работе. В первую очередь, имеется настоятельная необходимость отказаться от довольно
сильного ограничения на выбор этих матриц, заключающегося в их взаимной коммутации. Это ограни-
чение сильно сужает область практической применимости найденной формулы в прикладных задачах,
где прибегают к моделированию стохастического поведения системы на основе элементарных гаус-
совских процессов. Кроме того, основываясь на виде полученного результата, возникает мысль о том,
что требование диагонализуемости матрицы A может быть также излишним. Наличие клеток Жордана
в каноническом разложении этой матрицы не ограничивает существование тех матриц, которые вхо-
дят в окончательное выражение. Желательно, чтобы перечисленные проблемы нашли свое решение в
результате дальнейших исследований.
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