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Пусть Е -  банахово пространство, А -  линейный замкнутый плотно определен­
ный оператор в £  с областью определения D{A). Рассмотрим задачу определения функ­

ции м(О еС*((0,1],£), принадлежащей D{A) при /€(0,1] и параметра р  & Е т  соот­
ношений

м'(0 + у м (0  = ^ы (0 + у  > (1)

И тЛ м (0  = мо, (2)
f-^0

lim /^ (/* « (0 ) = «i, (3)
/■̂ 1

t
u{x) dx _  интеграл Римана-Лиувилля.

Задача (1) -  (3) для k = Q , и различных ограничениях на оператор А рас­
сматривалась ранее в работах [1 -7 ] .

В настоящей работе задача (1) -  (3) при А: > О, /? > О рассматривается в случаях, 
когда оператор А является ограниченным оператором или производящим оператором 
аналитической полугруппы.

Теорема 1. Пусть к > 0 ,  р  я А -  ограниченный оператор. Для того, чтобы
задача (1) -  (3) при любых е Е  имела единственное решение, необходимо и
достаточно, чтобы на спектре оператора А выполнялось условие

z e a - ( A ) ,  (4)

где Е„ „ (z )=  > ------------------функция Миттаг-Леффлера.
; ^ Г ( я  + м )

Доказательство. Задача (1), (2) эквивалентна (см. [8]) задаче о нахождении 
функции u(t) и параметра р  таких, что справедливо соотношение

(5)

О
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Из равенства (5) и условия (3) следует, что необходимым и достаточным услови­
ем однозначной разрешимости задачи (1) -  (3) является разрешимость при любом 
q e  Е  уравнения

1
1

Т{к + Р)
{y-s)^^P-'^e^'^pds = q, (6)

О
то есть отсутствие в спектре оператора В точки ноль.

Пусть и  такое открытое множество комплексной плоскости, что о-(А) d  U 
и граница у  которого состоит из конечного числа спрямляемых жордановых кривых,

ориентированных в положительном направлении. Тогда для оператора справедли­
во представление (см. [9, с. 608, 609])

1
2/ri

e ^ ^ i z l - A y ^ d z ,

и оператор В из равенства (6) можно записать в виде
1

Вр =
1

2я7 •
e^^(z l -AУ ^dzpds .- 1(1 -л ) '

О г

Меняя в (7) порядок интегрирования и учитывая равенство 1.17 [10]

(7)

1

Г (/.)г^  J
(8)

получим представление 

Вр =
1

2niT{k + p) 

1
Ini .

(1 -  ЛУ^ pdz =

r o

Это означает, что оператор В является аналитической функцией оператора А, 
т.е. В = E\ i^+^+i{A). По теореме об отображении спектра оператора [9, с. 608, 609]

сг(В) = £] (<7(^)). Таким образом, ноль не является точкой спектра оператора В

только тогда, когда на спектре оператора А не обращается в ноль функция 
• Теорема доказана.

Из доказанной теоремы 1 следует, что расположение нулей функции 
Elk+fi+](^) определяет однозначную разрешимость задачи (1) -  (3) с ограниченным

оператором. Для неограниченного оператора А расположение нулей этой функции так­
же будет играть важную роль. Поэтому мы приведем нужные нам результаты работы 
[11] о расположении нулей функции Миттаг-Леффлера.

В теореме 1 [11] установлено, что при к + /3> 0  и подходящей нумерации все
достаточно большие по модулю нули z„ функции Ei k+^+\{z)  просты, и при и -> ±оо 

справедлива асимптотика

Zfj = 2 m i  + {к + Р ~ \ ) 1п2л- п
.71 .

+ / —Sign» -\пТ{к + р)  + 0
1п«

п
±со. (9)



Теорема 2. Пусть Л>0 ,  > О, к + /3 >1 и оператор А является производящим
оператором аналитической полугруппы T(t). Тогда для того, чтобы задача (1) -  (3) при 
любых uq € Е, ui е  D(A)  имела единственное решение, необходимо и достаточно, что­
бы каждая точка z j ,  являющаяся нулем функции E^ /^+^+iiz), была регулярной точкой

оператора А. Кроме того, для рещения (u(t),p) справедливы оценки

|a ( ( ) | |s C ,r - * |u o | + |!/i||), (10)

| s C 2 { l l w o | i  +  | |wi  1 + I ^ W l l ) -  ( 1 1 )

Доказательство. Задача (1), (2) эквивалентна (см. [8]) задаче о нахождении 
функции u(t) и параметра р  таких, что справедливо соотношение

t
/*м (0  = 7’(/)мо + г *  ^ T { t - T ) p d r . ( 12)

Из равенства (12) и условия (3) следует, что однозначная разрешимость задачи 
(1) -  (3) эквивалентна задаче о существовании у ограниченного оператора В, заданного 
соотношением

Вр = 1
1

Г(^ + Р)
\ \ - s f ^ P - ^ n s ) p d s  , (13)

О

обратного оператора, определенного на всей области определения D(A).
Доказательство достаточности. Спектр оператора А, порождающего аналитиче­

скую полугруппу, лежит внутри острого угла, образованного лучами

CTQ+fX - ш 1и У2 = г : Z = (То + ре‘° , Q< р < оо|, ~  • Обо­

значим внутренность этого угла через CL.
Учитывая асимптотику нулей функции определенную равенством

(9), мы можем утверждать, что в П может попасть лишь конечное число точек Zy, 

удовлетворяющих уравнению E\ k+p+\{z) = Q.

Каждую из точек Zj окружим круговой окрестностью S j  столь малого радиуса, 

что внутри S j  не содержится точек спектра А. Это можно сделать, поскольку точка zj,  

являющаяся нулем функции £i.jfc+^+i(z), есть регулярная точка оператора А, а резоль­

вентное множество оператора открыто. Спектр оператора А, таким образом, располо- 
п

жен в области Q \ ^  Sy , границу которой обозначим у . Граница у  состоит из лучей 

М
У\, У2  И окружностей S j .

В силу вышесказанного, для оператора T{t) справедливо представление

T{t) =
I n i

e^^R(z)dz, t > 0.

поэтому определяемый равенством (13) оператор В можно представить в виде
1

Вр =
1

(1-^)
1

2ni  •
e^^R{z)pdzds.

(14)

(15)
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По теореме Соломяка-Иосиды, для того, чтобы оператор А был производящим 
оператором аналитической полугруппы T(t), необходимо и достаточно, чтобы резоль­
вентное множество этого оператора содержало некоторую полуплоскость Re z > ctq и
чтобы при Rez > Сто выполнялось неравенство

1 +
(16)

Если выполнено неравенство (16), то резольвента Jt(z) оператора А определена 

не только при Rez>cTo,* но и при всех значениях z = c r o + p e ' ^ ,  где 

0<р<оо,  0 ^ | ^ | < а ,  а  -  любое фиксированное число из интервала

/г л: . 1— —+ arcsin -
2  2  С у

. Норма резольвенты при этих значениях z также удовлетворяет нера­

венству (16) с некоторой константой с ( а ) .
Таким образом, учитывая (16), в равенстве (15) можно поменять порядок интег­

рирования. Тогда получим
1

В =
1

2niT{k-¥P)
(1 -5 ) е d s R { z ) d z ,

у О

а воспользовавшись формулой (8) будем иметь

1
В =

2 n i  . ^1. *+/?+! ( г ) ^ ^ ^ (17)

В дальнейшем мы будем использовать асимптотику функции Миттаг-Леффлера
(см. [10, с. 134]) при 00

о
п+\

/»

-  +  0 п+1 , ул- ^  a rgz

Рассмотрим оператор М, заданный на области определения D{A) соотношением

Mx = Y{k + p ) - А х -¥-
2т

(18)

Учитывая асимптотику функции Митгаг-Леффлери и в силу выбора контура у 
и оценки (16), второе слагаемое в правой части (18) задает определенный на всем Е  ог­
раниченный оператор. Оператор М, таким образом, определен на всем D{A). Покажем, 
что М  как раз и будет обратным по отношению к В оператором.

При X е D(A)  из (13) имеем



-  АВх = —
П к  + Р)

(1 -  A n s ) x d s  = - т г - Ц г  [о -  s ) ’̂ ^P-^T \s )xds  =

Г(* + Р)

Г(Л + р )  

' { к ^ р - Х ) '

О Г ( ^  +  ^ )
О

П к  + р )
(19)

В силу ограниченности операторов 5  и ’гС!) , плотности D{A) в £  и

замкнутости оператора А, равенство (19) справедливо при всех х  е  Е  .
Далее, в силу представления (17) при всех х е Е , справедливо соотношение

• В -
1

2л: i
-Bxdz =

(2л-/)2
R{^)R{z)xd^dz, (20)

где контур E получен сдвигом вправо ломаной Yq =ул /о  •

Применяя в (20) тождество Гильберта и изменяя порядок интегрирования, будем
иметь

В
1 rE^ ! ,^p{z)R{z)xd2 r£i ,A+^+i(^)

2л-/^ Ei^k+p+\i^) (2л-/)^^ ^1Д+/?+1(2) J ^ - z
- x d ^ -

{ 2 n i f  i Е х м р ^ х Ш - ^ )
-xdz. (21)

Учитывая асимптотику функции Миттаг-Леффлера, легко устанавливается, что 
внутренний интеграл во втором слагаемом равенства (21) равен нулю. В первом сла­
гаемом внутренний интеграл вычислим с помощью интегральной теоремы Коши. Та­
ким образом, с помощью (8) получим

В-
1

2л-/

Ex^k+pi^)R{z)xdz 1

1
I n i  .

E\,k-^p+\{z) 2л - / J

1
1

П к  + р - \ )
e^^{ \ - t )^+P-^dtR{z)xdz  =

О
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1
1

Г{к + р - \ )  J
О

Следовательно, из (19), (22) следует справедливость требуемых равенств

(22)

МВх = Т{к + Р)
1

ВМх = Г{к + Р)
1

n i )
S ( k  + P)

X + Г(Л + Г(1) X = X, X е  D{A).

Что касается решения задачи (1) -  (3), то искомое значение р  имеет вид

Р =
т

■М (23)

а функция м(0 может быть определена из равенства (12).
Докажем теперь справедливость оценок (10), (11). Оценка (11) для р  вытекает из 

равенства (23), поскольку, как известно, оператор AT{t)  при t > О может быть продол­
жен до 01'раниченного на Е оператора. Что касается оценки (10) для u{t), то она следу­
ет из равенства (12) также благодаря наличию T ( t - r )  перед параметром р.

Доказательство необходимости. Пусть z j  произвольная точка, удовлетворяю­

щая уравнению Е\ i^^p+\{z) = Q. Рассмотрим ограниченный оператор D j ,  задаваемый 

соотношением

 ̂ I n i
Го

Z J - Z

где yq = у \ ^ У 2  • Интегрируя по контуру yq обе части тождества

Z j - Z  ■' ' ^  Z : - ZZ j - Z

в силу замкнутости оператора А, аналитичности функции -----------------  в области 12
Z J - Z

и формулы (17), приходим к соотношению [z j l  -  A)Oj  = В .

Предположим, что оператор В имеет определенный на всем D{A) обратный опе­

ратор В ' .  Тогда справедливы соотношения

р  = В~^Вр = B ~ \ z j l  -  a )Dj P = [ z j l  -  A)B~'^DjP, p e E ,

p  = BB~^p = { z j I - A ) D j B  ^p = B ~ ^ { z j I - A ) D j p  = B ~ ^ D j { z j I - A ) p ,  p  e D(A).



Таким образом, оператор B~^Dj  определен на всем Е и является обратным по 

отношению к Z j l  — A оператором. Следовательно, Zj -  регулярная точка оператора А. 

Теорема доказана.

Замечание. Поскольку уравнение вида u'{t)-\- — u{t) = Au{t) + t" 'p  заменой

м(/) = сводится к уравнению v '(0 + ^ ^ ^  v(0 = Av{t) + — , то для него также

можно сформулировать обратную задачу и установить критерий однозначной разре­
шимости.
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We obtain uniqueness solvability criterion o f inverse problem for singular evolutional equation with 
bounded operator and generator o f analytical semi-group operator.
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