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Аннотация: В текущей научной литературе самые различные нелинейные
обыкновенные дифференциальные уравнения широко и успешно применяются для 
описания реальных процессов в различных областях естественных наук: в оптике, в 
теории упругости, молекулярной физике и др. К примеру, уравнения Ермакова и Риккати 
используют для решения квантового уравнения Шредингера, в электродинамике. 
Однако хорошо и надежно разработанных и общепринятых методов решения 
нелинейных дифференциальных уравнений, к сожалению, не имеется. Кроме того, 
большинство уравнений Риккати не интегрируются даже в квадратурах. В настоящей 
работе для построения решений нелинейных уравнений Ермакова и Риккати 
предлагается использовать соответствующие так называемые присоединенные 
линейные дифференциальные уравнения, решения последних находится в виде 
степенных рядов с помощью современных компьютерных систем аналитических 
вычислений. Предложенным способом в настоящей работе вычислены решения для 
некоторых нелинейных уравнений Ермакова и Риккати. Показано непосредственной 
подстановкой, что полученные решения в виде степенных рядов удовлетворяют 
рассмотренным нелинейным уравнениям Ермакова и Риккати с известной точностью. 
Для описания химических и физических свойств наноструктур на квантовом уровне 
могут быть использованы решения нелинейных уравнений Ермакова и Риккати. Решения 
нелинейных уравнений Ермакова и Риккати могут успешно применяться при решении 
стационарных и времени-зависящих уравнений Шредингера.
Ключевые слова: обыкновенные дифференциальные уравнения, уравнение Ермакова, 
уравнение Риккати, математическое моделирование, степенные ряды, компьютерная 
система Maple.

1. Введение
В последнее время нелинейные обыкновенные дифференциальные 

уравнения сильно привлекают внимание, как в математике, так и в физике 
(см., например, [1]). К примеру, в работе [2] её автор показывает, что 
эволюция максимума и ширины волнового пакета для точного 
аналитического решения уравнения Шрёдингера описываются 
нелинейными уравнениями Ермакова [3] и Риккати [4]. В [5] получено
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точное решение гауссовского типа для зависящего от времени уравнения 
Шредингера, но в само решение входят два линейных уравнения и 
уравнение Риккати. На основе уравнения Ермакова автор работы [6] 
разработал новый экономный вариант ВКБ-приближения. Используя 
решения уравнения Ермакова были решены уравнения Шредингера [7] с 
разными видами потенциальной функции, включая потенциал с двумя 
минимумами [8], поэтому уравнение Ермакова может успешно применяться 
для расчета спектров сложных гетероструктур с многоямной потенциальной 
функцией. В [9] показано, что нелинейные обыкновенные 
дифференциальные уравнения успешно применяются для описания 
процессов в оптике, в теории упругости, в молекулярных структурах и 
других разделах физики. Однако, к примеру, уравнение Риккати при 
произвольных коэффициентах-функциях не интегрируется даже в 
квадратурах. В настоящей работе предлагается искать решения нелинейных 
уравнений, таких как уравнение Ермакова, уравнение Риккати в виде 
степенных рядов, используя для этого решения так называемых 
присоединенных к нелинейным уравнениям их линейные уравнения и с 
применением современных компьютерных систем аналитических 
вычислений, например, известный пакет Maple. Ниже представим 
нелинейные уравнение Ермакова и уравнение Риккати совместно с их 
присоединенными линейными уравнениями второго порядка.

2. Основная часть
Нелинейное уравнение Ермакова запишем в виде

w" + p(x)w — c-w~3, (1)
где c -  постоянная. Как доказал Ермаков [3], а намного позже и другие 
авторы [7, 10, 11] решение уравнения (1) может быть вычислено по 
формуле:

w(x) = ^и(х)2 +cW~2 ■ v(x)2 , (2)
где u(x) и v(x) -  линейно независимые решения присоединенного к 
уравнению (1) следующего линейного уравнения второго порядка

z" + p(pc)-z = 0, (3)
W = u - v ' -V -и '  ^  0 -  вронскиан решений и{х) и v(x).

Нелинейное уравнение Риккати нам удобно записать в виде
a(x)z' + a(x)z2 + b(x)z + с(х) = 0. (4)

К нему соответствующее линейное уравнение второго порядка запишется 
следующим образом:

а(х)и" + Ь{х)и' + с(х)и = 0. (5)
Если в линейном уравнении (5) выполнить подстановку и' = и • z , то получим 
уравнение Риккати в виде (4). Решая линейное уравнение (5), находим его
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два линейно независимых решений u1(х) и u2(х), а по этим решениям
вычисляем частные решения z1( х) и z2( х) самого уравнения Риккати (4), а
затем, переходя к уравнению Бернулли, можно вычислить и общее решение 
уравнения Риккати. Кроме того, вычислив два линейно независимых 
решения присоединенного линейного уравнения (5) общее решение 
уравнения Риккати (4) можно вычислить согласно следующему 
соотношению (см., например, [12])

/ \ *̂1 1̂ "I” ̂ 2 2̂ г<»= 1 * • (6)
Cj * UJ -г * 2̂

Как известно, теория построения фундаментальной системы решений 
для обыкновенных линейных дифференциальных уравнений в виде 
степенных и обобщенных степенных рядов хорошо разработана 
(см., например, [13]). На основе этой теории нами разработана программа в 
среде Maple, в частности, для вычисления двух линейно независимых 
решений линейного уравнения второго порядка [14]. Начальные условия 
принимались равными и(0) = 1; г/(0) = 0 и v(0) = 0; v'(0) = l, так что их 
вронскиан W =  1 . Для поиска решений линейного уравнения на входе 
программы надо задать его коэффициенты-функции, максимальную 
степень степенного ряда, а также указать наличие или отсутствие 
регулярных особых точек. При помощи этой программы были найдены 
решения присоединенных линейных уравнений (3) и (5), а затем и решения 
нелинейных уравнений Ермакова и Риккати для ряда их конкретных 
уравнений, ниже представлены полученные результаты.

3. Результаты расчетов
Пример 1. w " - x w  = w 3. Изложенным выше способом было найдено 

его решение в виде следующего степенного ряда до степени = 10
, 1 2 , 1  3 1 4 41 6 , 1 7 187 8 , 271 9 2537 10w — 1 х + —х  х  х Н х --------х Н-------- х ---------- х . ( /)

2 6 8 720 48 4480 12960 80640
Пример 2. w" + w = w~3. Его решение может быть записано в виде

, 2 1 4 19 6 559 8 , 29161 10 /Q4w = 1 —х  х  х --------- х Н----------- X . (о)
6 90 2520 113400

Пример 3. w"+xw = w_3. Данное уравнением имеет следующее 
решение

, ч , 1 2 1 3 1 4 41 6 1 7 187 8 271 9 2537 10 /ОЛw(x) =  l  х  х  х  х -----х ----------х ----------- х -----------X . (у)
2 6 8 720 48 4480 12960 80640 v 7

2
Пример 4. w" + - w  = w 3. Присоединенное линейное уравнение

X
содержит особую точку х =  0 . Из-за этого решение этого уравнения 
содержит логарифмические члены. Решение нелинейного уравнения 
Ермакова согласно формуле (4) будет следующим
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w(x) ■■ ,  ̂ , 2 76 з 35 4 4739 5 7648 6 22177 7— 1 4~ 2х 4~ 4 х  х 4 х 4 х  х 4---------- х —
9 54 1350 3375 30375

1551071 j ,  , 14072 9 339401 10 , 56069 31019 12
10206000 637875 153090000 382725000 574087500 ~

w  ч >, о г 8 з 34 4 1132 5 439 6 8197 7 8617 8  ̂ ^4-1п(х) 4х —8 х  х 4 х  х 4 х -----------х 4----------х —
3 3 135 135 10125 60750

+ 97 X
40500 121500 607500 27337500

— 1п(х) 4х — 8х —

1
20 4 , 28 5 14 6 , 44 7 61 8 , 7 9 7 10 , 1 „ 1 123 х 4 х  х 4 х -------х 4 х ----------х--4------ х ------------ х
3 9 15 225 2025 2025 24300 60750 182250

Ниже приведем отдельные результаты вычислений частного решения 
z(x) и общего решения z(x) для некоторых уравнений Риккати.

2 2Пример 5. z'(x) 4-z2------z 4— 2 — 0. Здесь найдено два частных решения:
х х

2 1
*i(*) = -> z2(x) = -  (11)X X

и общее решение в виде

z(x)= (2x~ C ). (12)
х(х-С) v 7

Пример 6. z'(x) + z2 -  xz -  2 = 0
ч „ 2 3 2 5 74 7 26 9 598 „ /10Чz(x) = 2x х 4— х -------х 4-х  х (13)

3 5 315 189 7425
_  ип(х)-\-С■ u2l(x) (14)

щ (х)4-С -и2(х)

где и, (х) = 14- х2 4- — х4 4- — х6 4—— х8 4—— х10 4------— х12,
1 3 15 105 945 10395

4 з 2 5 8 7 2 9 4 иии{х) — 2 х -\— х 4— х 4 х 4 х 4 х ,
11 3 5 105 189 3465

, ч 1  а 1  5 1 7 1 о 1 11(х) = х Н— х Н— х Н х Н х Н х 5
2 2 8 48 384 3840
, ч 1 3 2 5 4 7 6 3 8 II 10и2Лх) — 1-\— х Н— х Н-----х Н х Н х .

21 2 8 48 128 3840
Пример 7. z'(x) + z2 -  2z 4-1 = 0. Частное и общее решения имеют вид

z(x) = —-— , (16)
W (х + 1)’ V '

z(x) = <u2l(x) (17)
щ (x) + С • u2 (x)

I  6 I 7 I  8 I  9где ыЛх) — I  x  x  x  x  x  x ------ x -----------x —
1 2 3 8 30 144 840 6760 45360 (л оч

1 -у 10 1 x12
403200 435600 5

(15)
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/ ч 2 I 3 I 4 . 2 9  1 5 l g  1 7 1 8
и,Лх) —  — х —  х  х  х Н х  х  х  х ------х —

11 2 6 189 24 120 720 5040

1 -х9-----—  х10 —  х11,
40320 362880 36300

и2 (х) =  х +  х2 +  — х3 +  — х4 +  —  х7 +  —  х5 Н— —  х6 Н— —  х7 Н  —  х8 +
2 2 6 48 24 120 720 5040

+ — ^ х 9 + — ^ х 10 + ^ — х11 + -----------х12,
40320 362880 363880 39916800

З 2 2 3 5 4 l 5 7 6 I 7 I 8и, 1 (х) — 1 2х Н— х И— х И х И х И х Н х И х -Ь
21 2 3 24 20 720 630 4480

' 1 -х9+ — —  х10 + 1 -11
36288 33080 3326400

Пример 8. z'(x) + z2 +1 = 0. Частное и общее решения запишем в виде
~ r  \  1 з  2 5  17 7  62 9  1382 пz(x) =  —х  х  х  х -------- х ------------ х , (19)

3 15 315 2835 155925
z ( x ) = Un(x) + C-u21(x)  ̂

их (x) +  C-w2(x)

где и, (х) = 1 — — х2 + — х4---- — х6 Н----  — х8  ---- х10 Л  ------ х12,
1 2 24 720 40320 3628800 479001600

/ \  1 3 1 5 1 7 1 9 1 11илЛх) — —.х-\— х Н-----х ------- х -----------х  х ,
11 6 120 5040 362880 39916800
,  ч 1 3 1 5 1 7 1 9 1 11  ̂ 'иЛх) — х  х Н—I-----х ------- х --------------х Н------------- х ,

2 6 120 5040 3628800 39916800

и2, (х) =  1 — — х2 + — х4 — х6 Н   х8------- ----- х10.
21 2 24 720 403200 3628800

4. Заключение
Предложенный способ решения уравнения Ермакова и Риккати 

позволяет эффективно и достаточно точно вычислить решение уравнения 
Ермакова и Риккати, как с помощью авторской программы для ЭВМ [14], 
так с другой подходящей в какой-либо компьютерной системы для описания 
свойств наносистем в других областях теоретической физики [15, 16]. 
Укажем, что если максимальная степень степенного ряда в решении 
присоединенного линейного уравнения (3) равна N , то построенное с их 
помощью решения нелинейных уравнений Ермакова и Риккати тоже в виде 
степенного ряда удовлетворяет этим уравненям до степени (N — 2). 
Поскольку разработанная авторами программа позволяет находить решение 
линейного уравнения для произвольного значения N , поэтому решения 
уравнений Ермакова и Риккати также может быть найдено до любой 
требуемой максимальной степени N .
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SOLVING OF SOME NONLINEAR ORDINARY DIFFERENTIAL EQUATIONS IN THE

FORM OF POWER SERIES
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Abstract: In the current scientific literature, a variety of nonlinear ordinary differential equations are 
widely and successfully used to describe real processes in various fields of natural sciences: optics, 
elasticity theory, molecular physics, etc. For example, the Ermakov and Riccati equations are used to 
solve the quantum Schrodinger equation, in electrodynamics. However, unfortunately, there are no well­
and reliably developed and generally accepted methods for solving nonlinear differential equations. In 
addition, most of the Riccati equations are not integrated even in quadratures. In this paper, to construct 
solutions to the nonlinear Ermakov and Riccati equations, it is proposed to use the corresponding so- 
called connected linear differential equations, the solutions of the latter are in the form of power series 
using modern computer systems of analytical calculations.In this paper, solutions for some nonlinear 
Ermakov and Riccati equations are calculated using this proposed method. It is shown by direct 
substitution that the obtained solutions in the form of power series satisfy the considered nonlinear 
equations of Ermakov and Riccati with a known accuracy. Solutions of nonlinear Ermakov and Riccati 
equations can be used to describe the chemical and physical properties of nanostructures at the quantum 
level. Besides, solutions of nonlinear Ermakov and Riccati equations can be successfully applied in 
solving stationary and time-dependent Schrodinger equations.
Keywords: ordinary differential equations, Ermakov equation, Riccati equation, mathematical 
modeling, power series, Maple computer system.
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