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Аннотация. Для эллиптической системы второго порядка с сверхсингулярной окружно­
стью найдено интегральное представление решения и соответствующие формулы обращения. 
Полученные интегральные представления могут быть применены в исследовании поведения 
решений при г —> R, а также в исследовании граничных задач.
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ная окружность, задачи типа Дирихле.

1. Введение

Пусть D  -  круговая область с радиусом R , центром в начале координат, ограничен­
ная замкнутым контуром 8 D.  Далее, пусть D e =  D  \ d£, где d£ =  {z  : R  — £ ^  |c| ^  R}.  
В области D e рассмотрим систему уравнений со сверхсингулярной окружностью 8 D  =  
{z  : |с| =  R}:

а % , , _ n , & v ± ± _ 8 %  ,  (ди1 _ д и л  , ,, a3-i (ащ аил-
дх 2  дхду ду 2  (R  — г ) п \ дх ду )  (R  — г ) п \ дх ду )

+  ( R ^ r y2n +  ( - i y b 2 ( x , y ) u 3- j ( x , y ) )  =  » j  =  i , 2 ;  ( ! )

где U i (x ,y )  и U2 (x ,y )  -  искомые функции, коэффициенты ак(х, у), Ьк(х, у) G C l (D  U L )  
ограничены в начале координат, fk(x, у) G С 1 (Do U L ) ,  к =  1, 2, п G R + =  (0, оо), г =  |с|. 

Вводим обозначения U(z )  =  U (х , у) +  i U (х, у), 2д5 =  дх +  гду,

cii(x, у) +  ia2 (х, у) =  a(z) =  etea0 ( z ) ;  bi(x, у) +  ib2 (x, у) =  b(z) =  e2 l% 0 (z ) ;  

егкв =  cos кв +  г sin к в , к =  1, 2 ; в =  arg л ; a0 (z) =  а^(х, у) +  ia^x ,  у) ;

ьо(~) =  Ьо(х, у) +  ibl (x, у ) .

Тогда система (1) эквивалентна следующей системе уравнений со сверхсингулярной 
окружностью и с оператором Бицадзе

, 2  „  _  д2С/ а (- ) dU  6(.~) /(.-)

“  9~ 2 (Я  -  г ) "  д~ ( В -  г ) 2" ( В  -  г ) 2"  ’
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Уравнение (1) при п <  1 называется уравнением со слабой особенностью, при п =  1 
-  уравнением с сингулярной окружностью, а при п >  1 -  уравнением со сверхсингу­
лярной окружностью. Еще 1948г. А.В. Бицадзе [1] доказал некорректность постановки
задачи Дирихле для уравнения &2 U j d z 2  =  0, которая, в настоящее время, носит его 
имя. В вещественном форме эта задача принимает вид

U l x x  U \ уу 2U-2xy 0 ,

2 U l x y  U'2xx U ‘2yy —  0 .

Непосредственной проверкой легко убедиться, что при любом целом положительном 
п функции

/ у.п+ 1  \ / „га+1\
и ы (х, у) =  ( г" -1 -  J  cos (п -  1 )<р , и 2 „(х ,  у) =  ( г " -1 -  J  sin(n -  1 )<р

являются регулярными решениями системы, исчезающими на границе D.
Существенный вклад в развитие таких и общих эллиптических систем с регулярны­

ми коэффициентами внес А.П. Солдатов [7,8]. Модифицированное уравнение Бицадзе с 
добавленными младшими производными в случае регулярных коэффициентов было ис­
следовано также Р.С. Саксом [9,10], Н.Е. Товмасяном [11] и другими. Существует класс 
систем эллиптических уравнений с регулярными, а также сингулярными коэффициен­
тами, для которых обычные постановки краевых задач (задача Дирихле, Неймана и 
др.) являются некорректными. Поэтому возникает естественный вопрос: какие сообра­
жения должны быть положены в основу корректности краевых задач для таких систем? 
На возможную практическую ценность обобщенной системы Коши-Римана обращали 
внимание А. Пуанкаре, Д. Гильберт и другие математики. Развивая их идеи, И.Н. Ве- 
куа [3] построил теорию обобщенных аналитических функций. Все основные положения 
теории обобщенных аналитических функций перенесены для эллиптических систем с 
сингулярной точкой

^IL +  ^ U +  —  U =  —
dz г г  г

Л.Г. Михайлов [3] и 3.Д.Усманов [6], развивая эту теорию, показали практическую 
значимость такого рода систем. Н.Р. Раджабовым впервые исследованы уравнения со 
сверхсингулярными коэффициентами [4] и уравнения с более сложной геометрией син­
гулярности (например, с сингулярной окружностью). В [5] Н.Р. Раджабовым исследо­
вано задачи типа Римана-Гильберта для системы уравнений с сингулярной точкой и 
окружностью:

щ  +
S =  1

aij (x,  у) dUs t bjs(x, у) dUs t c-ij(x, y) f . y)
1 ^  j  <  n .

(R  — r ) 2 r 2(R  — r ) r  dx (R  — r ) r  dy (R  — r )2r2

В нашей совместной работе [12] в области рассмотрена следующая система

dnW  A i ( z )  dn~ l W  A n( z ) W  _  f ( z )

dzn a(z)z  +  b(z) dzn~l (a(z )z  +  b(z ) )n (a(z )z  +  b(z ) )n
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где Ak(z),  к =  1, к -  аналитические функции, a(z)  и b(z) -  некоторые полиномы от ком­
плексного переменного л, a(z) ф 0, f ( z , z ) -  комплекснозначная функция переменных л 
и 5, W ( z )  =  U ( x , y ) +  iV ( x ,y ) .  Д ля этой системы в областях, содержащих сингулярное 
многообразия Е$,  , Е$, найдены интегральные представления решений, содержа­
щие произвольные аналитические функции переменного л, и исследовано граничных 
задач типа Шварца, линейного сопряжения, Римана -  Гильберта и др. Далее, нами 
исследованы эллиптические уравнения второго порядка:

d2U a(z ) д U biz) тт c(z)  т-т f ( z )
 1— — ------1— —  и  н— —  и  =

2 Z  у>2п ^

и третьего порядка:

вЧ1 ф )  о2и Ь(;> аи ф )  ф )  - _  /(.-)
3 rp2n Q g  r̂ 3 n  n  rp3n ’

со сверхсингулярной точкой л =  0, где U (z )  =  U i (x ,y )  +  iU 2 (x ,y ) ,  причем и 2 (х ,у )  и 
U i (x ,y )  -  искомые функции, коэффициенты ак(х, у) и Ьк(х ,у ) ,  ск(х, у) G C l (D  U L )  
ограничены в начале координат, fk (x ,y )  G L l°c( D 0  U L ) ,  к =  1,2, n G R + =  (0,oo), 
r =  |c|.

Результаты исследований уравнений со сверхсингулярной точкой опубликованы в 
работах [12-21].

Оказалось, что для корректности указанных задач мало традиционных условий на 
границе области; нужны дополнительные условия на границе некоторого оператора от 
решений. В данном случае, т.е. для уравнения (1), эти условия вызваны наличием сингу­
лярной окружности zz =  R 2  и ее характером (сингулярностью и сверхсингулярностью). 
Д ля построения соответствующего граничного оператора используется информация о 
решении, полученная с помощью анализа его интегрального представления. В полу­
ченных интегральных представлениях четко выделена особая часть решений, которая 
позволяет легко изучить поведение решений при г —>• R. Изучено влияние сверхсингу­
лярной окружности к разрешимости краевых задач и выяснена корректная постановка 
ряда граничных задач типа Дирихле и Римана-Гильберта.

2. Интегральные представления и граничные задачи 
для система Бицадзе с сверхсингулярной окружностью

Через A j(c ) =  егв Aj (z) ,  j  =  1,2 обозначим корни определяющего уравнения

A2(z) +  a (z )A (z ) +  b(z) =  0 ; (2)

при этом Aj ( z )  -  корни квадратного уравнения А2(л ) +  ао(~)А(~) +  &о(~) =  0. Как показы­
вает дальнейшее исследование, кратность корней определяющего уравнения (2) и тип 
сингулярностей ( слабая сингулярность при п <  1, сингулярность при п =  1 и сверхсин­
гулярность при п > 1) играют большую роль в структуре решений системы ( 1) и их 
интегральных представлений.
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Задача типа Дирихле Di. Требуется найти решение уравнение (1) (при п >  1) из 
класса C 2( D ) П C ( D  U д D )  при следующих граничных условиях:

Re

Re

exp ( -U ja(z) +  W a(z ) )  L vu  

=  92(f)

9i ( t )
dD

е х р (-И /¥,(л )) U  

где L v =  dz -  tp(z),

dD
gk( t ) e C ( d D ) ,  A: = 1 , 2 ;  

t e d D ,

(3)

UJa(z)
2 a0 (R )

(1 — n ) ( R  — r ) n~l

В Д  =  4 f ^
7Г J Z

D

W a(z ) =  -
7Г

D

e *  (Aij( 0  +  а (Д )) 

( R -  v ^ + 4 2) ”  ( ( - - ' )

Задача типа Дирихле D2. Требуется найти решение уравнения (1) (при n =  1) из 
класса С 2  (D )  П С (D  U L ) при следующих граничных условиях:

Re

Re

(Я  -  | ; | Г «  е х р ( а д )  ( Ц  -  и 9i(t )
dD

ехр(И/¥,(л )) U =  9 2 (f) ;
dD

gk( t ) e C ( d D ) ,  А: =  1,2; 

t e d D .

(4)

Задача типа Гильберта (G) Требуется найти решения уравнение (1) (при п > 1 )  
из класса C 2 (D ) такие, что ехр (—W ip(z ) )U (z ) ,  ехр (—uja,(z) +  W a(z ) )  L ipU (z )  G C°'a( D )  1 1  

удовлетворяющие на границе dD  условиям

Re

Re

(c ii(t) -  ib i ( t ) )  exp (~ u a(t ) +  W a(t ) )  L (pU (z ) 9 i ( t ) ,
dD

(a2 ( t )  -  ib2 ( t ) )  exp (Wv (t ) )  U ( t )
(5)

=  9 2 (f)
dD

где ak(t),  bk(t), gk(t), k =  1 , 2 -  заданные функции, удовлетворяющие условию Гёльдера 
с показателем а.

Решение задачи Di.
Теорема 1. Пусть в уравнении (1) при n >  1, функции cio(z) G C l (D ) ,  корни опре­

деляющего уравнения ( 2 ) являются различными п функции a(z ) п b(z) между собой 
связаны при помощи формулы

b(z) =  - ( R  -  r ) nip(z) (a(z ) +  (R  -  r ) nip(z) ) ,  (6)
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где a(z), b(z), c{z) -  заданные комплекснозначные функции, п G R + =  (0,оо). Пусть 
в системе (1) п >  1, функция b(z) G С 1 (z)  и функции a(z) =  r nip(z), b(z) и c(z)  свя­
заны между собой при помощи формулы c(z)  =  b (z )rnip(z), где ip(z) -  аналитическая 
функция.

Задача типа Д и р и х л е  D3. Требуется найти решение системы уравнений (1) пз 
класса C 2 (D ) П C (D  U {0 }  U d D ) при следующих граничных условиях:

Re

Re

exp ( - u b(z) +  W b(z) )  L VU 9i( t )  ,
dD

е х р (-И /¥,(л )) U 9 2 (f) ;
dD

gk(t) G C (d D )  , A: = 1 , 2 ;  

t e d D ,

(16)

где L v =  dz -  y{z)\

ujb(z)
2 b0 (R )

(/?. — 1 ) r n ~ 1

W^(z) =  -
7Г

D

v ( Q d (  

С -  -

W b(z) =  -
7Г

D

(A °(Q  -  Щ ) )

я  -  V P  +  ф У  к  -  ~)
d (

Д ля  системы Бицадзе с сверхсингулярной точкой и окружностью (15) найдено ин­
тегральное представление решения и соответствующие формулы обращения. Получен­
ные интегральные представления позволяет исследовать поведение решений при г —>• 0 
и г =  | с |  —> R. Получено утверждение, также о корректности постановке граничной 
задачи D3.
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Abstract. Paper is devoted to integral representations and its inversion formulas for second 
order linear elliptic systems with supersingular circle. Obtained integral representations should be 
applied to examination of solution asymptotic behavior at r —> R  and also to study the solution of 
boundary value problems.

Key words: elliptic systems, integral representations, supersingular circle, boundary value 
problems.
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