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Аннотация. В работе вводится понятие топологической степени многозначных возму­
щений плотно определенных отображений типа (S^). Изучаются основные свойства данной 
топологической характеристики. Построенная степень применяется при исследовании задачи 
управления с обратной связью для одного класса нелинейных уравнений эллиптического типа.
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В ведени е

Как известно, при изучении многих задач оптимального управления, задач тео­
рии дифференциальных уравнений и включений, вариационных неравенств естествен­
но возникают уравнения с многозначными операторами (см., например, [1]). Удобным 
средством исследования таких уравнений является использование топологических ха­
рактеристик типа степени многозначных возмущений различных классов однозначных 
операторов. В [2, 3] была построена теория степени многозначных возмущений (S+ )- 
отображений.'  ̂ На основе этой теории удалось изучить ряд задач управления с обрат­
ной связью в системах, описываемых нелинейными уравнениями в частных производ­
ных [3]—[5].

В предлагаемой статье понятие степени распространяется на более широкий, чем от­
меченный выше, класс многозначных отображений, а именно класс многозначных воз­
мущений плотно определенных (5'+ )е-отображений. Необходимость такого расширения 
обусловлена тем, что в приложениях возникают ситуации, когда вместо операторов, 
заданных на всем пространстве, приходится рассматривать операторы, определенные 
лишь на всюду плотном множестве. Так происходит, например, при изучении краевых 
задач для квазилинейных эллиптических и параболических уравнений с «сильно рас­
тущими» коэффициентами (см. [6 , 7]).

5Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ.
6Барановский Евгений Сергеевич -  кандидат физ.-мат. наук, научный сотрудник НИИ математики 

Воронежского государственного университета.
'Напомним, что отображения класса (5+) представляют собой разновидность операторов монотон­

ного типа и естественно возникают при изучении нелинейных краевых задач [12].
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Отметим, что теория степени плотно определенных отображений типа (S+) была 
предложена А. Картсатосом и И.В. Скрыпником [6]. Приложения этой теории и неко­
торые ее обобщения рассматриваются в [7, 8].

В данной работе предложена конструкция топологической степени отображений 
вида А — G, где А -  однозначный плотно определенный оператор, удовлетворяющий 
условию (S+ ) e  , G =  р о Е, р -  однозначный оператор, Е -  компактное многознач­
ное отображение с асферичными образами. Степень определяется по следующей схеме. 
Сначала отображение A — G аппроксимируется конечномерными проекциями Ак — Gk, 
к =  1 , 2 . . . ,  и определяется степень многозначных отображений Ак — Gk. Затем уста­
навливается стабилизация полученных степеней при к —>• оо и предельное значение 
объявляется степенью исходного отображения. Введенная таким образом характери­
стика обладает всеми стандартными свойствами топологической степени. В работе рас­
сматривается свойство гомотопической инвариантности степени, а также доказывается 
аналог «основной теоремы» теории степени. В заключение статьи построенная степень 
применяется при исследовании задачи управления с обратной связью для одного класса 
нелинейных уравнений эллиптического типа.

1. П ред вар и тел ьн ы е сведен и я из теори и  м н огозн ач н ы х отобр аж ен и й

Пусть X, Z -  метрические пространства. Для М  С X, £ >  0 обозначим 0 £{ М ) =  {;r G
X : р(х, М )  <  £}, где р(х, М )  -  расстояние от х  до множества М.

Пусть Е : X —> Z -  многозначное отображение (мультиотображение).
О п ределен и е 1. Непрерывное отображение о £\ X —> Z, £ >  0, называется £-аппрок­

симацией Т,, если для каждого х  Е X существует х' Е 0 £{х) такое, что a£(x) Е 0 £{Е(^;)).

Совокупность всех е-аппроксимаций Е обозначим символом а(Е,е).
Л ем м а  1 (см. [9]). Пусть Х , Х ; ,2> -  метрические пространства, / :  X —> X 1, р : Z —>

X I -  непрерывные отображения. Пусть Е : X —>• Z, — полунепрерывное сверху многознач­
ное отображение такое, что для любого х  Е X множество Е(#) компактно. Пусть К  -  
компактное подмножество X такое, что

f ( x )  ф. р  о Т,(х), х  Е К.

Тогда, если £ >  0 достаточно мало ii о £ Е а(Е, е), то

f ( x ) ^ p o a £(x), Х Е К .

Приведем теперь определение используемого в дальнейшем класса многозначных 
отображений. Но сначала напомним некоторые понятия и факты.

О п ределен и е 2 (см. [10]). Непустое компактное подмножество М  метрического 
пространства Z называется асферичным, если для любого £ >  0 найдется 8, 0 <  8 <  £, 
такое, что для каждого п =  0,1,.. .  любое непрерывное отображение g: Sn —> 0${М)
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может быть продолжено до  непрерывного отображения g: B n+l —> 0 £{М),  где Sn,
B n+l -  единичные сфера п шар в Мга+1.

О пределени е 3 (см. [1]). Мультпотображенпе Е : X —> Z называется полунепре­
рывным сверху в точке Хо Е X, если для любого открытого множества V  С Z такого, 
что Т.(хо) С V, найдется UXQ -  окрестность точки Хо такая, что T,(UXo) С V. Мультпо­
тображенпе Е называется полунепрерывным сверху, если оно полунепрерывно сверху 
в каждой точке х  Е X.

О пределени е 4 (см. [10]). Многозначное отображение Е: X —> Z называется J— 
мультпотображенпем (Е Е J (%,%>)), если оно полунепрерывно сверху п для любого 
х  Е X множество Е(#) является асферичным.

Чтобы отметить насколько широк класс J-мультиотображений, напомним [10], что 
примерами асферичных множеств в линейном нормированном пространстве служат 
компактные выпуклые или стягиваемые множества, R$ - множества.

Следующее аппроксимационное свойство J-мультиотображений, восходящее к ра­
ботам А.Д. Мышкиса, доказано в [1 1 ].

Л ем м а  2. Пусть X -  локально стягиваемый конечномерный компакт, Е Е J(X, Z). 
Тогда

г) мультпотображенпе Е аппроксимируемо, то есть для любого £ >  0 найдется о £ Е 
а( Е,е) ;

гг) для любого £ >  0 найдется >  0 такое, что для каждого 6 (0 <  8 <  8о) п 
для любых двух  8—аппроксимаций as, Е а(Е, 8) найдется непрерывное отображение 
a: X х  [0, 1] —> 2. такое, что

а (-,0 ) =  <тг, a (- , l )  =  (/s

п ст(-, А) Е а(Е, е) для каждого А Е [0,1].
Пусть X , X \ Z  -  метрические пространства. Символом C J (X ,X ' )  будем обозначать 

совокупность всех мультиотображений G: X —> X'  вида G =  ip о Е, где Е Е J(X,Z),  
(/?: Z, —> X'  -  непрерывное однозначное отображение.

2. С теп ен ь м н огозн ач н ы х возм ущ ен и й  (5'+ )е -отобр а ж ен и й

Пусть X  -  вещественное сепарабельное рефлексивное банахово пространство, X* -  
его сопряженное. Обозначим сильную и слабую сходимости соответственно через —>• и 
—ч Для элементов х  Е X  и q Е X*  через (q,x)  обозначим действие функционала q на 
элементе х.

Зафиксируем _ полную систему элементов в пространстве X .  Предполо­
жим, что при каждом к элементы v\,. . . ,  Vk линейно независимы. Обозначим через

ОО

линейную оболочку элементов i ' i , . . .  , Vk- Символом Е  обозначим (J Е^.
к= 1

Рассмотрим А  : D(A)  —> X* -  однозначный оператор с областью определения 
D (A)  С X .  Предположим, что D(A)  D Е.
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О п ределен и е 5 (см. [7]). Будем говорить, что оператор А удовлетворяет условию  
(S+ )e, если для любого h Е X* п любой последовательности {щ }  С Е такой, что
Uj —̂ щ  II

lim Uj) < (h ,uo ), lim v) =  (h,v)
j —УОО j^ o o

для любого v E E, справедливо Uj —> uo, Щ £ D{A),  A(uo) =  h.
Условие (S+ )e ~ обобщение хорошо известного условия монотонности (S+ ). В рабо­

тах [6 , 7] была построена теория степени (5'+ )е-отображений.
Наша цель -  введение понятия топологической степени для многозначных возмуще­

ний (5'+)е-отображений, т.е. отображений вида А — G, где А -  оператор, удовлетворя­
ющий условию (S+ )e , G -  многозначное отображение.

Предположим, что:
1 )  оператор А удовлетворяет, условию (S+) e ;
2) для любого v Е Е  и k Е N функция a v<k ■ Ek —> К, a v<k(u) =  {A(u),v) ,  непрерывна. 
Для многозначного отображения G : D(G) —> X*  с областью определения D(G),  D(A)  С

D(G)  С X ,  предположим выполненными следующие условия:
3) G =  tp о Е принадлежит, классу C J (D (G ) ,X * ) ;
4) для любого ограниченного множества М  С X  множество E (D (G ) П М ) отно­

сительно компактно.
Пусть U -  открытое ограниченное подмножество X . Символами U, д U обозначим 

соответственно замыкание и границу множества U.
Предположим, что:
5) для любого к множество U П Ek локально стягиваемо;
6)  включение

А{и) Е G(u), и Е D(A)

не имеет, решений, принадлежащих д U .
При выполнении условий 1 ) -  6) мы определим Deg(A — G,U,  0) -  степень много­

значного отображения A — G множества U относительно точки 0 Е X*.  Для того чтобы 
привести конструкцию степени, нам потребуются некоторые вспомогательные утвер­
ждения.

к
Введем конечномерный проектор 7Гд. : X* —> Ek, 7Гд.(/г) =  '^2{Ь,,гц}гц.

г=1
Обозначим Ак =  7Гд. о A, Gk =  vrд. о G, pk =  тгд- ° <Р-
Л ем м а 3. Пусть М  -  замкнутое ограниченное подмножество X . Пусть включение

А(и,) Е G (u ), и Е D(A)

не имеет решений, принадлежащих М . Тогда существует ко такое, что при к >  ко 
включение

Ak{u) Е Gfc(u), u Е Ek

не имеет решений, принадлежащих М .
□  Доказательство этого утверждения проведем методом от противного. Предполо­

жим, что существует последовательность Uj Е Ek, П М  такая, что Ak,(uj) Е (<’/, i <ij)



и kj —> оо при j  —>• оо. В этом случае найдется последовательность gj Е G(uj),  для 
которой справедливо:

(А ( щ ) -  gj, Vi) =  0, г =  1 , . . . ,  kj. (1 )

Поскольку последовательность { ii j }  ограничена, можно считать, что Uj —̂ щ  Е X.  
Кроме того, в силу условия 4) можно полагать, что gj —> до Е X*.

Из (1) следует, что
{А (щ ) ,щ )  =  {ду,щ).

Поэтому
lim (А (щ ) ,щ )  =  {д0 ,щ)-

j - s-oo

Аналогично
lim (А{щ),  v) =  (до, v)

J-S-OO

для любого v Е Е.  Отсюда с учетом замкнутости множества М  и условия 1) получаем:
Uj —>• щ, щ  Е D (А)  П М  и А (щ )  =  до-

Так как D(A)  С D(G),  то щ  Е D(G).  Поскольку Uj —>■ щ, gj —>■ до, 9j £ G(uj)  
и мультиотображение G полунепрерывно сверху, имеем д0 Е G(iio). Следовательно, 
А {щ )  Е G(uo) и Uo Е D ( A ) ПМ, что противоречит условиям леммы. Лемма доказана. I  

Пусть к >  ко ■ Определим степень многозначного отображения — Gk : U П Ек —> Ек
по формуле:

Deg(Afc -  Gk, U П Ек, 0) =  cleg(Ак -  <рк ° <?ek,U  П Ек, 0), (2)

где символ cleg обозначает степень однозначного конечномерного отображения, -  
достаточно малое положительное число, а£к -  ед.-аппроксимация мультиотображения 
Щцпе,, (существование аппроксимации следует из леммы 2).

Покажем, что данное определение корректно. Во-первых, заметим, что при доста­
точно малом £к степень в правой части (2) определена, поскольку

А к(и) -  <рк ° стек(и) ф 0, и Е dU П Ек.

Последнее соотношение следует из условия 6), лемм 1,3.
Далее, покажем, что степень в правой части (2) не зависит от выбора £д.-аппроксимации,

deg(Afc -  tpk о сг£к, U П Е к, 0) =  deg(А к -  <рк ° о'£к ,U  Г Е к,0) (3)

для любых а£к,а'ек Е , £к) при достаточно малом £*..
Из лемм 1-3 и условия 6) следует, что аппроксимации а£к, а'£к можно соединить 

непрерывной деформацией а : U П Ек х [0,1] —> Z такой, что а(-, 0) =  а£к а(-, 1) =  а'£ и

Ак(и) — ip к °  S’(и, t) ф 0, и Е 8U  П Ек, t Е [0,1].

Отсюда в силу свойства гомотопической инвариантности степени конечномерных отоб­
ражений и следует равенство (3).
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Справедливо следующее утверждение о стабилизации степени (2) при к —> оо.
Л ем м а  4. Существует к\ такое, что при к >  к\ величина Deg(Afc — С k,U  П Ек, 0) 

не зависит от к.
□  Для доказательства леммы достаточно установить, что

Deg(Afc+i — Gk+1, U П Е к+х, 0) =  Deg(Afc — С к, U П Е к, 0) (4)

при «больших» к.
Будем считать, что в (2) величины ек, к =  1 , 2 , . . . ,  выбраны так, что последователь­

ность {efc} монотонно убывает и ек —> 0 при к —> оо.
Пусть hj, j  =  1 , 2 . . . ,  -  элементы пространства X *, удовлетворяющие условию

(h , j ,  Vi) =  6ij, i E { 1 , . . .  , j } ,  где Sij -  символ Кронекера.
Рассмотрим отображение Rk+i '■ U П Е к+1 —> Е к+1,

Rk-\-i(^) А к(и) Pk ° (hk-\-ii w)ufc-|-i.

Покажем, что при достаточно больших к

t(A k+1 (u) -  tpk+i °  сг£к+1(и))  +  (1 -  t )Rk+i(u ) ф  0, (u , t )  Е d ( U  П E k+i)  х  [0,1]. (5)

Предположим противное. Тогда без ограничения общности можно утверждать, что 
существуют последовательности tm Е [0,1], um Е d{U П Ет), ит —̂ щ,  такие, что

tm(,Am(um) Рт О (J£m (llm)) 4“ (1 tm) Rm(Um) — 0.

Последнее равенство эквивалентно следующим соотношениям

{А(ит) ~  Р  ° а£т{ит) , 1н) =  0, г =  1, . . .  , т — 1, (6)

tmiAium) р о a£m(um), vm) (1 tm)(hm, um) 0. (7)

В силу условия 4) можно считать, что сг£гп(ит ) —> qo Е Z при т —> оо. Поэтому для 
любого v Е Е

lim  { A ( u m) , v )  =  lim  (р  о a £m (um) , v )  =  {p (q0) , v ) .  (8)
m —yoo m^f oo

Оценим теперь величину lim  (A(um) , um) .
m—>-oo

Поскольку um E E m, то um можно представить в виде

т
1т

г=1

С учетом равенств (6), (7) получим

( А { и т) , Um ) ^  ( А { и т) , Vi)  ̂^  (р О (T£rn (llm ) , Vi)
1 = 1  1 = 1
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-  С 1  ̂ tm(hm,Um) =  {<Р° Vem(Um),Um) ~  ^  м ^ (hm, Um) . (9)

Поскольку

то из (9) следует 

Поэтому

т  
т ч

г=1 г=1

<А( 'Щп) 1 У"пг ) <  {<роает(и т ) , ^т) ■

lim {А{ит) ,ит) <  {ip(q0) ,u0). (10)

Так как оператор А  удовлетворяет условию (S+ ) e , т о  и з  (8 ), (10) следует, что ит —> 
ио, Щ G D(A)  П dU и А(и0) =  <p(qo)-

Из um —> Uo, cr£m(um) —> qo, £m > 0 и полунепрерывности сверху многозначного 
отображения Е следует, что qo G E(uo). Поэтому

А(и0) =  tp(qo) Е ip о Е(м0) =  G(u0), 

что противоречит условию 6). Таким образом, справедливость соотношения (5) доказа-

В силу свойства гомотопической инвариантности степени конечномерных из (5) сле­
дует, что

deg(Afc+i -  <*Pk+1 ° сгек+1,и  П Е к+1, 0) =  deg(i?fc+i, U П Е к+ь 0).

Кроме того, используя лемму Лере-Шаудера (см. например, [12]), получим, что

deg(Ak -  tpk о (т£к+1, U П Е к, 0) =  deg(Rk+i ,U  П Ек+ь 0).

Поэтому

deg(Afc+i -  <*Рк+1 °сгек+1, и  Г\Ек+1 , 0 ) =  cleg(А к -  tpk о a£k+1,U П Е к,0). (11)

В силу независимости степени (2) от выбора е^-аппроксимации величина, стоящая 
в правой части (11), может быть использована для вычисления Deg(A^ — Gk, U П Ек, 0). 
Кроме того, очевидно, что степень из левой части (11) определяет Deg(Afc+i — Gk+1, U П 
E k+1, 0). Таким образом приходим к требуемому равенству (4). I

Теперь мы можем дать основное определение.
О п ределени е 6 . Пусть выполнены условия 1)—6). Степенью многозначного отоб­

ражения А — С множества U относительно точки 0 G X* назовем число

D eg(A  -  G, U, 0) =  lim D eg(A fc -  Gk, U П E k, 0).k—̂oo

Для введенной таким образом характеристики выполнены все стандартные свойства 
топологической степени. Отметим свойство гомотопической инвариантности степени.



Рассмотрим А : D(A)  —> X* -  отображение с областью определения D(A)  С 1 х  [0,1]. 
Обозначим D ( A ( •, Л)) =  {и Е X  : (и, A) G D (A ) } .  Предположим, что Е  С D ( A ( •, Л)) для 
любого A G [0,1]. Предположим также, что для любого v Е Е  и к Е N функция

Q'v,k ■ Е к х [0,1] ->• Е, a v<k(u, А) =  [А{и, Л), г;)

непрерывна.
О п ределен и е 7. Будем говорить, что оператор А удовлетворяет условию (S+)e , 

если для любого h Е X* и любых последовательностей { uj }  С Е , { A j }  С [0,1] таких, 
что Uj —̂ щ , A j —>■ Ао и

lim {A(uj , Xj) , щ) <  (h, uo), lim {А(щ,  Xj), v) =  (h, v)
j —УОО j^ o o

для любого v E E , справедливо Uj —> u0, щ  E D (A (•, A0)), А(щ ,  A0) =  h.
Рассмотрим отображения Ai : D(Ai)  П U —> X *, Gi : D {Gi ) П U —> X *, Gi =  tpi oE^, 

E  c  D{Ai) c  D {G i ) , i  =  0,1.
О п ределен и е 8 . Будем говорить, что многозначные отображения А 0 — Go п А\ — G i 

гомотопны, если выполнены следующие условия:
г) существует отображение А, удовлетворяющее условию  (S+)e п равенствам

Д(-,0) =  До, A (- , l )  =  Ai,

гг) существует мультпотображенпе Е : D(E) —> Z, D(E)  С X  х [0,1], D(E) D D(A),  
Е G J(D(E) ,Z ) ,  такое, что

Е(-, 0) =  Е0, Е(-, 1 ) =  Ei

п для любого ограниченного М  С X  х [0,1] множество E(_D(E) П М ) относительно 
компактно в пространстве Z;

in) существует непрерывное отображение tp : Z х [0,1] —>• X* такое, что

<р(-,0) =  <ро, ф( - ,  1) =  tp\,

iv) включение
А(и, X) Е G(u,X),  (u, A) G D(A),

где G{u, X) =  <̂ >(Е(и, А), А), не имеет решений, принадлежащих 8 U х [0,1].
Используя свойство гомотопической инвариантности степени конечномерных отоб­

ражений, нетрудно установить справедливость следующего утверждения.
Т еор ем а  1. Если многозначные отображения До — Gо п А\ — G \ гомотопны, то

Deg(A) — Go, U, 0) =  Deg(Ai — G\, U, 0).
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Приведем теперь аналог «основной теоремы» теории степени.
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Т еор ем а  2. Если Deg(A — G , U, 0) ф 0, то включение

А(и ) G G(u), и Е U Г\ D(A)

имеет по крайней мере одно решение.
□  Предположим противное. Тогда, согласно лемме 3, при достаточно больших к 

включение
А к{и) Е Gk(u), и Е Е к, 

не имеет решений, принадлежащих множеству U. В этом случае в силу леммы 1

А к{и) -  <рк ° °ек{и) ф 0, и Е U П Е к.

Здесь а£к -  £д.-аппроксимащ1я с достаточно малым ек.
Из определения 6 и свойств степени конечномерных отображений следует, что

Deg(А -  G, U, 0) =  deg(Ак -  <рк о a£k,U  П Е к, 0) =  0.

Полученное противоречие и доказывает теорему. I

3. П ри м ер

Проиллюстрируем, как может быть использована построенная теория степени при 
изучении задач управления с обратной связью.

Рассмотрим следующую задачу:

д  г 2 dv , dv dv Л т Лд f о / \ dv , dv dv
Ii= 1

v(x) =  0, x  E dfl. (13)

Здесь П С К” -  область с достаточно гладкой границей дП, р, f  -  известные функции. 
Искомыми являются функция состояния v(x)  и управление и(х). Предполагается, что

u E U (v ) ,  (14)

где U -  многозначное отображение, определяющее в системе управление с обратной 
связью.

Опишем условия, при которых рассматривается задача (12) -  (14). Пусть функция 
р обладает свойством:

р) Функция р : Е  —> Е  непрерывна и удовлетворяет оценке

0 <  pit) <  р | J  p(s) ds +  1 [> , t Е 

с константами и >  0, 0 <  г <‘ — п — 2



56 НАУЧНЫЕ ВЕДОМОСТИ К..Д Серия: Математика. Физика. 2012. №5(124). Вып. 26

Отметим, что данное условие «роста» не является ограничительным. Этому условию 
удовлетворяет даже функция pit) =  е* с экспоненциальным ростом.

Предположим, что для функций сц : Q х R  х К” —>• К, г =  1 ,...,/? , выполнены 
следующие условия:

ai) при фиксированных ц 6  8 , Е ” функция щ(- , 1],£) являет,ся измеримой; 
а2) при почт,и всех х  G П функция щ(х,  •, •) являет,ся непрерывной; 
аз) существуют положительные константы р, pi, v\, щ и функция до(х) такие, 

что

~  (k(x,ri, £'))(& -  £ ') >  vi\£ ~ р>
i=i

Мж,77,£)| <  M M P1 +  ICIf 1 +9о(х )

при любых х  G П, ц G Е, £,£' G Е ” , причем до G L_p_(Q), р\ <  2 <  р <  п.
Предположим также, что
f) функция /  : О х В х В - ^ В  непрерывна и удовлетворяет оценке

\f {x ,y i ,y 2 }\ <  С { Ы °  + |у2|/3) + 9 i { x ) ,

где 01 G Ь_е_(П), С  > 0 ,  а =  р2{р~1], /3 =  1 <  р2 <  q >  1;
и) многозначное отображение U : LP2 (Q) —>• Lq(Q) полунепрерывно сверху и для 

любого v G ЬР2 (П) множество U(v) асферично.
Задачу (12)—(14) будем рассматривать в слабой постановке. Символом обо­

значим подпространство соболевского пространства И/’1’Р(П), получающееся замыкани­
ем множества всех бесконечно дифференцируемых функций с носителями П по норме 
W ^ i Q ) .

Определение 9. Обобщенным решением задачи (12) -  (14) назовем пару функций 
(v,u)  G W01,p(n) х Lq(Q), для которой выполнено включение (14) п равенство

г=1 п п

для любого ф G
Чтобы сформулировать теорему о разрешимости задачи (12)—(14), введем вспомо­

гательное однопараметрическое семейство задач:

d г , s dv , / dv dvv^v О Г о А / \ \ (

i = i
d:Ti ’ ’ ”  ’ dx.

+ ( 1 - А )
dv p 2 dv л
dx dxi J

v(x) =

u G

dv л
=  \f(x,v,u),  A e [0,1], (15)

(16)

(17)
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Обозначим М  =  {v  G И ^’̂ П ) : существуют и G Lq(Q), Л0 G [0,1] такие, что пара 
(v,u)  является обобщенным решением задачи (15)—(17) с Л =  Ло}•

Т еор ем а  3. Пусть выполнены условия р), а^-аз), f), и). Предположим, что мно­
жество М  ограничено. Тогда задача (12)—(14) имеет по крайней мере одно обобщенное 
решение.

□  Для доказательства теоремы воспользуемся теорией степени, построеннной во 
втором параграфе. Сначала дадим операторную трактовку рассматриваемой задачи.

Обозначим через С^°(П) множество всех бесконечно дифференцируемых функций с 
носителем П. Зафиксируем {vm}m=i ^  Со°(^) - полную систему элементов в простран­
стве W01,p(n). Предположим, что при каждом к элементы v\,. . .  , vu линейно независимы.

ОО

Обозначим через Е к линейную оболочку элементов i 'i , . . .  , Уд.. Обозначим Е  =  (J Е к.
к= 1

Ввведем оператор

v  [л ii v г м /^ о м *A :  D{A)  С Wo'p(Q) х [0,1] ->• [W01,p(n)]

dv , / dv dv

i= 1 n
d:r- i ’ d x  r,

dv р 2 dv 1

dx dxi J

(П) х  [0, 1] :

+ ( 1  -  A)

r l . P / D ^  П / Я Л  —  J Y , ,  r- \aA 'P ( C i \ v  [ П 11  . ^
dxi ^ '

Согласно [6], оператор А  удовлетворяет условию (S+ )e - 
Рассмотрим многозначное отображение

Е : < р( П ) х [ 0, 1] ч Ь в ( П ) х а д ,

Ё(г;, А) =  {г(г>)} х U(i(v)) ,

где i : И ^ ’̂ П ) —> LP2(Q) -  оператор вложения. В силу теорем вложения соболевских 
пространств (см, например, [13]) оператор i определен корректно и является компакт­
ным. Поэтому для любого ограниченного множества Q С И ^’̂ П ) х [0,1] множество 
E(Q) является относительно компактным в ЬР2(П) х Lq(Q). Кроме того, из условия и) 
следует, что Е G J(Wq'p(Q,) х [0,1 ] ,LP2 (Q,) х L9(Q)).

Определим отображение

ф : Ь Р2( П ) х Ь д( П ) х 10Л ] ^ № ' Рт \

{<p(v, и, А), ф) =  A J  f ( x , v , u t y ( x ) d x ,  ф &Wq'p(Q). 
п

Из теоремы М.А. Красносельского о непрерывности оператора суперпозиции (см., 
например, [12, предложение 1.1, с. 9]) и условия f) следует, что оператор (р является 
непрерывным.



Обозначим
G(v, А) =  v(E(v ,  Л), Л), V е  W^'P(Q), А g [0,1].

Для доказательства теоремы достаточно показать, что включение

A(v,  1) G G(v, 1)

имеет по крайней мере одно решение v G
Из условий теоремы следует, что существует шар Ъ =  {v  G : |Н| <  R}

такой, что M e ® .
В силу установленных свойств выше свойств операторов А, Е, р  отображения А(-, 0) — 

G(-, 0), А(-, 1) — G(-, 1) гомотопны в смысле определения 8 (при U =  Ъ). В этом случае, 
согласно теореме 1 ,

Deg(l(-, 1) -  G(-, 1), Ъ , 0) =  Deg(l(-, 0) -  G(-, 0), Ъ , 0). (18)

Поскольку Д(-,0) — G (-,0) =  Д (-,0), то вычисление степени (18) сводится вычислению 
степени Deg(A(-, 0), СВ, 0).

Заметим, что D(A(-,  0)) =  и

(A(v, 0), v) >  0, v G дЪ.

Отсюда в силу свойств степени (S+)-отображений [12] получаем, что

D e g ( l ( - ,0 ) ,£ ,0 )  =  1

и, следовательно,
D e g ( l ( - ,1 ) - G ( - ,1 ) ,® ,0 )  =  1.

Таким образом, разрешимость включения A(v, 1) G G(v, 1) следует из теоремы 2. I

Заключение

В работе построена новая топологическая характеристика -  степень отображений 
вида А — G, где А -  однозначный плотно определенный оператор, удовлетворяющий 
условию (S+ )e , G =  ip о Е, ip -  однозначный оператор, Е -  компактное многозначное 
отображение с асферичными образами. Изучены основные свойства данной характери­
стики. С помощью построенной степени доказана разрешимость задачи управления с 
обратной связью для одного класса нелинейных уравнений эллиптического типа.
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Abstract. Introduction of the topological degree of multivalued perturbations of densely defined 
operators of type (S+ ) is proposed. Basic properties of this topological characteristic are studied. 
The constructed concept, is applied to feedback control problem for nonlinear elliptic equation.
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