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Аннотация. В статье исследуется кубатурная формула приближенного вычисления инте­
гралов от быстроосцпллирующпх функций трех переменных с использованием интерфлетации 
на классе дифференцируемых функций. Информация о функции задается ее следами и сле­
дами ее частных производных на системе взаимно-перпендикулярных плоскостей. Получена 
оценка погрешности кубатурной формулы.
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Введение. При изучении известных математических моделей и построении новых 
все чаще в качестве данных используются не только значения функции в узловых точ­
ках, но и следы функции на системе линий или плоскостей. Такие модели возникают, 
например, при решении задач трехмерной компьютерной томографии или цифровой 
обработки сигналов. Поэтому построение кубатурных формул с использованием новых 
информационных операторов является актуальной задачей, которую эффективно поз­
воляет решать аппарат интерлинации и интерфлетации функций [1], [2].

В работе для решения задачи приближенного вычисления интегралов от быстроос- 
циллирующих функций многих переменных (одной из наиболее важных задач цифро­
вой обработки сигналов) будет построена кубатурная формула с использованием ин­
терфлетации. В качестве данных для такой кубатурной формулы задаются следы 
неосциллирующего множителя подинтегральной функции и его частных производных 
до заданного порядка на плоскостях ректангуляции, то есть на плоскостях, которые 
разделяют область на параллелепипеды.

Исследуемая в работе задача, аналогична задаче приближенного вычисления дву­
мерных осциллирующих интегралов с использованием интерлинации функций [3]. В 
качестве данных используются следы неосциллирующего множителя подинтегральной 
функции и его частных производных до заданного порядка на линиях ректангуляции, то 
есть на линиях, которые разделяют область на прямоугольники. Более детально задача 
приближенного вычисления двумерных осциллирующих интегралов с использованием 
интерлинации функций в случае разных информационных операторов изложена в [4], 
[5]. Приближенное вычисление тройного интеграла (без осцилляции) представлено в [6], 
а в [7-9] исследованы оценки самих одно- и многомерных осциллирующих интегралов. 
Задача приближенного вычисления многомерных интегралов от быстро осциллирую­
щих функций с использованием асимптотических методов, методов Файлона, Левина

2Этот используемый авторами термин не является общеупотребительным. (Прим. ред.)

mailto:olesya@email.com


рассматривалась в работах [10-12]. Отметим, что в этих методах использовалась ин­
формация о значениях неосциллирующего множителя в узловых точках сетки «tartan»
[10], о следах неосциллируюгцего множителя внутри и на границе /?.-мерного куба. В 
[13] рассматривалось приближенное вычисление 3D коэффициентов Фурье с помощью 
интерфлетации функций в случае, когда информация о функции задана значениями в 
точках, а в [14] — следами функции (но не следами ее частных производных) на системе 
взаимно перпендикулярных плоскостей.

Постановка задачи: для вычисления интеграла вида

1 1 1

/  (/, а;) = J  j  J  f ( x , y , z ) sinujxsinujysinujzdxdydz ,
О О О

необходимо построить кубатурную формулу в случае, когда информация о функции 
f  (х, у, z) и ее частных производных до заданного порядка заданы не более, чем на 
N  =  3£ плоскостях

X =  x h , у =  yh , z =  zi3, /|. /■>■ г2 =  1,£ 

на классе дифференцированных функций

L 2 (n + l),2 (n + l),2 (n + l) 1 <  ?  <  ОО ,

Ц № )  =  { f ( x , y , z ) \ f {lil'li2'li3)( x , y , z ) £ C ( n ) ,  0 <  Их <  их -  1, их >  1, А =  1,2,3,

/л ф и, /л =  (/:/, 1, fi2, Цз) , v =  {у\, щ, 1/3) : 11/ ^  | L (п) — с помощью кускочно-полиномиальной 
интерфлетации.
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1. Операторы кусочно-полиномиальной интерфлетации. Пусть область Q
шлелепипеды =  №

i

П г  [ ^ i l ) ^ i l  +  l ]  X  [ y i n i  Vin +  l ]  *  ['•'гз ) ~ ' i 3 + l ]  i

[0, 1]3 разделена на параллелепипеды Q =  (J П̂ ,

г =  ( / 1• /2• , /\-/>- /> =  1 , £ - 1 .

Рассмотрим оператор

ii+l п
Ei,nf (х, У, z) =  h3 ^  ( x) f {si'm  (xj 1,y, ~) +

j i = h  «1=0

12 +  1 П

+  / (0’°’"2) (x, У, Zj2) +
.72 = * 2  *’ 2 = 0  

* 3 + 1  n

X !  X !  h '■■■■' ■■ / (0’0’" з) ( X , у ,  Zj 3 ) +
j i = i i  *’ з= 0
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* 2  + 1 П

+  (у) / (0’"2’0) (ж, yj2,z) +
J2=*2 *’2=0
*3 + 1 П

+  Л̂ ,*’3 (~) / (0’°’"з) (х, у, Zj a ) -

J 3 = * 3  * 3 = 0

*1 + 1  *2 +  1 п

X I  Е  Е  hn,sAx ) h j2,S2( y ) f {si'S2'0) (хя ,'Уу2^ )  
3 1 = 4  32 = * 2  *’ 1,*’ 2 = 0

*1 +  1 *3 +  1 «

£  Е  Е  h±,sAx )h i3,S:A A f {si'°'S3) (x3  ̂y ^ h )  -
3 1 = 4  J 3 = * 3  * 1 , * з = 0

* 2 + 1  *3 +  1 «

-  Е  Е  Е  hj2,S2ty)hj3,S3( z ) f {0'S2'S3A x , y j 2 ^ h )  +
J 2 = * 2  J 3 = * 3  * 2 ,* 3 = 0  

*1 +  1 *2 +  1 *3 +  1 «

+  Е  Е  Е  Y 1  л̂ ь*1 и ^ 2,*2 t y) hh,s3 (z) f {si's2'ss) ( x h iV h ^ h )  >
j l = * l  J 2 = * 2  J 3 = * 3  *’ 1,*’ 2,*’ 3 = 0

(ж, у, z) G Hi С П, г =  ( / 1 - /2• г3) ,

где Л !̂,*! (x ) , Л72,*2 (у ) , /?73,*3 (~) -  полиномиальные базисные интерполяционные сплай­
ны порядка их =  0 , 1,2,3, А= 1, 2, 3 со свойствами:

^pl,*l^oj'l )d1' I' i ■* И

dxpl x = x a

dP2 hj2 g2 (y)
dyp2 У=У/з

< ^ 3 . - 3  (~)
dzp3 z = z 1

$P2,*’2̂ /3J2 l

P̂3,*’3̂ 7J3 l

0 < p x <v\ ,  А= 1 ,2 ,3 . 

Для Einf  (х, у, z) справедливы равенства:

dplEi<nf  (x , y , z ) 
dxpl

dP2Ej,nf  (дуг/, z) 
dyp2

dP3Ej,nf  (дуг/, z)
dzp3

= dplf ( x , y , z )
г = . т а  <9 ;rp l

=  dp2f ( x , y , z ) 
y=y$ dyp2

=  9p3f  (x, у ,z)  
*=*-, dzP3

У=Уй

O' G {?-1, ?-1

/3 G {*2, *2 

7 e  {/;■,. /;■,
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Определим оператор

E n f  (х, у, z) =  Einf  (х, у, z ) , (х, у, ; ) б П ; с  П,

который будет удовлетворять условиям:

E n f ( x , y )  в С ( П )  ,

dPlE nf  (х, у, z) 
дхр1

dP2E g f  (х, у, z) 
dyP2

dP3Enf  (х, у, z) 
dzP3

dplf  (х, у, z) 
dxpl

dp2f  (x, у, z)

У=Уя Ф2dy

dp3f  (x ,y ,  z) 
dzP3

У=Уя

0 < p x < v \ ,  A =  1,2,3;

1 <  a <  t , 1 <  13 <  t , 1 <  7 <  t .

Этот оператор называется кусочно-полиномиальным интерфлетационным операто­
ром, или кусочно-полиномиальным интерфлетантом [1]. Он связывает значения функ­
ции f ( x , y , z ) и ее несмешанных производых на взаимно перпендикулярных плоскостях 
-  границах П̂ , приближая значения функции f ( x , y , z ) внутри П̂ . При этом на грани­
цах двух соседних кубов, которые имеют общие грани, ребра или точки, порожденные 
этим оператором функции сохраняют непрерывные производные до порядка п вклю­
чительно. Функция E n f  (х ,у ,  z) имеет значения в точках (x , y , z ) G П̂  С П, зависящие 
от следов функции /  (х, у, z) только на границе <9Пj.

Погрешность полиномиальной интерфлетации в каждом из кубов П̂  удовлетворяет 
неравенству

\f(x,  y ,z )  -  Enf (x , y , z )\  <  IQi ( x , y , z ) |,

(x, y, z) e  Hi С П, i =  ( /'i. /2- г3) , 

где Qi (x, y, z) -  «стандартная» функция:

Qi (x, y, z) =

*i+i *2 + 1 *3 +  1

[ ( 2 ( п + т 6^ г1
[ { X - X j i ) n+1- П  ( У - У з 2)”+1- П

3 2=П 3 з=гз
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(х, у, z) G П 

Если /  (х, у, л) G L2(n+l),2(n+l),2(n+l) ^   ̂ tq

| f ( x ,  y ,z ) -  E nf ( x ,  y,z)\ <  \Q(x, y,z)\ , (x , y , z ) G tt,

Q (x, y, ~) = Qi (x, у, ~) , (я, У, : ) e l l j .
Оценка есть наилучшей в каждой точке П. Поэтому погрешность приближения функ-

/  (х, у, z) G L f n+1)'2{n+1)'2{n+1) (Q) , 

оператором E n f  (х,у, z) в каждой точке оценивается в зависимости от значения функ-

Q О*, У, ~) =  Qi (х, у, z) , (х, у, z) G П » .

2. Кубатурная формула приближенного вычисления интеграла. 
Определение. Под следом функции f ( x , y , z ) на плоскостях принимаются следую­

щие функции
f { x h , y , z ), 0 <  у <  1, 0 <  с <  1, =
f ( x , y i2,z) ,  0 < х < 1 ,  0 <  с <  1, i-2 =  1,
f { x , y ,Z i3), 0 < ж < 1, 0 <  у <  1, г3 =

Для вычисления интеграла /  ( / ,  ш) предлагается формула:

1 1 1

Ф (/,  а;) = J  j  J  E n f ( x , y , z )  sin а; х  sin а; у sinujzdxdydz .
О О О

Подставляя выражение для оператора-интерфлетанта, получим:

£— 1 *i + l п Г Г
/ ( « 1 ,0 ,0 )  ̂^  g j n  ^  g j n  UJZdydz _|_

*1=1 J l = * l  *’1=0 Q Q

£— 1 *2+1 n j" j"
+  E E E /  / •T*”01 (#, yj2, л) sin u;;r sin ujzdxdz +

12 =  1 ^2=^2 -§2=0 q q

t —\ гз+ l  n \ \

У 2  X !  X !  /  /  / (0’°’"з) (x, у, zj3)sinwx sin ujydxdy -
гз=1 j s = i s  -§3=0 q q

£—1 -£—1 î + l  г2+1 n  «

“  S S X J  X J  X !  f {si's2'0) (xji ,y j2,z )smwzdz  -
*1 =  1 *2 =  1 j l = * l  J 2 = * 2  *’ 1,*’ 2 = 0  n
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I— 1 £—1 i i + l  гз+1 пЛ, Л, J. «X I -L I J. »«/ Л

S  S  ^  /
*1 =  1 * 3 = 1  j l = * l  J 3 = * 3  *’ 1,*’ 3 = 0  п

f {si'°'ss) (xh , у, ^з) sin ujydy -

£— 1 -£—1 г2+1 гз+1 га-о—J. -о—J. IV р

Е  Е  Е  Е  Е  /  / (a-'” sl <
*2 =  1  * 3 = 1  .72 = * 2  , 7 3 = * 3  *’ 2,*’ 3 = 0  п

#, yj2, ) sin u;;r<ir +
12 = 1 гз=1 32=̂ 2 33=̂ 3 S2,S3=V

t—\ tl+l 12 + 1 3̂ + 1 ^

+  E  E E E  E  Д л , * 1 ^ 2 , * 2 ^ з , * з / (в 1 ,в 2 ’ в з ) ( ^ л > г / й > ^ з ) >

*1 .* 2 .* 3  =  1 j l = * l  J 2 = * 2  J 3 = * 3  *1 . * 2 . * 3 = 0

1 1 

/iji,* i =  J  hj^Sl (x) sin ujxdx , h,h,S2 =  J  hj2,S2 (y) sinujy dy ,
о о

l

'•*■« = / W ; ) e i  n " - '<fc- 
0

Теорема. Для кубатурной формулы Ф ( /, ш) вычисления интеграла I  ( /,  ш) справед­
лива следующая оценка погрешности приближения

|/  ( /,w )  -  Ф (/,и )|  <
1

[(2 (га +  !))!]* [(2га+  3)!]
((??- +  I ) ! ) 6 _ д 6 (п + 1 )

Д = 1

□  Найдем оценку сверху величины |/ ( / ,  ш) — Ф ( / ,  а;)|:

11 ( f ,w)  -  Ф =

1 1 1

О О О
( /  (гг, у, л) — Ecif (х , у, л)) sin а; х  sin а; у sinwzdxdydz 

1 1 1

< / /  J \ f ( x , y , z )  ~  E nf  (x,y,z)\dxdydz <
О О О

<

1 + 1

< 1
£-! t - l  t - l

E E E[(2 (уг +  1))!1 “  “  “1Л V. ]  ]  J 71 = 1 . 7 2  =  1 . 7 3 = 1

* 1 + 1

[ ( z - Я л )
ra+1

л=н
cir x



= ______ I_______ ((??-+ !)!) д 6(га+1) д  =  1 щ
“ [(2 (??, +  I ))!]3 [(2??, +  З)!]3 ’ I  '

3. Численный эксперимент. Найдем приближенные значения интегралов I  ( / ,  ш) 
по формуле Ф ( / ,  ш) в случае, когда Ь2,2,2 (П) , 1 <  q <  оо и Л71 (гг) , hj2 (у ) , hj3 (л) -
базисные интерполяционные сплайны степени 0 ,  а координаты X j x , y j 2 , Z j3 выбираются, 
как середины соответственных ребер параллелепипеда

П » •> ^ i i  +  l]  X  [yini V in + l]  *  [~-*з i ~-*3+l] 1
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■i =  («1, г2, г3) , iu =  ! , £ - ! ,  и =  1 ,2 ,3 .

Рассмотрим функцию

f ( x , у, л) =  ^  cos(2a; +  2у +  2л ) , 

для которой вычислим точные значения интегралов:

I  ( / ,  2тг) =  -5.83798430329658 • 10“ 5, I  ( / ,  4тг) =  -5.72023734380512 • 10“ 6,

I  ( / ,  бтг) =  -1.62354228903616 • 10“ 6.

Покажем, что е <  £\, где

£ = \ I  £г =  1728е6-

Таблица 1

При ближенное вычисление I  (/, си) по формуле Ф (/, си).

IV £ £ £ i

2тг 5 1.0 • п г 11 9
° Ь-1 О
1 00

2тг 10 2.4- 10“ 13 5.7 • Ю-10
4тг 10 1.5 • Ю“ 14 5.7 • Ю-10
4тг 17 9.2 • 10“ 16 2.3 • 10- 11
бтг 10 1.5 • Ю“ 15 5.7 • Ю-10
67Г 2 0 0

°
ОО Ь-1 О

1 -а 9.0 • 10- 12

Таким образом, численный эксперимент подтверждает теоретический результат, свя­
занный с полученной в работе оценкой погрешности кубатурной формулы приближен­
ного вычисления интегралов от быстроосциллирующих функций трех переменных на 
классе дифференцируемых функций. Особенностью этой формулы является использо­
вание при ее построении следов неосциллирующего множителя подинтегральной функ­
ции и следов его частных производных до заданного порядка на системе взаимно­
перпендикулярных плоскостей.
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CALCULATION OF TRIPLE INTEGRALS OF HIGHLY OSCILLATORY 
FUNCTIONS W ITH  USE OF INTERFLATATION

O.N. Lytvyn, O.P. Nechuiviter
Ukrainian Engineering Pedagogical Academy 

Universitetskaya St., 16, Kharkiv, 61003, Ukraine, e-mail: olesya@email.com

Abstract. Cubature formula of the calculation of triple integrals of highly oscillatory functions 
is investigated by the use of interflatat.ion on the class of differentiable functions. Information about 
function is given by values on flats. Error estimate the cubature formula accuracy is presented.

Key words: integrals of highly oscillatory functions on many variables, cubature formulas, 
interflatat.ion of functions.

http://profs.sci.univr.it/
mailto:olesya@email.com

