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Аннотация. Доказывается, что любой оператор К_д в линейном пространстве ?гх?г-матриц 
над С, порожденный коммутатором с фиксированной матрицей А  скалярного типа не имеет 
нильпотентных элементов.
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Пусть £  -  линейное пространство и К  -  линейный оператор в нем. Элемент х  £  £  
называется нпльпотентным порядка I £  N для оператора К ,  если =  о, к г_1 х  ф  0.

Зафиксируем число п £ N. Пусть А  -  произвольная п х /г-матрица. Оператор Кд в 
линейном пространстве =  Сп х Сп п х /г-матриц над С, порождаемый этой матри­
цей посредством формулы К^Х =  [А, X] назовем оператором коммутирования, п х п- 
матрицу А  назовем матрицей скалярного типа (см. [1]), если она посредством некоторо­
го преобразования ЫЛИ~1 на основе невырожденной матрицы Ы, det Ы ф 0 приводится 
к диагональной матрице. При этом такая матрица допускает разложение А  =  а % 
где (a'j; г =  1 4 - п) -  набор ее собственных чисел и (Vi, г =  1 4 -  п) -  соответствующий ему 
набор одномерных проекторов на собственные направления.

Лемма. Пусть А  п В - п х п-матрпцы скалярного типа

с наборами собственных чисел (а̂ ; г = 1 4  n), =  1 4  п) п соответствующими
нм наборами п х п-матрпц одномерного проектирования (Vi, i =  1 4  n), (Qj',j =  1 4  
п) такими, что V{Pj =  bifPi, QiQj =  i , j  =  1 4  n. Тогда для разрешимости
относительно п х п-матрпцы X  линейного матричного уравнения Ляпунова

при фиксированной п х п-матрпце S необходимо п достаточно, чтобы ViS Qj =  0 для 
любой пары (i,j) , для которой имеет место ai =  (3j. При этом все решения уравнения 
(1) выражаются формулой

П П
А  =  У  а{Рг , Б =  y^jdjQi

г= 1 г=1

А Х  - X B  =  S ( 1)

{i)j) ' {iyj ): ai=(3.
(2)

Где Jij -  произвольные числа.
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В частности, для единственности решения уравнения (1) необходимо п достаточно, 
чтобы а'» ф [3j для всех пар (i , j }, i, j  =  1 4- n.

□  Умножая уравнение (1) слева на Vi и справа на Qj при произвольных значениях 
г, j  = 1 4 п ,  имеем
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так как V,A  =  AV, =  a iVi, QjB =  BQj =  l3jQj. Откуда следует утверждаемое в 
лемме необходимое условие для разрешимости уравнения ( 1). Для тех же пар ( i , j ) ,  для 
которых выполняется ai ф j3j, имеет место равенство

с произвольными числами 7^ для тех пар ( i , j ) ,  для которых щ =  j3j, что допускается 
равенством (3). Пользуясь тем, что Yli=iVi =  Yl'j=i =  1, определим с помощью (3) 
сумму

которая совпадает с (2). I

Следствие. Пусть матрица Л имеет скалярный тип Л  =  a iP% с набором соб­
ственных чисел (q'̂ ; г =  1-Иг) п соответствующим ему набором п х  п-матрпц одномерного 
проектирования (Vf, г = 1 4- п). Для того, чтобы линейное матричное уравнение

относительно п х п-матрпцы X  имело решение при фиксированной п х п-матрпце S 
необходимо п достаточно, чтобы ViSVj  =  0 для всех пар ( i , j )  среди всевозможных 
значений г, j  =  1 4 п, для которых выполняется с ц  = c t j .

Докажем следующее утверждение.

Теорема. Пусть матрица Л £ fffln имеет скалярный тип. Тогда, если для соответ­
ствующего ей оператора Кд выполняется У^\Х =  0, / >  1, / G N, то X  G Кег Кд, то есть 
этот оператор не имеет нпльпотентных элементов.

□  Пусть матрица S G такова, что [<S, Л] =  0. Заменим матрицу S в этом ком­
мутаторе ее разложением по набору одномерных операторов, порождаемых полным 
набором одномерных проекторов ( V k ; к  =  1 4 п ) ,

(а'г -  P^ViX Q j  =  V i S Q j , ( 3 )

(4)

Положим
ViXQj =  ~ : jV} Q .J (5)

П

Х =  Y ,  V iXQj,
i,j=l

A X - X A = S (6 )

n

S = Y ,  ViSVi
i,j=l



В результате, получаем

п п п

[Л, S] =  "У 1 "У otkPk-, ViSVj] =  "У {oti — aj)ViSVj ■
i,j=l j=1 i,j= 1

Откуда, для тех nap для которых ctj ф oij должно выполняться ViSVj =  0.
Положим теперь S =  КдА’ . Тогда, для матрицы X  выполняется К^Х =  0 и, на 

основании доказанного, из этого равенства следует, что V, (S) V, =  о для всех пар 
для которых а» ф 01 j. С другой стороны, это означает, что существует решение 

X  уравнения (6), что возможно только, если имеет место ViSVj =  0 для всех пар (■i , j ), 
для которых Q'j =  Q'j. Объединяя оба указанных свойства матрицы S, получаем, что 
она равна

П

S = y  ViSVj =  о ,
М = 1

то есть КАХ  =  0. ■
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Abstract. It is proved that any operator Кя in the linear space of N  x .ZV-matrices over С 
generated by the commutator with the fixed matrix % having the scalar type does not have nilpotent 
elements.
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