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1. Введение. Математическая теория управления начала интенсивно развиваться в се­
редине XX столетия. Ее возникновение связано с необходимостью решать новые на то вре­
мя задачи, задачи управления механическими объектами, движение которых описывается 
дифференциальными уравнениями. Дальнейшее развитие теории управления связано как с 
прикладными задачами, так и с исследованием задач управления как чисто математических. 
Развитие математической теории управляемых процессов привело к возникновению новых 
направлений в теории дифференциальных уравнений, что в значительной мере определяет 
ее настоящее состояние. Одним из таких направлений стал допустимый позиционный син­
тез управления дифференциальных уравнений.В этой области проводились многочисленные 
исследования российскими и зарубежными авторами. Я отмечу работы: Скляра Г.М. , Благо­
датского В.И., Понтрягипа Л.С., Коробова В.И.

Задача допустимого позиционного синтеза управления для системы дифференциальных 
уравнений

х = f (x ,  и ) , х € М” , и £ О С Rr

состоит в построении управления и = и(х),  которое удовлетворяет заданным ограничениям 
и(х)  € П, так что, траектория замкнутой системы

х = f (x ,  и ( х ) ) ,

начинающая в произвольной точке xq  и з  некоторой окрестности Q начала координат, попа­
дает в начало координат за конечное время Т(хо). Мы рассматриваем случай, когда начало 
координат является точкой покоя системы, /(0, и  о) = 0 при и  о € П. Если Q = R”, то син­
тез называется глобальным, а если Q ф R”, то локальным [1|. Поскольку через конечную 
точку проходит бесконечное число траекторий и время движения по каждой траектории в 
эту точку конечно, то в силу теоремы о единственности решения правая часть уравнения 
х = / (х, и ) , х € К” , и £ О с  W,  с выбранным управление не может удовлетворять условию 
Липшица в рассматриваемой окрестности. Поэтому управление, решающее задачу синтеза, не 
может быть гладким, линейным, как в задаче стабилизации. Наличие ограничений на управ­
ление накладывает дополнительные сложности на построение такого управление.

2. Методы решения задачи синтеза. Задача синтеза ограниченных управлений, опти­
мальных но быстродействию состоит в следующем. Для управляемой системы

х =  f ( t ,  х, и ) , х €  М” , и €  S1 С Мг , 0 €  Q ( 1)
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требуется найти управление и = (t ,x),  принимающее значения в множестве Q, такое, что 
траектория системы

х = f{ t ,x , u{ t ,x ) ) , (2)

начинающаяся в произвольной точке хо, оканчивается в заданной точке Х\ за минимальное 
время. В этом случае управление u(t,  х) является оптимальным по быстродействию и удовле­
творяет уравнению Веллмана

dT( t ,x)  - ^ d T ( t , x )
mm \ -и ' / , о«еп V o t  Ох

г=1

где T( t о,Хо)~  из произвольной точки хо  в момент времени to в фиксированную точку х\  по 
траектории системы (2), отвечающей управлению u( t ,x) .  Обозначим через T(t ,x)  для (1)и 
T(t ,x)  для (2) производные времени движения в силу системы (1) и (2), соответственно. Тогда 
равенство (3) будит

minT(t, х) = T(t,  х) = —1
u£Q

и означает, что производная в силу системы (2), времени быстродействия T(t ,x)  из произволь­
ной точки х в заданную точку х\ равна -1. Это равенство выполняется в точках существования 
производных. Для решения задачи синтеза также сформулирован допустимы принцип макси­
мума [1], который по форме подобен принципу максимума в оптимальном управлении, но при 
этом указывается сопряженная функция, которая является функцией фазовых координат, а 
не времени, что позволяет определять позиционное управление.

3. Стабилизация системы относительно подпространства. В качестве примера рас­
смотрим линейную управляемую систему [5]

±1 =  2Х\ — Х‘2 +  и , /
Ж 2 = ЗЖ1 — 2^2 + и.

Для этой системы А = ^  ̂ 2 )  ’  ̂ = (  1 )  ’ ^ассмотРим прямоугольную матрицу Н =
(2,1), для которой rank Н = 1 = 1. Тогда сопряженная матрица II* представляет собой столбец 

2 
1

1. Собственные значения матрицы А* равны ±1 . Соответствующие им собственные вектора 
(-3,1) и (-1,1) и поэтому К~ = (—1,1).

2. г  = rank(НЬ,НАЬ) = rank(3,3) = 1. Обозначим вектор £ = где Ш\ определяется из 
уравнения (£, Ъ) = (£, АЪ) = 0. Это дает 3wi = 0 и поэтому и)\ = 0.

3. Введем вектор с = et\h\ такой, что а\ определяется уравнением а\ : (с,Ь) = ?>а\ ф 0 так, 
что (с, Ъ) = 3, откуда сх\ = 1 , с  = h\, j  = 0.

4. Так как Н* С L(c ,A*c ) + К~ = R2, то стабилизация возможна.

Для построения стабилизирующего управления выберем такие постоянные 71 , чтобы урав­
нение относительно р  р  + 71 = 0  имело корни р  с Re t̂ < 0. Пусть 71 = 1. Тогда управление 
имеет вид:

и(х) = j —̂ [ - ( c , A x )  — 7 i(c, ж)] = - ( —9Ж1 + 3ж2).

Следовательно, матрица Q имеет вид Q = (—3,1).

/?1  =
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Подставим полученное управление в систему (4). Тогда система х = (А  + bQ)x  имеет вид:
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X\ =  — X\, 

X2 = —X2-

Ее общее решение:
j  х\ = х^е 1,
\ Х‘2 = х?2е~г ,

где х\ = Ж1 (0), = Х'2(0). Тогда Нх = е_*(2ж5 + х?2) —> 0 при t —> оо.
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