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Аннотация. Статья посвящена математической модели фильтрации жидкости из водое­
ма в упругий пористый грунт под действием силы тяжести. Динамика жидкости описывается 
системой нестационарных уравнений Стокса для несжимаемой жидкости, а перемещение упру­
гого скелета уравнениями Ламе.

Клю чевые слова: фильтрация жидкостей, уравнения Ламе и Стокса, усреднение перио- 
ди ческих структур.

Введение. В настоящей работе выводятся макроскопические математические мо­
дели фильтрации жидкости из водоема в грунт, полученные усреднением точной мате­
матической модели описывающей данный процесс па микроскопическом уровне. Этот 
подход был раннее использован В. Ягером и А. Микеличем |1|- |3| для специальной гео­
метрии норового пространства (несвязный твердый скелет) в пространстве М2 (плоский 
случай).

Задача решается в пространстве М3 дня произвольной геометрии норового простран­
ства используя методы, предложенные в работах А.М. Мейрманова |4|- |7|,

В этих работах были введены безразмерные критерии физических процессов то, Цо, 
/л 1 и Ао, характеризующие конкретный физический процесс. Так, например, медленной 
фильтрации жидкости в пористом упругом грунте соответствуют параметры то = 0, 
Но = 0 и Ао > 0, а фильтрации жидкости в абсолютно твердом пористом грунте соот­
ветствуют параметры то = 0, /iq = 0 и Ао = 0.

В настоящей статье выводятся усредненные уравнения дня случая цо  = 0, то > 0 и 
Ао > 0, после чего осуществляется предельный переход при то —> 0.

1. Постановка задачи. Исследуемая область ( )  включает в себя область П° -  во­
доем, область П -  пористый грунт и их общую границу S°: Q = П° U П U 5ю, Область Q 
.нежит в полупространстве {;Гз < 0}. Предполагается, что область П есть периодическое 
повторение элементарной ячейки Y e = eY ,  где Y  = ( 0 , 1)3, подобласть Ys С Y  моде­
лирует твердый скелет в Y, подобласть 1/ С Y  норовое пространство, а поверхность 
7  = d Y f f ] d Y s границу «твердый скелет -  норовое пространство». Твердый скелет Q£s 
есть периодическое повторение элементарной ячейки eYs , норовое пространство Щ -  
элементарной ячейки eYf ,  а граница I ; — периодическое повторение в Q границы е'у.
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Рис. 1. Фильтрация из водоема в грунт.

Предполагается также, что часть S 1 внешней границы S  области Q принадлежит
плоскости {ггз = 0}, е = —e s , S 2 = S \ S X является поверхностью класса С 2.

Движение жидкости в области П° при t  > 0 описывается нестационарной системой 
уравнений Стокса

V w £ = 0, (1)

d 2w £
тоQf Qt2 = V  • Р/ + g f e  , (2)

d w £_  / a w  \
5/ = ~'P l -

а совместное движение упругого скелета и жидкости в Q при t  > 0 описывается урав­
нением неразрывности (1) и уравнением сохранения моментов

d 2w
toQ£-q^ -  = V  -р  + д£е ,  (3)

где

Р = \ м + (1 -  x £)A0D(^, w £) - p l .

Qe = QfX£ + Qs( l  ~ Xе ) • W

На общей границе 5ю = dQ П dQ° при t  > 0 выполняются условия непрерывности

lim w £(x , t . ) =  lim w £(x, t . ) , (5)
X  — у x ®  X  — у x ®

X e n° X G п

l i m  P f (x , t )  • n(x°)  = l i m  P (x, t) • n(x°) , (6)
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для перемещений и нормальных напряжений. Здесь D(;r, w ) -  симметрическая часть 
градиента V w , I -  единичный тензор, п(х°) — вектор внешней нормали к границе S 0 
в точке ж0 е  5°, е  = - е 3.

На границе S 1 при t  > 0 задается условие Неймана

Р/(ж, t) ■ п  = — р° ( х ,  t)n  , (7)

а па границе S 2 при t > 0 — условие Дирихле

w £(x , t) = 0 . (8)

Задача замыкается начальными условиями

dw£
w £(x, 0) = (as, 0) = 0 , x e Q .  (9)

Характеристическая функция х£(х ) области Щ определяется выражением

х £ (х)  =  (1 -  О х  ( 7 )  ,

где (  = ((х) — характеристическая функция области П° в () .  х ( у )  ~  характеристиче­
ская функция Yf  (жидкой части элементарной ячейки) |8|,

Предполагается, что существуют предельные значения

lim а м(е) = /л0 , И111 ^  .
e-S-О е —>0 S

2. О сновные р е з у л ь т а т ы .
О пределение . Будем говорить, что функции {w £, р £} такие, что

Р ‘ е  l2(Qt) , w‘ , В ( ; г , « . ' ) , (< +  (1 -  С ) х ' ) в ( ; г ,  е  l 2(Qt ) ,

являются обобщенным решением задачи (1)-(9), если они удовлетворяют уравнению 
неразрывности (1) почти всюду в области Q х (0 ,Т), граничному условию (8), началь­
ному условию (9) для функции w £ и интегральному тождеству

J o J Q{~  т°ё£̂ Г ' +  ^ Р /  +  ^  ~~ : ^ ) dxdt+

J  J  (̂ g£e ■ ip — V • (<рр°) ĵdxdt = 0 . (10)

для любых гладких функций tp таких, что <p(x,t) = 0 иа границе S и <р(х,Т) = 0, 
х е Q.

Здесь д£ = ( (  + (1 -  U\ )"/ + (1 -  0 ( 1  -  \ )'Л-



40 НАУЧНЫЕ ВЕДОМОСТИ

Теорема 1. Пусть
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p ° = p ° ( t ) .

Тогда, д л я  л ю б о г о  е  > 0 и п р о и з в о л ь н о г о  пр ом еж ут ка  в р ем ен и  [0;Т] сущ ест ву ет  е д и н ­
ст в енн о е  о б о б щ е н н о е  р е ш е н и е  з а д а ч и  (1)-(9) и  с п р а в е д л и в а  о ц ен к а

[  (  2 &2w £ 2 d w £
max / тп 

0<t<T J Q V dt:2
+  To d t

/7'О JQ

+ Ао(1 -  0 ( 1  -  ;\01°(ж , w £)\2̂ jdx+ 

b e |2 +  a/i(C +  ( l - O x e) ' ~ / 9WD x
d t

clx d t  ^  Co , (11)

г д е  Co -  п р о и з в о л ь н а я  константа, н е  з а в и с я щ а я  от то и е .

Т ео р ем а 2. Пусть вы и ол и еи ы  у с л о в и я  теоремы 1,

fio = 0, 0 < А0, то < оо , f i i  = оо ,

ф ун к ц и и  { w £,p £} я вл яю т ся  о б о бщ ен н ы м  р еш ен и ем  з а д а ч и  (1)-(9) и  w £ = Еп|(гие) я в ­
л я ет ся  п р о д о л ж ен и ем  и з  области Q£s в  область Q .

Т о гда  п о сл ед оват ел ьн о ст и  { w £}; 

L 2( Qt )  11 L-2( Q t ) к  ф ун к ц и я м  V. w .
т 1 , 0 /

г d w £
I ~ d i

d 2w £  >\ ^  ^  S
“  У  d t 2

и {р£} сх одят ся  сл а б о  в

d  w s 
~д¥~

u  p  соответ ственно п р и  £ —у 0. П осл едоват ел ь ­

ность  {ги^} сх одит ся  сл а б о  в  W 2’ ( ^ т )  к  ф ун к ц и и  w s и р и  е  —у 0. П р ед ел ь н о е  д а в л е н и е  
р  и  п р е д е л ь н а я  ск ор о ст ь  ж и дк о ст и  v  у д о вл ет вор я ет  си ст ем е

d v
r 0Qf  —  + Vp = Qf e . V • v  = 0 (12)

в  области  По и р и  I > 0. В области Q и р и  t > 0 п р е д е л ь н ы е  ф ун к ц и и  w s и  р  я вл яю т ся  
р еш ен и ем  у с р е д н е н н о й  си ст емы , с о ст о ящ ей  и з  у с р е д н е н н о г о  у р а в н е н и я  бал ан са

ToQ-

t(s)

,<92w
d t 2

V j!-5) + Q, е

Aô TIq : D(®, w )  — p i

и  у р а в н е н и я  н ер а зры вн о ст и
V • w s = 0 .

Это р е ш е н и е  у д о вл ет вор я ет  у с л о в и ю  н еп р еры вн о ст и

lim w s (x , t )  ■ тг(ж°) = lim w ( x , t ) • тг(ж°),
х  — у х  £  S х  — у х  £  S

lim Pq ( x , t )  • гг(ж°) = — lim p ( x , t )  ■ гг(ж°)
х ^  xv е  s v

(13)

(14)

(15)

(16) 

(17)



иа  о б щ ей  г р а н и ц е  S °, г р а н и ч н о м у  у с л о в и ю

w s = 0 , (18)

иа  г р а н и ц е  S 2, г р а н и ч н о м у  у с л о в и ю

p ( x , t )  = p o ( t ) , (19)

иа  г р а н и ц е  S q = S 1 П По и г р а н и ч н о м у  у с л о в и ю
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я о
? ! — C l

{s)( x , t ) • п ( х° )  = - p o ( t )  ■ п ( х ° ) , (20)

иа  г р а н и ц е  S f  = S  П П.
В  (13)-(20) п ( х ° )  — е д и н и ч н ы й  вект ор  иом али к  S 0 ( или  S i )  в  точке х° G S 0 

( или  S i ) ,

q = m.Qf + (1 -  m)Q8 , m  = J  x t v ) d y  ,

— симмет ричный п ол ож ит ел ьн о  о п р е д ел е н н ы й  т ензор  четвертого п о р я д к а , который  
о п р е д ел я ет с я  и з  р е ш е н и я  в сп ом о гат ел ьн ой  з а д а ч и  иа  эл ем ент арной  я ч ей к е .

Т ео р ем а 3. Пусть в  у сл о в и я х  теоремы 2 т0 = 1 /п и р^п\ w ^  и w ” — о б о б щ е н н о е  
р е ш е н и е  з а д а ч и  (12) - ( 20). Т о гда  п о сл ед о ват ел ьн о ст ь  {рп} сходит ся  сл а б о  в  L2( Qt )  к  
ф ун к ц и и  р  и  п о сл ед оват ел ьн о ст ь  {го”} сх одит ся  сл а б о  в  W ^ ^ H y) к  ф ун к ц и и  w s и р и  
п  —> оо . П р е д ел ь н о е  д а в л е н и е  ж и дк о ст и  р  в  области  По и р и  t  > 0 р а в н о  ги дро ст ат иче­
с к о м у  д а в л е н и ю

p ( x , t )  =p ° ( t )  -  QfXs = p o ( x , t )  , (21)
П р ед ел ь н ы е  ф ун к ц и и  я вл яю т ся  р еш ен и ем  у с р е д н е н н о й  системы в  области Q и р и  t  > 0, 
с о ст о ящ ей  и з  у с р е д н е н н о г о  у р а в н е н и я  б ал ан са

V  • Р^} + q е = 0 , (22)

и у р а в н е н и я  н ер а зры вн о ст и  (15). Это р е ш е н и е  у д о вл ет вор я ет  г р а н и ч н о м у  у с л о в и ю  (18) 
иа  г р а н и ц е  S 2, г р а н и ч н о м у  у с л о в и ю  (20) иа  г р а н и ц е  S i  и  г р а н и ч н о м у  у с л о в и ю

lim ¥ ^\х,1 ) ■ п ( х ° )  = —po(x°, t , )  ■ п ( х ° ) , (23)

иа  о б щ ей  г р а н и ц е  S 0. При этом т ензор  ¥ ^ \ х , 1) о п р е д ел я ет с я  к а к  и  в  ф ор м ул и р о в к е  
п р е д ы д у щ е й  т еоремы .

3. Д о к а з а т е л ь с т в о  тео р ем ы  1. Доказательство теоремы основывается иа энерге­
тических тождествах

'Q

d w £ 2
ToQr dt (x,t) + Ло(1 -  0(1 -  X£)P{x,w£(x,t,))\2Jdx+ 

1 r ' d w £ \ 2

10 JQ
(C + ( i  -  O x e) ^ - ( ж ’ r ) ) dxd r

rt f  P d w £j  g £e -  ( x , T ) d x d r , (24)
' 0 JQ
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1
2 'Q

т0д
d 2W1 г / d w £ \ г\

dt;2 ( x , t )  + Л0(1 -  0 (1  -  х£) ~ d f ( X,tV  ) dx+

d 2w £
a,

10 JQ
(C + (1 -  ( ) x £) D x

d r 2
■(x ,t dx d r

1 [  ~е d 2w £
2 / T0Q

J q d t 2
(x , 0)dx = I 0 . (25)

Дня нахождения решения задачи (1)-(9) используем метод Галеркипа, Этот метод 
показывает, что при любом t  ^  0 и произвольной солепоидальпой функции tp е  W.^Q), 
равной пуню при х  G S'2, выполняется равенство

Г г
I  T°&£~Qj r ( x , t )  ■ <p(x)dx + J  ( ( F f + ( ! - ( ) ¥ )  ( x , t )  : D (x,<p(x) )dx

g £e  ■ i p ( x ) d x .
'Q

При t  = 0 ( Р/ + (1 — O^5 = 0 в силу начального условия. В итоге получим

.d 2w £
t0q £ (х,  0) • i p (x) dx  = / g £e - ( p ( x ) d x .

>Q d t 2 IQ

d 2w £
Согласно (1), (ж,0) является солепоидальпой функцией в ().  Возьмем в качестве
пробной функции функцию

d 2w e
^ ( ж) = >

ToQ
'Q

д 2 W
d t 2

(ж,0)

d t 2

1 [  d 2w £
d x =  « ее  • — (X, 0)dx .Jq dt2 y J

Тогда

>Q

£. d 2w £ о C0
ToQ Н т г ( ж>°) dx ^  —  . d t 2 to

d 2w
Последнее отношение и (25) доказывает оценку дня производной в (11).

Дня оценки правой части (24) используется представление

е £ = Qf +  (1 -  0(1  -  Xe )(Qs - Q f ) ,  е  =  — V х3 ,

формула интегрирования по частям и уравнение неразрывности (1)
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Тогда 

1 =
[  d w £ [  d w £ [  d w £
j д £е  ■ —̂ j - d x d r  = - g f  J  (V  х3) ■ ~^~dx + (qs -  g f ) J  (1 -  ;\£)e  • —̂ —dx

d t
f  d w £

d x .

Используя неравенства Гельдера и Коши

К {  ( в * -  Qf )2dx ) 5 ( / (1 -  хе ) 
J  Q (/О dt

d w £
dt

d x .

Пусть w £s = ЕП| продолжение функции w £ из области Q£s в область П (Здесь
используются результаты о продолжении полученные С. Сопса |9|). Тогда из неравен­
ства Пуанкаре-Фридрихса

(1 -  Xе )
d w £
dt dx = / (1 -  х£) 

J  п

d w l
d t d x ^ C  / (1 -  x e) 

J  n
V

d t
dx

и неравенства Корна 

d w £ 2 <9го£
cir

iio.iiv чаем соотношение

(Qs ~ Q f f  
25

d x ,

которое вместе с (25) доказывает (11).
Дня получения оценки па давление р £ интегральное тождество (10) записывается в 

виде:

' Qt

г  / / Зио^
p £V ■ Lpdxdt  = J  j (̂C + (1 -

+ (1 — 0 (1  — X'e)AoD(rr, w £) j : H>(x, tp)dx dt  — / p£e - L p d x d t — / p°V i p d xd t .
J JQT JQT

Такое представление и оценка (11) позволяют записать неравенство



Далее в качестве пробной функции выбирается функция p ( x , t .), удовлетворяющая усло­
виям:

V • р  = р £ и / \Vp\2dxdt .  ^  / \p£\2dxdt . .
J Q T  J Q T

Дня этого представим ее в виде суммы р  = р 0 + 'S/ф, где
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дф
А ф = р £, х G Q; ф \s2 = 0

дх-л
= 0; (27)

V • <£о = 0 , х Е Q ; ро  + 'S/ф = 0 , х Е S2 ■ (28)

Согласно результатам, изложенным в монографиях О.А. Ладыженской |10| и |11|, 
к аж дая  из задач (27), (28) имеет единственное решение, причем справедливы оценки

4- ё L2((0,T);W?(Q)), Г  ( | * l f  )*<*<<?/ Сn ' f d x d t ,
J o  J  Qt

f > o e i 2 ( ( 0 , r ) ; H ^ ( Q ) ) ,  / ( l l ^ l l ' 11) 2*  «  С  /  ( M f ) 2* .
J  0 J  Qt

Тогда неравенство (26) примет вид

(р£) 2 dx dt
'Qt

(p £)2d x d t ^

и ,  окончательно, п о л у ч и м

f  (p £)2d x d t \  ^  C.
' Q t  J

Д о к а з а т е л ь с т в о  тео р ем ы  2. Основываясь па оценках (11) заключаем, что при 
£ —> 0 имеет место:

р £ —>• р  слабо в L2( Qt )  ,

w £ —>• w ( x , t ) слабо и двухмасштабно в L 2( Q t )  > 

w £ —>• w s (x, t )  слабо и двухмасштабно в L 2( Q t )  > 
dw£ dw

 > - g j - ( x , t )  слабо и двухмасштабно в L 2(QT) ,

d t v £ с) vo
—> —̂ ~ {x ,t )  слабо и двухмасштабно в L2(QT) ,

d2w £ dw2
 > (х , t) слабо и двухмасштабно в L2(QT) ,

at.2 a t 2
d2w £ dw2

s —>• -— ^-(x,t.) слабо и двухмасштабно в L2(QT) , 
at.2 a t 2

w ( x , t ) = w s (x, t ) ,  x  E П , i  > 0 ,

©(ж, го*) - ^ B ( x , w 8) + B ( y , U ( x , y , t ) )  двухмасштабно в L2(Q^) .
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Переходя к пределу при £ —> 0 в интегральном тождестве (10) с пробной функцией 
tp = <p(x, t), равной нулю при t  = Т  и на S 2, мы получаем макроскопическое уравнение 
баланса моментов в форме интегрального тождества

,-т г ,-т ,■
j  j  V  • ( i pp°) dxdt  — J  J  + g e  ■ (p)dxdt.+

/7>0 J n
A0( ( l  — m ) 3 ( x ,  w s ) + (D(rr, U ) ) ys) — p i )  '■ V>(x, (p)dxdt

f T f  ( d w  dtp 
Jo L ^ e f ~dt '~di

T r , d w  dip .4
(■Togf  7 7 -----к г  + 6f  e  ■ + P ( v  • <p) )dxdt .

Можно показать, что

(1 -  rn)B(x,  Ws)  + {Щх, U ) ) ys = ^ 0  : D(^  w s) ■

Таким образом, последнее тождество примет вид

р /*т /* с)%и Q
/ / V  • ( i pp°) dxdt  — / / (т0д - ^ -  ■ + д е  ■ i p ) dxdt+

Jo  J q J o J n  d t  d t

/7/0 J n
(Ao^o : w s) — P I) : D(^, t p)dxdt  =

J  o (T0g f ^  ■-££ + g f e - < p + p ( V  ■ <p))dxdt .  (29)

Уравнение неразрывности (1) дня w : преобразуется в уравнение неразрывности в 
форме интегрального тождества

f  / V  £ • w d x d t  = 0 (30)
Jo Jq

дня любой гладкой функции £ равной нулю па S'1 х (0, Т). Это тождество предполагает 
уравнение неразрывности в (12), уравнение неразрывности (15), и условие непрерывно­
сти (16) на общей границе S 0.

Интегральное тождество (29) включает динамическое уравнение (12), динамическое 
уравнение (13), условие непрерывности (17) на общей границе S 0, граничное условие
(20) на границе и граничное условие (19) на границе Sq.

Получим форму ну дня нахождения тензора 9^ , Пусть U qJ G W ^K j) решение задачи

V , • ((1  -  x)(D fe, в Н  + -  Ро "”1)) = 0 , (1 -  X) V , • U<if l = О, „ € У

такое, что (U q '^}ys = 0 и пусть

з
U  =  4i]{y)Dv {x,t),

i,j=l
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где

Di:i(x,  t) = \ ) (ж, t ) , w s = (ui ,  и-2, и3),

Щх, w 8) = Y ,  •
4  = 1

Таким образом,

з з
D(y , u )  = ) ^  ::■//. = ^ о ( у , В Д ( 1 : о ( ^ , ^ ) )

4 = 1 4 = 1

3
=  ( £  В ( у , и % ) о Г * )  : D ( x , W s )  =  ®о(у) : Ю>(а:,«;в)

4  = 1

ЭТ5 = (1 -  m ) J ]  Г  О Г  + £  (1 % , U < 7))y , о  J «

i , j= l  i , j= 1

Свойства тензора 9^  следуют из интегрального тождества

>Ya
D(у, В Д  : D(y, Ug') + ,F : D(y, U*') Ц , = 0

Д о к а з а т е л ь с т в о  тео р ем ы  3. Заметим, что оценки (11) справедливы дня функций 
р(™) и w i n\  Тогда из (11) и (12) следует, что V р ^  G ((0, Т);  L 2 ( Q 0) )  и справедливы 
следующие оценки

m ax [  ( 1С
О <t<T J q  \ п 2

d 2w^n')
dt2

2 1 
+ ^ ( 1 - 0п

&2w {: i)
d t 2

dx

J q

/ 1 Л d w ^ 2 1 d w s г)
V /г d t + - ( 1 - 0  n <9t

/7I о JQ

+ A0( l  -  0 I D( ^  w ^ ))\2j d x +

\p{n)|2 + С \Vp{n)\2) d x d t  ^  C0 . (31)

Переписывая (29) в виде

<‘T f  f T f  ( 1  d w s ^ dip \
j  V  • (ip p° )dxd t — j  j  \̂—q— + q e  • <pj dxdt.+

10 JQ /0 J n

/7/ 0 Jn
(Aô Tlg : ^ ( ^  w s^)  ~ I) : ^ ( ^  <p)dxdt

rT 1 d w ^  dtp
о Уп°

■ + Qf  e  ■ (p + p {n) (V  • i p ) j d x d t , (32)



НАУЧНЫЕ ВЕДОМОСТИ Ш Ш  Серия: Математика. Физика. 2014. №12(183). Вып. 35 47

р^п\ х , t) = p ° ( t ) , х  G Sq , t  > 0 , (33)

как след функции из L2((0,T) ;  И/^П0) ) ,
Из оценок (31) следует, что из последовательности {/?.} можно выделить такие но­

мера, что подпоследовательности (для простоты оставим старое обозначение) сходятся

1 d w {n)
— Q—7̂ :-----> 0 сильно L2((0,T) ;  L2(Q))  ,
п  a t  4 7

1
- Qf—7ц----- > 0 сильно Ь -2 ((0, Т); L2(f20)) ,

V p (ra) ^  V р о  , р(га)  ̂ро слабо L2( ( 0 , T ) ; L 2(n°) )  ,

р(,г) р , w;ira) w 8 , V  w;ira) ->• V  w8 слабо L2((0, Т); L2(fi))

при /г —>• оо.
Переходя к пределу в (32) и в (30) при п  —> оо, получим интегральное тождество

f  f  V  • ( ( pp°)dxdt  — f  f  (yQf е  ■ ip + ро (V  • ( p ) ) dxdt  +
J o  J q J o J n°

r-T r  ,

(Aô TIq : s) —p i ) :  D(^, ф) — g e  ■ <p) dxdt  = 0 , (34)

и уравнение неразрывности (15).
Интегральное тождество (34) очевидно, содержит (20)-(23),
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MACROSCOPIC MODELS OF LIQUID FILTRATION 
FROM RESERVOIR INTO POROUS MEDIUM

N.S. Erygina
Belgorod State University,

Pobedy St., 85, Belgorod, 308015, Russia, e-mail: eryginan@bsu.edu.ru

Abstract. Filtration from reservoir into porous medium under gravity is investigated. The 
motion of the liquid is governed by the non-stationarv Stokes’ system and the joint motion of 
the poroelastic medium is governed by the Lame system.

Key words: filtration of liquids, homogenization, Lame’s and Stokes’ equations.
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