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Аннотация. Доказан аналог теоремы Лузина, что .любая функция на отрезке измеримая 
относительно логарифмической емкости почти всюду совпадает с производной от некоторой 
непрерывной функции. На этой основе установлен аналог теоремы Геринга о разрешимости 
задачи Дирихле для гармонических функций в единичном круге с произвольными граничны
ми данными измеримыми относительно логарифмической емкости. Более того, доказано, что 
пространство найденных решений имеет бесконечную размерность. Отсюда нами также выво
дится разрешимость соответствующих задач Дирихле и Римана-Гильберта для аналитических 
функций в единичном круге. Наконец, результаты перенесены на квазидиски и, в частности, 
на области с гладкими и липшицевыми границами.

Клю чевые слова: задачи Дирихле и Римана-Гильберта, логарифмическая емкость, функ
ции ограниченной вариации, гармонические и аналитические функции.

1. Введение. Краевые задачи для аналитических функций / восходят к знаменитой 
диссертации Римана (1851), а такж е известным работам Гильберта (1901, 1912, 1924), и 
Пуанкаре (1910), смотри историю вопроса в монографии |1|, где такж е рассматривался 
случай обобщенных аналитических функций.

Хорошо известно, что, если аналитическая функция / задана в единичном круге 
D = {z G С : |с| < 1} и непрерывна в его замыкании, то но формуле Шварца

и, таким образом, аналитическая функция / в единичном круге D определяется с точ
ностью до чисто мнимой постоянной ic., с  = 1 т / ( 0 ) ,  её реальной частью <р(() = Rе /(С) 
на границе единичного круга, см., наир., § 8, гл. III, часть 3 в |2|, с. 346.

Известно также, что любая гармоническая функция u(z)  в D имеет сопряженную 
функцию v (z) .  такую, что f ( z ) = u(z)  + i v ( z)  является аналитической функцией в D. 
Заметим, что граничные значения сопряженной функции v  не могут быть произволь
но предписаны одновременно с граничными значениями и, поскольку v  единственным 
образом определяется через и  с точностью до аддитивной постоянной, см., например,
I.A в |3|, Поэтому задача Дирихле дня аналитических функций сводится к задаче дня 
гармонических функций с заданной граничной функцией вещественной части.

(1)
ICI=i
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В 1904 году Гильберт поставил следующую проблему, которую теперь принято на
зывать проблемой Гильберта, или пр обл ем ой  Р им ана -Г ильб ерт а .  Она состояла в дока
зательстве существования аналитической функции / в области D С  С, ограниченной 
спрямляемой жордановой кривой, с граничным условием
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где им предполагалось, что функции Ли >р непрерывно дифференцируемы относитель
но натурального параметра длины на кривой 8D,  и что |А| ф  0 на 8D. Поэтому без 
ограничения общности можно считать, что |А(£)| = 1. При А(£) = 1 мы возвращаемся к 
задаче Дирихле и, таким образом, задача Римана-Гильберта является её естественным 
обобщением, которая находит интересные приложения к математической физике.

Первый способ решения этой проблемы, основанный на теории сингулярных ин
тегральных уравнений, был предложен самим Гильбертом в работе |4|, Эта попытка 
оказалась не совсем удачной, поскольку теория сингулярных интегральных уравнений 
была еще недостаточно развита в то время. Однако, как раз этот способ стаи основ
ным подходом в этом направлении исследований, см., например, монографии |1|, |5| 
и |6|, В частности, на этом пути было доказано существование решений этой задачи 
дня функций А и <р непрерывных но Гёльдеру, см. |5|,

Другой способ решения задачи Римана-Гильберта, основанный на редукции к реше
нию соответствующих двух задач Дирихле, был такж е предложен Гильбертом, см. |7|, 
На основе результата Геринга из работы |8|, весьма общее решение задачи Римана- 
Гильберта этим способом совсем недавно было дано в статье |9| в жордановых обла
стях при произвольных функциях <р и А, измеримых относительно гармонической меры. 
Здесь мы даем решение задачи Римана-Гильберта при функциях <р и А, измеримых от
носительно так называемой абсолютной гармонической меры или, что то же самое, 
относительно логарифми ческой ёмкости.

Напомним, что Лузину принадлежит следующая замечательная теорема: д л я  л ю б ой  
и зм ери м ой  и  и .в . к о н е ч н о й  (относит ельно м еры  Л еб е га )  ф ун к ц и и  <р на инт ервал е [a,b\, 
сущ ест ву ет  н е п р е р ы в н а я  ф у н к ц и я  Ф. такая, что Ф'(^) = <р(х) и .в . н а  [a ,b \ (см., напри
мер, теорему VII(2.3) в |10|), Это утверждение было хорошо известно до Лузина дня 
суммируемой функции <р относительно её неопределенного интеграла Ф, см., например, 
теорему 1У(6.3) в |10|, Однако, этот результат весьма нетривиален дня несуммируемой 
<р. Здесь мы доказываем соответствующий аналог результата Лузина в терминах ло
гарифмической ёмкости, см. теорему 1 в секции 3, после того как в секции 2 будут 
приведены необходимые сведения о логарифмической ёмкости.

Напомним что, что Герингом был установлен следующий блестящий результат: дня 
любой вещественной с периодом 2тт функции, которая измерима (относительно меры 
Лебега), существует гармоническая в единичном круге D функция, такая, что u(z)  —> 
ip(i)) дня п.п. i) при л —> е гв вдоль некасательных путей, см. |8|, В секции 4, на основе 
нашего аналога теоремы Лузина, мы доказываем аналог результата Геринга в терминах 
логарифмической ёмкости, см. теорему 2. Более того, нами доказано, что пространство 
найденных решений имеет бесконечную размерность, см. теорему 3 в той же секции.

lim Re А « )  • f ( z )  = <р(() V (  e d D (2 )
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Теоремы 2 и 3 ведут пае такж е к решению соответствующей задачи Дирихле дня ана
литических функций в D, см. теоремы 4 там же.

Кроме того, после того как в секции 5 нами установлена взаимосвязь между гра
ничными значениями сопряженных гармонических функций, см. теорему 5, на той же 
основе нами доказано в секции 6 существование решений задачи Римана-Гильберта для 
аналитических функций в D, см. теорему 6. Наконец, в секции 7 нами сформулирова
ны и доказаны аналоги этих результатов в квазидисках и, в частности, в областях с 
гладкими и лиишицевыми границами.

2. О логарифмической ёмкости. Наиболее важным дня нашего исследования 
является понятие логарифмической ёмкости, см., например, |11|, 1121 и |13|, Пусть Е -  
произвольное ограниченное борелевское множество плоскости С. П олож ит ельным , р а с 
п р е д ел ен и ем  м а с сы  на множестве Е называют произвольную неотрицательную вполне 
аддитивную функцию множества v  с и(Е)  = 1, определенную на борелевских подмно
жествах множества Е.  Функцию

Uv (z) := j  log
Е

называют л о га р иф м ич е ск им  п от ен ц и а л ом  распределения и. Соответственно, логариф -  
м и ч е с к о й  ём к о ст ь ю  С (Е ) борелевского множества Е называется величина

С{Е) = e~v  , V = inf Vv {E) , Vv {E) = sup Uv (z) . (4)
v z

Заметим, что здесь супремум достаточно вычислять но множеству Е.  Если V = сю, 
то полагают С(Е)  = 0. Известно, что 0 < С(Е)  < сю, С(Е{) < С( Е2), если Е\ С Е2,

ОО

С ( Е ) = 0, если Е = (J Еп с С( Еп) = 0, см., например, лемму III.4 в 1121,
П= 1

Напомним, что логарифмическая ёмкость совпадает с так называемой абсолютной 
гармонической мерой, введенной Рольфом Неван.ниниой, см., например, |13|, с. 123. По
этому множество Е имеет нулевую (хаусдорфову) длину, если С ( Е ) = 0, см., например, 
теорему V.6.2 в |13|, Однако, существуют множества нулевой длины, имеющие положи
тельную ёмкость, см., например, теорему IV.5 в 1121,

Хорошо известна такж е следующая геометрическая характеризация логарифмиче
ской ёмкости, см. 1131:

С(Е)  = т(Е)  := lim , (5)
га—оо

ГД° Уп обозначает супремум (на самом деле, максимум дня компактов) величины

V( z i , . . . , z n )  = Д  \zk - z i \ ,  (6)
k<l

когда всевозможные конечные наборы точек z i , . . . , z n пробегают множество Е.  Сле
дуя  Фекете |14|, величину т(Е)  называют тра,нсф>и,нитны,м ди ам ет р ом  множества Е.

d v ( ( ) (3)
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Из указанной геометрической интерпретации логарифмической ёмкости через траис- 
фипитпый диаметр, сразу же видим, что если С ( Е ) = 0, то C ( f ( E )) = 0 дня любого 
отображения / непрерывного но Гёльдеру,

Чтобы ввести множества, измеримые относительно логарифмической ёмкости, опре
делим, следуя 1121, в н ут р ен н ю ю  С* и в н еш н ю ю  ём к о ст и  С *:

С*{Е) : = sup С{Е) , (7)
FC E

где супремум берётся но всем компактным множествам F  С С, и

СЧЕ)  : = inf С  (О)  , (8)
ЕС О

где инфимум берётся но всем открытым множествам О С С. Далее ограниченное мно
жество Е С С называется и зм ери м ы м  о т н о си т ел ь н о  л о га р иф м и ч е ск ой  ём к о ст и ,  если

С*(Е)  = С*(Е)  , (9)

и общее значение С*(Е)  и С*(Е) по-прежнему обозначается через С(Е) .  Отметим, 
см. лемму 111,5 в 1121, что внешняя ёмкость иолуаддитивна, т.е.

(
ОО \  ОО

и е п \ < £ V ( £ n )  • (10)

п= 1 / п= 1

Функцию р  : Е —> С, заданную па ограниченном множестве Е С С, будем назы
вать из.м ерим ой  о т н о си т ел ь н о  л о га р иф м и ч е ск ой  ём к о ст и ,  если для любых открытых 
множеств О С С измеримы относительно логарифмической ёмкости множества

П = {z G Е : p ( z )  G О}

Ясно, что само множество Е измеримо относительно логарифмической ёмкости.

З ам еч ан и е  1. Известно, что борелевские множества и, в частности, компактные 
и открытые множества измеримы относительно логарифмической ёмкости, см. 1121, с. 
9 и 31. Кроме того, как это следует прямо из определения, любое множество Е С С 
конечной логарифмической ёмкости, представимо в виде объединения сигма-компакта 
(объединения счётного числа компактов) и множества логарифмической ёмкости пунь. 
Известно также, что борелевские множества, например, компакты измеримы относи
тельно всех хаусдорфовых мер и, в частности, относительно меры длины, см., напри
мер, теорему 11(7.4) в |10|. Поэтому любое множество Е С С конечной логарифмической 
ёмкости измеримо относительно меры длины. Таким образом, на таком множестве .ню- 
бая функция р  : Е —> С измеримая относительно логарифмической ёмкости будет 
такж е измеримой относительно меры длины на Е.  Однако, существуют функции из
меримые относительно меры длины, которые не являю тся измеримыми относительно 
логарифмической ёмкости, см., ианример, теорему IV.5 в 1121.
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Нас особо будут интересовать функции : <9D —> С, заданные па единичной окруж 
ности <9D = {z G С : |с| = 1}. Однако, ввиду (5), нам достаточно будет изучить соот
ветствующие вопросы па отрезках вещественной оси, поскольку любая замкнутая дуга 
па <9D допускает билипшицево (даже бесконечно гладкое, так называемое стереографи
ческое) отображение д  па такой отрезок, а д  и д~1 по теореме Кирсбраупа допускают 
продолжение до липшицевых отображений С на себя. см., панример. теорему 2.10.43 
в |15|,

В связи с этим, напомним, что отображение д  : X  —> X'  между метрическими про
странствами (X, d )  и (X' , d ' )  называется ллтишцевым , если d ' ( g (xi ) ,  д ( х 2)) ^  C- d ( x  1,^ 2) 
дня любых Х\, ^2 ^ X и дня некоторой конечной постоянной С.  Если в дополнение к 
этому d( : i i ,  x-2) ^  с -  d ' ( g (xi ) ,  <7 (#2)) для любых Х\,Х2 G X  и для некоторой конечной 
постоянной с, то отображение д  называется би л ипш иц евы м .

Наномпим также, см., например, |10|, с. 195, что точка ;Го G М называется т очк ой  
п л о т н о ст и  дня измеримого (относительно длины, т.е. по Лебегу) множества Е С К, 
если гго G Е и

|  ( ; Г о - 5 , Т о + 5 ) \ Д  =

2е v ;
Ананогично говорим, что точка ;Го G М является т оч к ой  п л о т н о ст и  от н о си т ел ь н о  

л о га р и ф м ич е ск ой  ём к о ст и  дня измеримого (относительно С) множества Е С R, если 
Xq G Е и

lim C f e - ^ °  + ? ]\  E) = 0 (13)
г-s-o С([хо — е ,  х'о + е])

Напомним, наконец, что функция (/? : [а,Ь\ —> С а п п р о к си м а т и вн о  н еп р ер ы вн а  ( о т 
н о си т ел ь н о  л о га р иф м и ч е ск ой  ём к о ст и )  в т о ч к е  хо G (а , Ь), если она непрерывна на 
некотором множестве Е С [а,Ь], дня которого ;Го является точкой плотности (относи
тельно логарифмической ёмкости), см., например, |10|, с. 199, и |15|, с. 176, соответ
ственно.

Дня дальнейшего важно, что имеет место следующий аналог теоремы А. Д апжуа, 
см., например, теорему 2.9.13 в |15|, сравни теорему IV(10,6) в |10|,

Предложение 1 . Ф ун к ц и я  : [а,Ь] —> С и зм ерим а  от носит ельно л о га р и ф м и ч еск ой  
ём кост и т огда и  т олько т огда , к о г д а  он а  аппрок сим ат ивн о н еп р ер ы в н а  д л я  и .в . х G (а, Ъ) 

также от носит ельно л о га р и ф м и ч еск ой  ёмкости.

З ам еч ан и е  2. К ак известно, C([a,b\)  ~ — 1 / lo g<5 при 5 = Ъ — a —> 0, где запись 
и  ~ v  означает, что дня достаточно малых 6 найдется постоянная с G (0,оо), такая, 
что v / c  < и < с  ■ V, см., например, |16|, с. 131. Кроме того, С(Е)  > A/\og{l/\E\) при 
маных длинах \Е\, см., панример, лемму 1 в |17|, Таким образом, если ;Го является 
точкой плотности дня множества Е относительно логарифмической ёмкости, то ;Го - 
такж е точка плотности дня множества Е относительно меры длины. Следовательно, 
любая точка аппроксимативной непрерывности функции : [a, b] —> М относительно 
логарифмической ёмкости, является такж е точкой аппроксимативной непрерывности 
функции относительно меры Лебега на вещественной оси.
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Отсюда, в частности, получаем следующую полезную лемму.

Л е м м а  1. Пусть ф у н к ц и я  : [a,b] —> М о г р а н и ч ен а  и  и зм ери м а  от носит ельно л о га -
X

р и ф м и ч е ск о й  ёмкости и пусть  Ф(#) = J  <p(t) clt -  е ё  н е о п р е д е л е н н ы й  интеграл  Л еб е га .
a

Т огда  Ф; (;г) = <р(х) и .в . н а  (a , b ) от носит ельно л о га р и ф м и ч е с к о й  ёмкости.
□ Действительно, пусть ;го G (а, Ъ) - точка аппроксимативной непрерывности дня 

функции <р. Тогда найдется множество Е С [a,b\, дня которого ;Го является точкой 
плотности и на котором функция непрерывна. Так как |<£(#)| < С  < оо дня всех 
х G [a,b], получаем, что при малых h

Ф(х0 + h) -  Ф(хо)
---------- <р(х о)

h
< max | ip(x) — ip(xо) | + 2С

(rro,^o + h ) \ E
.т€ЕП[.то,.то+/г] \h,\

т.е. Ф; (^о) = <fi(xo). Таким образом, заключение леммы следует из предложения 1, см. 
такж е замечание 2. ■

3. Об одном ан ал о ге  тео р ем ы  Л узи н а .
При доказательстве аналога теоремы Лузина в терминах логарифмической ёмкости 

ключевую роль будет играть следующая лемма о сингулярных функциях канторовского 
тина.

Л е м м а  2. С уществует  н е п р е р ы в н а я  н е у б ы в а ю щ а я  ф у н к ц и я  Ф : [0,1] —> [0,1], такая, 
что Ф(0) = 0, Ф(1) = 1 и  Ф' (t) = 0 и.в. относит ельно л о га р и ф м и ч е с к о й  ёмкости.

□ Д ля доказательства этого факта воспользуемся конструкцией множеств канто
ровского тина логарифмической ёмкости нуль, принадлежащей Рольфу Неванлинне. 
Именно, рассмотрим произвольную последовательность чисел pk > 1, к = 1 , 2 , . . . ,  и 
определим соответствующую последовательность множеств Е(р\, . . .  , р п ), п  = 1 , 2 , . . . ,  
но индукции следующим образом. Пусть E(p i )  - множество, состоящее из 2-х равных 
но длине отреков, которое получается из единичного отрезка [0,1] выбрасыванием цен
трального интервала длины 1 — 1/рь E ( p i , p 2) - множество, состоящее из 22 равных но 
длине отреков, которое получается выбрасыванием из каждого отрезка предыдущего 
множества Е(р\)  центрального интервала, который составляет 1 — 1/р2 долю от его дли
ны и так далее. Обозначим через E( p i , p 2, . . . )  пересечение всех множеств E ( p i , . . .  , р п ), 
п  = 1 , 2 , . . . .  По теореме V.6.3 в |13| множество E ( p i , p 2, . . . )  имеет логарифмическую 
ёмкость нуль тогда и только тогда, когда ряд ^ 2 _A’ logp^ расходится. Например, это 
условие выполняется, если pk = е2 .

К ак известно, все множества канторовского типа гомеоморфны. Более того, най
дется гомеоморфизм h  : [0,1] —> [0,1], h ( 0) = 0 и h(  1) = 1, при котором E ( p i , p 2, . . . )  
перейдёт в классическое канторово множество, см., например, конструкцию 8.23 в |19|. 
Таким образом, если к  - классическая канторова функция, см., панример, конструкцию 
8.15 в |19|, то Ф = к  о h  - искомая функция. ■

Л е м м а  3. Пусть ф у н к ц и я  g  : [a, b] —> М о г р а н и ч ен а  и  и зм ери м а  относит ельно  
л о га р и ф м и ч е с к о й  ёмкости. Т о гда  д л я  л ю б о г о  е  > 0 най д ет ся  н е п р е р ы в н а я  ф ун к ц и я
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G : [а,Ь] —>• R, такая, что |G(;r)| < е  д л я  в с ех  х G [a,b\, G( a ) = G(b)  = 0, и  G'(x) = g (x)
и .в. и а  [а, Ъ] от носит ельно л о га р и ф м и ч е с к о й  ёмкости.

X
□ Пусть Н(х)  = f g ( t ) clt -  неопределенный интеграл Лебега функции д. Выберем

a
на [a,b] конечный набор точек a = cio < ci\ < . . .  < an = b, таких, что колебание Н 
меньше е/2 на каждом из отрезков [a*.,a/H_i], к = 0,1, . . . ,/?.  — 1. Применяя линейные 
преобразования независимой и зависимой переменной в функции Ф : [0,1] —> [0,1] из 
леммы 2, получаем па каждом из отрезков [а*., ад.+1], к  = 0 , 1 , . . .  , п  — 1, функцию F*., 
которая имеет пулевую производную и,в, относительно логарифмической ёмкости и 
совпадает с функцией Н  в концах отрезка. Пусть /•' -  функция на [a,b\, склеенная из 
функций Fjf. Тогда G = Н — F  даёт нам искомую функцию по леммам 1 и 2. ■

Л емма 4. Пусть ф у н к ц и я  д  : [a, b] —> М о г р а н и ч ен а  и  и зм ери м а  относит ельно л о 
г а р и ф м и ч е ск о й  ёмкости и пусть Р  - зам кнут ое п о дм н ож ест во  от резка  [а, Ь]. Т о гда  д л я  
л ю б о г о  £ > 0 н ай д ет ся  н е п р е р ы в н а я  ф у н к ц и я  G : [a , b\ —> IR, такая, что |G(;r + h)\ < £\h\ 
д л я  в с ех  х G Р  и в с е х  h, таких, что х + h  G [a, b\, G(x)  = G'(x)  = 0 д л я  в с е х  х G Р , и 
G'(x) = g (x)  и .в . и а  [a,b] \ Р  относит ельно л о га р и ф м и ч е с к о й  ёмкости.

□ Пусть I  = (a , b ). Тогда множество 1 \ Р  является открытым и представимо в ви
де объединения счётного числа попарно пенересекающихся интервалов Ik = (a*., 6/?). 
Выберем в каждом интервале Д. возрастающую последовательность чисел с^\  j  =(j\ /j\
0 , ± 1 , ± 2 , . . . ,  такую, что с к —> cik при j  —> — оо и с к —> Ьк при j  —> оо. Обозначим 
через меньшее из 2-х чисел £ (с^  — ак)/(к + | j  |) и £(Ьк — с ^ )  / (к  + | j  |). Тогда по лемме 
3 в каждом интервале Д. найдется непрерывная функция G*., такая, что |G*.(;r)| < 
для всех х G [с^\с^+1̂ ], Gfc(cj^) = 0 для всех j  = 0 , ± 1 , ± 2 , . . . ,  и G'k(x) = g ( x)  и-в - иа 
Ik относительно логарифмической ёмкости. Таким образом, полагая G(x)  = Gk(x) па 
каждом интервале Д. и G(x)  = 0 па множестве Р,  получаем искомую функцию. ■

Наконец, докажем следующий аналог теоремы Лузина, сформулированной во вве
дении.

Теорема 1. Пусть ф у н к ц и я  : [a, b] —> М и зм ерим а  от носит ельно л о га р и ф м и ч е с к о й  
ёмкости. Т о гда  н а й д ет ся  н е п р е р ы в н а я  ф у н к ц и я  Ф : [a, b] —> IR, такая, что Ф'(^) = <р(х)
и.в. и а  (а, Ъ) также от носит ельно л о га р и ф м и ч е с к о й  ёмкости. Б о л е е  того, ф у н к ц и ю  Ф 
м ож н о  выбрать так, что Ф(а) = Ф(Ь) = 0 и  |Ф(#)| < £ и р и  в с ех  х G [а, Ь] д л я  л ю б о г о  
з а р а н е е  п р е д п и с а н н о г о  £ > 0.

□  Определим но индукции последовательность замкнутых множеств Рп С [a,b], 
/г = 0 , 1 , . . .  и последовательность непрерывных функций Gn : [a, b] —> М, п  = 0 , 1 , . . . ,  
чьи производные существуют и.в. и измеримы относительно логарифмической ёмкости,

П П
такие, что при обозначениях Qn = и  Pk и Ф„ = Gk выполняются следующие уело-

к =0 к=0
вия: (а) Ф^(#) = <*р(х) при х G Qn , (b) Gn (x) = 0 при х G Qn~ь (с) \Gn (x + h)\ < \h\/‘2n 
для всех х G Qn- i  и всех h, таких, что х + h  G [a, b\, (d) С  ( I  \ Qn ) < 1/n, где I  = [a, b\.

Итак, пусть Go = 0 и P0 = 0  и пусть Gn и Pn с указанными свойствами уже
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построены для всех п  = 1 , 2 , . . .  ,т .  Тогда найдется компакт Ет С  I  \ Qm , такой, что:

C ( I \  (Qm U Ет)) < 1 / ( т + 1 )  , (14)

а функции Ф'т и непрерывны па Ет , см., панример, теорему 2.3.5 в |15|,
По лемме 4 с множеством Р  = Qm и функцией ( / : / —> К, равной <р(х) — Ф^О^) 

па Ет и пуню па I  \ Ет , найдется непрерывная функция Gm+i : I  —> М, такая, что: 
(i) G'm+l(;x) = ip(:г) — Ф„(;г) п-в. па / \ Qm относительно логарифмической ёмкости, 
(и) Gm+i(x) = G'm+l(;x) = 0 для всех х G Qm , и (iii) \Gm+i(x + h)\ < \h\/‘2m+1 для всех
х G Qm и всех h, таких, что х + h  G I.

По определению логарифмической ёмкости, условиям (i) и (14), найдется компакт 
Рт + 1 ^  Ет, такой, что

С{1\ (Qm U Pm+l)) < 1 / (т  + 1) , (15)

Gm+l(X) = 4>{х)  ~ Фт (^ ) УХЕ Рт +1 • (16)

К ак легко видеть из (15) и (16), а такж е (ii) и (iii), условия (а),  (Ь), (с) и (cl) сохраняются 
и дня п  = т  + 1.

Положим теперь иа основе приведённой конструкции последовательностей Gn и Рп :

ОО ОО

Ф(х) = lim Фк(х) = Gk(x) , Q = lim Qk = I I  Рк . (17)к—̂оо z J к—̂оо —к=1 к=1

Заметим, что Фк —> Ф равномерно на отрезке I  ввиду условия (с) и, следовательно, 
функция Ф является непрерывной. По построению, дня любого Хо £ Q имеем, что
х0 G Qn при всех достаточно больших п  и, т.к.

Ф(х0 + h) -  Ф(х0) Фп (хо + h) -  Фп (хо) ^  Gk(x0 + h) -  Gk(x0)Еh h  ^  hk=n-\-1

мы получаем из условий (а),  (Ъ) и (с), что

Ф(гго + К) -  Ф(гго)lim sup
/г—>0 h

-  tp(xо)
1

<  2п

т.е. Ф; (^о) = Кроме того, по условию (d) видим, что C ( I \ Q ) = 0. Таким образом,
Ф;(;г) = <р(х) и.в. па [а,Ь] относительно логарифмической ёмкости.

Наконец, применяя конструкцию доказательства леммы 3 к найденной нами функ
ции Ф вместо неопределенного интеграла, находим новую функцию Ф*, такую, что 
Ф*(#) = <р(х) п-в. иа [а,Ь] такж е относительно логарифмической ёмкости с Ф*(а) = 
Ф*(Ь) = 0 и |Ф*(;г)| < £ при всех х G [а, Ь] дня любого заранее иреднисаниого £ > 0. ■

4. О задаче Дирихле в единичном круге.
Одним из центральных результатов работы является следующий аналог теоремы 

Геринга.
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Т ео р ем а 2. Пусть : К —> К -  2т г-п ериодич еская  ф у н к ц и я , кот орая  и зм ерим а  от
н о сит ел ьн о  л о га р и ф м и ч е с к о й  ёмкости. Т о гда  сущ ест ву ет  г а р м о н и ч е ск а я  ф у н к ц и я  u(z) ,  
z G D, такая, что u ( z ) —> </?($) и р и  z —> e v0 в д о л ь  н ека сат ельны х  путей д л я  в с ех  i) G М 
з а  и с к л ю ч ен и ем  быть может м нож ест ва  л о га р и ф м и ч е с к о й  ёмкости путь.

□ По теореме 1 найдется непрерывная 27г-периодичеекая функция Ф : К —> К, такая, 
что Ф; ($) = </?($) для п.в. i) относительно логарифмической ёмкости. Пусть

?̂Г 2
Ui r e id) = —  [ -------------------— г------г Ф(*) clt (18)

1 ' 2тг J  1 -  2r c o s ( i )  — t) + г 2 w  1 ;
о

дня г < 1. Тогда но хорошо известному результату, восходящему к Фату.
д

—  Uiz)  —> Ф; ($) при л —> e v0 вдоль любых некасательных путей всюду, где существует 
д и
Ф; ($), см., например, 3.441 в |20|, с. 53, см. такж е теорему IX.1.2 в |21|. Следователь-

д
но. заключение теоремы следует дня функции ui z)  = —  Uiz) .  z = r e v0. r  G (0,1).

д и
доопределённой нулём в точке z = 0.

Действительно, функция U является гармонической в единичном круге, см., напри
мер, теорему I.D.1.1 в |3|, и потому бесконечно дифференцируемой. Таким образом, 
дифференциальный оператор d/di) перестановочен с оператором Лапласа для U в про
колотом единичном круге D \ {0} и, следовательно, функция u{z) - гармоническая в 
D \ {0}. Кроме того,

27Г

/ 1 f r ( l  —r 2) s i n $u i r e  ) = ---- / т----------------- -г------ г-------- Ф(£) dt  (19)
1 ' тг J  (1 -  2r c o s ( i ) - t )  + r 2)2 w  1 ;

о

и элементарные вычисления в (19) дают оценку па окружностях |с| = г, г G (0,1),

2г(1 + г)
\и(~)\ < ^ ' М  ->• 0 при г ->• 0 ,

(1 — г ) 6

где М  = max Ф. Таким образом, u(z)  —> 0 при л —> 0. Наконец, интеграл от функции и  по 
любой окружности |с| = г, г G (0,1),  равен пуню и, но характеристическому свойству 
о средних интегральных значениях па окружностях, функция u(z)  — гармоническая 
в D. ■

По известному принципу максимума Липделёфа, см., панример, лемму 1.1 в моно
графии |18|, получается теорема единственности дня задачи Дирихле в классе о гр а ни 
ч енны х  га,рмони,ческих ф ун к ц и й  в единичном круге. В более широких классах гармо
нических функций пет никакой теоремы единственности решений задачи Дирихле дня 
уравнения Лапласа. Более того, в работе |9| было доказано, что пространство всех гар
монических функций в D с некасательным пределом 0 в почти каждой точке <9D имеет 
бесконечную размерность.
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На основе леммы 2 можно аналогично доказать более тонкий результат о гармони
ческих функциях относительно логарифмической ёмкости вместо меры длины на <9D,

Л е м м а  5. П ространство в с ех  га р м он и ч е ск и х  ф ун к ц и й  и  : D —> К, таких, что 
lim u(z)  = 0 в д о л ь  лю бы х  нека сат ельны х  и гт ей  д л я  почти в с ех  (  G <9D относитель-
•Z-K
н о  л о га р и ф м и ч е с к о й  ёмкости имеет б е с к о н е ч н у ю  ра зм ерно ст ь .

□ Действительно, пусть Ф : [0,27т] —> М - интегрируемая функция, которая диф
ференцируема с Ф; (£) = 0 п.п. на <9D относительно логарифмической ёмкости. Тогда 
функция

?̂Г 2
U(z) : = —  [ --------------— г   Ф(Ь) d t  , л = r e %i), г < 1 ,

1 '  2тг J  1 -  2r c o s ( i )  — t) + г 2 W 
о

является гармонической в D и U(z)  —> Ф (0) при л —> е г&, см., например, теорему 1.3 в
д|18| или теорему IX.1.1 в |21|, и —  U(z) —> Ф; (0 )  при л —> е г& вдоль любых некасатель

ных путей, где Ф; (0 )  существует, см., например, 3.441 в |20|, с. 53, или теорему IX .1.2
д

в |21|. Таким образом, гармоническая функция u(z)  = -— Ui z ) имеет некасательный
д и

предел 0 и.в. иа <9D относительно логарифмической ёмкости.

У кажем подпространство таких функций и  с бесконечным базисом. Именно, пусть 
ip : [0 , 1] —> [0 , 1] - функция канторовского типа из леммы 2 и пусть tpn : [0 , 27т] —> 
[0 , 1] равна Lp((t, -  a n_i)/{an -  an_ i))  па [a„_b a„), где a 0 = 0 и an = 2n{2~1 + . . .  + 
2~n), n  = 1, 2 , . . .  и 0 вне [an- i , a n ). Обозначим через Un и и п гармонические функции, 
соответствующие <рп как в первом абзаце.

По построению, носители функций tpn взаимно не пересекаются и, таким образом,
ОО

ряд 1пфп корректно определён дня любой последовательности j n G М, п  = 1 , 2 , . . . .
П= 1

Если мы дополнительно ограничимся последовательностями 7  = {7 «} в пространстве /
ОО

с нормой Ц7 Ц = 17/т.|, то ряд является подходящей функцией Ф дня первого абзаца.
П= 1

Обозначим через U и и  гармонические функции, соответствующие функции Ф как 
в первом абзаце, а через -  класс всех таких функций и. Заметим, что функции и п , 
п =  1 , 2 , . . . ,  из второго абзаца образуют базис пространства с локально равномерной 
сходимостью в D, которое метризуемо.

ОО

Во-первых, Y1 7 пип Ф 0, если 7  ф  0. Действительно, предположим, что 7 „ ф  0 дня
П= 1

некоторого п  = 1 , 2 , . . . .  Тогда и ф  0, поскольку пределы lim U(z)  существуют дня всех 

(  = e v0 с i) G (an- i , a n ) и могут быть произвольно близкими как к 0 так и к 7 п .
m

Во-вторых, и*г = j nU'n —>■ и  локально равномерно в D при m  —> 00,
П= 1

Действительно, имеем с.недующую оценку остаточного члена в круге
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D ( г )  =  {z G С  : \z\ < г} , г  <  1,

2г(1 + г )  °°'
|и(с) -и^(с)| < " _  • 2 J  Ы  ->■ 0 при т, У оо . ■

n=m+l

Замечание 3. Отмстим, что гармонические функции и, найденные нами в лемме 5, 
в отличие от функций U, сами не могут быть представлены в виде интеграла Пуассона с 
какой-либо интегрируемой функцией Ф : [0, 2и] —> К, поскольку такой интеграл имел бы 
некасательные преданы Ф и.в., см., например, следствие IX.9.1 в |21|. Таким образом, и 
ие принадлежит к классам hv  ни при каком р  > 1, см., например, теорему IX.2.3 в |21|.

Теорема 3. Пусть : <9D —> К - ф у н к ц и я , и зм ер и м а я  относит ельно л о га р и ф м и ч е 
с к о й  ёмкости. Т о гда  прост ран ст во в с ех  г а р м он и ч е ск и х  ф ун к ц и й  и  : D —> К с  п р е д ел а м и
l im  и  (с) = <р(() д л я  и .в . (  G <9D от носит ельно л о га р и ф м и ч е с к о й  ёмкости в д о л ь  и ек а са -  
•г->С
тельных путей имеет б е с к о н е ч н у ю  ра зм ерно ст ь .

□ Действительно, но теореме 2 имеем но крайней мере одну такую гармоническую 
функцию и  и, комбинируя этот факт с леммой 5, получаем заключение теоремы 3. I

Теорема 4. Пусть : <9D —> К - ф у н к ц и я , и зм ер и м а я  относит ельно л о га р и ф м и ч е 
с к о й  ёмкости. Т о гда  сущ ест ву ет  аналит ич еская  ф у н к ц и я  / в  D, такая, что Re f ( z )  —> 
<р({) и р и  z —> ( в д о л ь  лю бы х  нека сат ельны х  путей д н я  и .в . (  G <9D относит ельно л о га 
р и ф м и ч е ск о й  ёмкости. Р а зм ерно ст ь  прост ранства в с ех  таких аналит ических  ф ун к ц и й  
б е с к о н е ч н а .

□ Действительно, поскольку любая гармоническая функция и  в D имеет сопряжен
ную функцию V, такую, что / = u + i v  - аналитическая функция в D, теорема 4 следует 
непосредственно из теоремы 3. I

5. О взаимосвязи граничных значений сопряженных функций.
Известен весьма тонкий факт, восходящий к Лузину, что гармонические функции в 

единичном круге с непрерывными (даже абсолютно непрерывными !) граничными зна
чениями могут иметь сопряженные гармонические функции, чьи граничные значения 
не являю тся непрерывными функциями, более того, не являю тся даж е существенно 
ограниченными в окрестности любой точки единичной окружности, см. например, |22|, 
с. 557. Таким образом, взаимосвязь между граничными значениями сопряженных гар
монических функций является весьма непростой вещью, см. такж е I.E в |3|,

Мы называем А : <9D —>• С ф ун к ц и ей  о г р а н и ч ен н ой  вариации ,  пишем A G 2>V(<9D), 
если

к
Fa(<9D) := sup Y  lA(0+ i) -  4 ( j ) \  < °o , (20)

j =i
где супремум берётся над всеми конечными наборами точек Q G сШ), j  = 
с циклическим порядком, означающим, что ( j  .нежит между <̂+i и <̂ ,_i дня каждого 
j  = Здесь мы предполагаем, что (k+i = Ci = Со- Величина У\(сШ>) называется
в а р и ац и ей  ф ун кци и  А.
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Замечание 4. К ак это явствует из неравенства треугольника, если мы добавляем 
новые промежуточные точки в набор ( j ,  j  = 1 , . . .  , к ,  то сумма в (9) не убывает. Таким
образом, cvupeMYM в (9) достигается при 8 =  max |Cj+i — Cj I “  ̂ 0. Отметим также, что

j = l  к
по определению У\(сШ>) = Va0/i(<9D), т.е. в а р и ац и я  я в л я е т с я  и н ва ри ан т ом  при гомео
морфизмах h  : <9D —> <9D и, таким образом, определение может быть распространено 
естественным образом па произвольную жордапову кривую в С.

Обозначим через А(£о,5) дугу единичной окружности <9D с центром в точке £о G <9D 
длины 28, где 8 G (0,7г). Назовём множество Е С <9D логариф м ически , т он к и м  в т оч к е  
(,о G сШ), если при 8 —> 0

С(ЕГ\А( ( 0, 8)) = о  . (21)

К ак известно, С'(А(('о,5)) ~ — 1/ log5 при 8 —> 0, где запись и  ~ v  означает, что дня 
достаточно малых 8 найдется постоянная с G (0,оо), такая, что v/ c  < и  < с -  v,  см., 
например, |16|, с. 131. Таким образом, (21) означает, что

i s  = » •

т.е. (о является т оч к ой  р а зр еж ен и я ,  для, м н о ж е с т в а  Е относительно логарифмической 
ёмкости. Условие (21) влечёт также, что £о является точкой разрежения дня множества 
Е относительно меры длины па окружности сШ), как это следует, панример, из леммы 1 
в|17|.

Будем говорить, что функция : <9D —> К почти, непрерывна,  в точке £о G <9D, если 
найдется некоторое логарифмически топкое множество Е С <9D, такое, что 
при (  —> Со вдоль множества <9D \ Е. Будем такж е говорить, что <р почти, н епрерывна, 
на, <9D, если она почти непрерывна в каждой точке (о G <9D за исключением быть может 
множества логарифмической ёмкости пунь. Заметим, что почти непрерывные функ
ции являю тся измеримыми относительно логарифмической ёмкости но предложению 1. 
Заметим также, что логарифмически тонкие множества, а такж е множества логариф
мической ёмкости нуль и, следовательно, почти непрерывные функции инвариантны 
относительно конформных (дробно-линейных) отображений расширенной комплексной 
плоскости на себя, переводящих единичную окружность в расширенную вещественную 
ось и обратно. Таким образом, но теореме 1 в |17| получаем следующее заключение.

Теорема 5. Пусть а  : <9D —> К -  ф у н к ц и я  о г р а н и ч е н н о й  в а р и ац и и  и пусть  / : D —> С 
-  аналит ич еская  ф у н к ц и я , такая, что

lim Re f ( z )  = Q'(C) Для и.в. (  G <9D (23)
•z-K

относит ельно л о га р и ф м и ч е с к о й  ёмкости в д о л ь  лю бы х  н ека сат ельны х  путей. Т о гда

lim Im f ( z )  = /3(() д л я  и .в . (  G <9D
•z-К

(24)



от носит ельно л о га р и ф м и ч е с к о й  ёмкости в д о л ь  лю бы х  н ека сат ельны х  пут ей , г д е  /3 : 
<9D —> К -  н ек от ора я  ф у н к ц и я  и зм ер и м а я  от носит ельно л о га р и ф м и ч е с к о й  ёмкости.

Также докажем следующее предложение, которым мы воспользуемся позже.

П р ед л о ж ен и е  2. Д л я  л ю б о й  ф ун к ц и и  А : <9D —> <9D к л а с с а  I>V(<9D) н ай д ет ся  
ф у н к ц и я  q'a : <9D —>• R к л а с с а  2>V(<9D), такая, что Х(()  = ехр {т 'Л(С)}, (  G <9D.

В дальнейшем мы называем функцию а  л ф ун к ц и ей  а р г ум ен т а  X.

□ Рассмотрим функцию Л($) = Х(ег<}), 0 £ [0,27т]. Ясно, что Va = V\ и, таким обра
зом, Л имеет не более чем счетный набор скачков j n , где ряд ^ 2 jn является абсолютно 
сходящимся, и Л($) = ГД° C(i ))  -  непрерывная функция,
a J ( 0 )  -  функция скачков Л, которая равна сумме всех ее скачков на отрезке [0, $], 
см., например, следствие VIII.3.2 и теорему VIIL3.7 в |23|. Мы имеем, что Vj < V\ и 
Ус  < 2У\, см., например, теорему 6.4 в |24|, Ассоциируем с комплексной величиной j n 
вещественную величину
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В силу геометрической интерпретации этих величин (|j„| равна длине хорды дня дуги 
единичной окружности длины |а'га|) и элементарных вычислений, мы имеем, что \jn \ < 
\&п\ <  jn ■ 7г/2.

Теперь, ассоциируем с функцией J ( 0 )  функцию которая равна сумме всех а п
соответствующих скачкам Л па отрезке [0, $]. Заметим, что Vj < Vj ■ тт/2. Далее, ассо
циируем с комплекенозначной функцией С{д) веществеинозиачную функцию с()9) с л е 
д у ю щ и м  образом. Так как С(>9) равномерно непрерывна иа отрезке [0,27т], последний 
можно поделить на отрезки Sk = [9k-i,9k\, 9k = 2ттк/т, к = 1 , . . . , т ,  с  достаточно 
большим т  £ N, таким, что | С{д) — С (О1) \ < 2 дня всех i) и i)' £ Sk- Положим но
и и л у КПИИ

с Щ  = с (9к-\) -  2 arctg
Re[C( i ) )  -  C{9k-i))  
Im [C '(^ )  -  C(9k-i)\

£ Sk, к = 1 , . . . ,  m,

где

c(0) := arctg
Re [(7(0) -  1] 
lm[C(0)  -  1] '

Кроме того, пусть 7a($) = j ( $ )  + c( t f ) ,  0 £ [0,27г]. По построению Л($) = е г1х^\  0 £ 
[0, 2п\, V(x < V\-3tt/2. Наконец, полагая Q'a (C) = 7a($)i (ч:ли С = е%&■ $  G [0, 2тг), получаем 
искомую функцию Q'a класса S'V(SD). I
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6. Проблема Римана-Гильберта в единичном круге.
Т ео р ем а 6. Пусть А : <9D —> <9D -  ф ун к ц и я  о гр а н и ч ен н о й  в а р и ац и и  и  : <9D —>• 

М -  ф ун к ц и я  и зм ери м ая  от носит ельно л о га р и ф м и ч еск ой  ёмкости. Т о гда  сущ ест вую т  
ан ал ит и ч ески е ф ун к ц и и  /  : D —> С, такие, что в д о л ь  лю бы х  нека сат ельны х  пут ей

lim Re {А« )  • f ( z ) }  = <р(() д л я  и .в . (  G <9D (25)
•г->С

от носит ельно л о га р и ф м и ч еск ой  ёмкости. П рост ранст во в с ех  таких аналит ических  ф ун к 
ци й  имеет  б е с к о н е ч н у ю  ра зм ерн о ст ь .

□ Заметим, что но предложению 2 функция аргумента a \ G L°°(<9D) поскольку 
A G 2>V(<9D), Поэтому

■ф) = Ъ. /а(() HI f  ’ ' е D ’ (26)
ж

является аналитической функцией в D с u(z)  = Re g ( z )  —> Q'(C) иРи ~ ~̂  С вдоль любых 
некасательных путей в D дня 11.13. (  G <9D, см., например, следствие IX .1.1 в |21| и 
теорему I.E.1 в |3|, Отметим, что A(z)  = exp{i(/(z)} является аналитической функцией.

По теореме 5 существует функция /3 : <9D —> К конечная и.в. н измеримая относи
тельно логарифмической ёмкости, такая, что v ( z)  = Im g ( z )  —> /3(() при с —> (  для и.в. 
(  G <9D такж е относительно логарифмической ёмкости вдоль любых некасательных пу
тей. Таким образом, но теореме 4 существует аналитическая функция Ъ : D —> С, такая, 
что U(z)  = Re Ъ (с) —> В ( ( ) :  = <р(() ■ ехр{/3(< )̂} при с —> (  вдоль любых некасательных 
путей дня и.в. (  G <9D относительно логарифмической ёмкости. Наконец, элементарные 
вычисления показывают, что искомая функция / = Л-Ъ.  Более того, но той же теореме 
4 размерность пространства таких функций бесконечна. ■

Замечание 5. К ак это следует из формулы (26), первая аналитическая функция А 
в приведенном доказательстве вычисляется в явном виде. Функция /3 : <9D —> К в дока
зательстве такж е может быть явно вычислена но следующей формуле, см., например, 
теорему I.E.4.1 в |3|, для 11.13. (  G <9D

/Ж) : = Jim 1  (27)
6 - S - + 0  7Г

2

д
Вторая аналитическая функция Ъ в этом доказательстве равна —  G(z) .  z = rev0. с

ai)

G(.-) :  = J L / * (C) £ ± ^  , . -6 D,  (28)

d
где Ф : <9D —> M -  иенрерывиая функция, такая, что —  Ф (0  = В ( 0 -  С = е%0■ Для и-в -

д а
д  G [0, 27г] относительно логарифмической ёмкости, см. нетривиальную конструкцию в 
доказательстве теоремы 1 .
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7. Распространение результатов на квазидиски. Наши результаты можно рас
пространить па случай квазидисков (областей, ограниченных квазиконформными кри
выми) и, в частности, па области с гладкими и липшицевыми границами.

Итак, пусть I) -  область в комплексной плоскости С и пусть /л : D —> С -  измеримая 
функция с |//(с)| < 1 п.в. Уравнением, Б ел ьт рам и  в D с коэффициентом /л называется 
уравнение вида

h  = М~) ' Л  > (29)

где f z  = B f  = ( f x + i f у )/2 , f z = d f  = ( f x -  i f y ) / 2, z = x + i y ,  f x и f y  -  частные 
производные функции / : D —> С но х и у ,  соответственно. Уравнение (29) называется 
н евы р ож д ен н ы м ,  если \\̂ \\оо < 1 .

Напомним, что гомеоморфпые решения с обобщенными производными но Соболеву 
невырожденных уравнений Бельтрами (29) называются к ва зик онф орм ны м и  о т о б р а ж е 
ни ям и ,  см., например, |25| и |26|, К в а зи д и с к а м и  именуются образы единичного круга 
D = { z g C : | z | < 1 }  при квазиконформных отображениях С на себя, а их гра
ницы - к в а з и о к р у ж н о ст я м и  или к ва зик онф орм ны м и  кривым,и. Напомним, что ж о р -  
да,новой к ри в ой  называется взаимнооднозначный непрерывный образ окружности в С. 
Известно, что любая гладкая и любая линшицева жордапова кривая является спрямля
емой квазиконформной кривой и, в тоже время, квазиконформные кривые могут быть 
песирямляемыми, как показывает известный пример так называемой снежинки Коха, 
см., например, пункт 11,8,10 в |26|,

Заметим, что жордаповы кривые вообще говоря не имеют касательных. Поэтому 
нам нужна замена понятия некасательного предана, В связи с этим, напомним теорему 
Бейджмила |27|, см, такж е теорему III. 1.8 в 11 1 1, согласно которой дня любой функции 
Q : D —> С, за исключением не более чем счетного множества (  G <9D, дня любой нары 
дуг 7 ! и 72 в D, оканчивающихся в (  G <9D,

C(Q,  7 1 ) П C ( Q , j 2) ф  0  , (30)

где (7 (11, 7 ) обозначает п р е д ел ь н о е  м н о ж е с т в о  П в (  вдол ь  7 , т.е.,

<7 (П ,7 ) = {w  G С : П(с„) ->• w , zn ->• С, G 7 } .

Непосредственно но теоремам Римапа и Каратеодори, см., панример, теоремы II.2.1 
и II.3.2 в |21| и теорему II.С .1 в |3|, этот результат можно распространить па произ
вольную жордапову область D в С. Д ля функции Q : D —> С и (  G 8D, обозначим 
через P ( Q , ( )  пересечение всех предельных множеств C(Q,  7 ) дня дуг 7  в D,  оканчива
ющихся в ( .  Далее называем точки множества P ( Q , ( )  гл авны м и  а с и м п т о т и ч е ск и м и  
з н а ч е н и я м и  Q в ( ,  Отметим, что, если П имеет нреде.н хотя бы вдоль одной дуги в 
D, оканчивающейся в точке (  G 8D, со свойством (30), то главное асимптотическое 
значение единственно.

Теорема 7. Пусть D -  ж о р д а п о в а  область в  С, о г р а н и ч е н н а я  к в а зи к о н ф ор м н ой  
к р и в о й , А : 8D —> С, |А(С)| = 1 -  ф у н к ц и я  о г р а н и ч ен н о й  в а р и ац и и  и : 8D —> К -
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ф у н к ц и я , и зм ер и м а я  от носит ельно л о га р и ф м и ч е с к о й  ёмкости. Т о гда  сущ ест вую т  ана 
л ит ич е ск и е  ф ун к ц и и  / : D —> С, такие, что в  см ы сл е  е д и н ст в ен н о г о  г л а в н о г о  асимито- 
ти ч е с к о г о  з н а ч е н и я

lim Re { Л ( 0 - /(•=)} = <fi(0 л л я  и .в. (  Е <9D (31)
•г->С

относит ельно л о га р и ф м и ч е с к о й  ёмкости. П ространство в с ех  таких аналит ических  ф у н к 
ци й  имеет б е с к о н е ч н у ю  ра зм ерно ст ь .

Если dD  -  сп р ям л я ем а я  к в а зи к о н ф о р м н а я  к р и в а я , то п р е д е л  в  (31) имеет место
и.в. от носит ельно нат ур ал ьн о го  параметра в д о л ь  лю бы х  нека сат ельны х  путей.

В частности, последнее заключение в теореме 7 имеет место дня областей с гладкими 
и линшицевыми границами.

□ Без ограничения общности можно считать, что 0 G D и 1 G dD . Жордапова 
область D но теоремам Римапа и Каратеодори может быть отображена с помощью 
конформного отображения h  на единичный круг D с нормировками h (0) = 0 и h ( l )  = 1.

По принципу отражения дня квазиконформных отображений, привлекая конформ
ное отражение (инверсию) относительно единичной окружности в образе и квазикон
формное отражение относительно d D  в прообразе, мы можем продолжить h  до квази
конформного отображения Н  : С —> С с нормировками Н( 0) = 0, Н(1)  = 1 и Н ( оо) = оо, 
см., например, 1.8.4, II.8.2 и II.8.3 в |26|, Отметим, что Л = Л о Н ~ 1 является функцией 
ограниченной вариации, Va(<9D) = V\{dD).

При отображениях Н  и Н ~ 1 множества логарифмической ёмкости пунь па dD  пе
реходят в множества логарифмической ёмкости пунь па <9D и наоборот, поскольку ква
зиконформные отображения являю тся непрерывными по Гёльдеру па dD  и сШ), соот
ветственно, см., например, теорему II.4.3 в |26|,

Далее, функция Ф = о Н ~ 1 является измеримой относительно логарифмической 
ёмкости. Действительно, при указанных отображениях любые множества, измеримые 
относительно логарифмической ёмкости, переходят в множества, измеримые относи
тельно логарифмической ёмкости, поскольку любое такое множество представимо в 
виде объединения сигма-компакта и множества логарифмической ёмкости нуль, а ком
пакты при непрерывных отображениях переходят в компакты и являю тся измеримыми 
множествами относительно логарифмической ёмкости.

Поэтому исходная задача (31) сводится к задаче Римана-Гильберта для аналити
ческих функций /•' в единичном круге:

lim ~Щ) ■ F( z )  = Ф « )  , (32)
•z-K

а но теореме 6 существует аналитическая функция F  : D —> С, дня которой это гра
ничное условие выполняется дня и.в. (  Е <9D относительно логарифмической ёмкости 
вдоль любых некасательных путей. Таким образом, ввиду теоремы Бейджмила, иско
мое решение исходной задачи Римана-Гильберта (31) существует и представимо в виде 
/ = F  о Н.  Более того, но той же теореме 6 размерность пространства таких решений 
бесконечна.
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Наконец, поскольку искажение углов при квазиконформных отображениях ограни
чено, см., панример, |28|, |29| и 1301, то в случае спрямляемой д D условие (31) можно 
понимать вдоль некасательных путей п.в. относительно натурального параметра. ■

Отметим, что использование логарифмической ёмкости позволяет применить паши 
результаты такж е к задачам Дирихле и Римана-Гильберта для уравнений Бельтра- 
ми, поскольку логарифмическая ёмкость является инвариантом при квазиконформных 
отображениях.
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PROBLEMS OF DIRICHLET AND RIEMANN-HILBERT 
FOR ANALYTIC FUNCTIONS 
A.S. Yefimushkin, V.I. Ryazanov

Institute of Applied Mathematics and Mechanics of NASU,
Roze Luxemburg St., 74, Donetsk, 83114, Ukraine, e-mail: art.89@bk.ru; vl.ryazanovl@gmail.com

Abstract. It is proved the analog of Lusin’s theorem which set that each function on a segment 
being measurable with respect to logarithmic capacity coincides almost everywhere with the deri
vative of a continuous function. On this basis, it is established the analog of Gehring’s theorem on 
solvability of the Diriehlet problem for harmonic functions on the unit disk with arbitrary boundary 
data which are measurable with respect to logarithmic capacity. Furthermore, it is proved that the 
space of the found solutions has the infinite dimension. We also derive from here the solvability 
of the corresponding problems of Diriehlet and Riemann-Hilbert for analytic functions on the unit 
disk. Finally, these results are extended to quisidisks and, in particular, to domains with smooth 
and Lipsehitz boundaries.

Key words: problems of Diriehlet and Riemann-Hilbert, logarithmic capacity functions of 
bounded distortion, harmonic and analytic functions.
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