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ЯВНЫЙ ВИД РЕШЕНИЯ НАЧАЛЬНО-КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ  
Д Л Я  АН АЛОГА УРАВНЕНИЯ ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ  

В БАН АХОВОМ  ПРОСТРАНСТВЕ  
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Аннотация. Явный вид решения начально-краевой задачи в банаховом пространстве для 
абетрактши'о уравнения теплопроводности с операторным коэффициентом получен по клас­
сической схеме с применением операторнозначшн'о аналога фундаментальшн'о решения. Аб­
страктные рассмотрения иллюстрируются в пространстве непрерывных функций на неотри­
цательной полуоси, для которых существует предел на бесконечности.

Клю чевые слова: сильно непрерывные полугруппы операторов, уравнения в частных 
производных, банахово пространство.

1. Постановка абстрактной начально-краевой задачи. В банаховом простран­
стве Е рассмотрим аналог уравнения теплопроводности:

BVt = Vyy + F, 0 < t  < Т  < +оо, у  е  R\ = ]0, + оо[ , (1)

в котором оператор —В  является производящим оператором |1, с. 581 сильно непре­
рывной полугруппы класса Со с неположительным типом: ||U ( t ]—B)\\ < M exp (—/3t), 
/3 > 0, t  > 0, a F( y , t )  — заданная функция со значениями в Е.

Решение V = V (y , t ) уравнения (1) ищется непрерывным при ( y , t )  G R̂ _ х [0,Т], 
= [0, +оо[ и непрерывно дифференцируемым при ( y , t )  G R\_ х ]0,Т] но переменной t 

один раз, а по переменной у  два раза. Кроме того, полагаем, что при (x, t )  G R]_ х ]0,Т] 
значения решения V и ее частной производной V* принадлежат области определения 
D (В)  оператора В.

Под первой краевой (смешанной) задачей дня уравнения (1) будем понимать, как и 
в классическом случае, задачу нахождения решения, удовлетворяющего начальному и 
краевому условиям:

П=о = «* (!/), У е  • (2)

V 'U  = M ( ( ) ,  * е [ 0 , Г ] ,  (3)

где Ф (у) и М  (t) — заданные функции со значениями в банаховом пространстве Е,  
подчиненные естественному условию согласования Ф (0) = М  (0).

Уравнение (1) является исевдонараболическим уравнением соболевского тина не 
разрешенным относительно производной но временной переменной t. Исследованию
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абстрактных неевдоиараболических уравнений BVt  + AV = F,  где А, В  — операто­
ры, действующие в банаховом пространстве Е,  посвящено большое количество работ 
(см., например, обзор и подробную библиографию, приведенную в монографии |2|), в 
которых чаще всего рассматриваются вопросы глобальной во времени разрешимости и 
разрушения решений.

Наша день, но классической схеме, с применением онераторнозначного аналога фун­
даментального решения, получить явный вид решения первой краевой задачи (1)-(3) ,  
т.е. найти интегральное представление решения уравнения (1) через начальную (2) и 
граничную (3) функции.

В зависимости от того отрицательный или равный нулю тин полугруппы U (£; —В) ,  
порождаемой оператором —В,  будем обозначать уравнение (1) соответственно (1_) или 
(1о). Вначале рассматривается первая краевая задача (1_)- (3)  дня случая экспоненци­
ального убывания нормы полугруппы, порождаемой оператором —В.  В этом случае 
существует ограниченный обратный оператор I F 1 и, значит, абстрактное дифферен­
циальное уравнение (1_) допускает разрешение относительно производной но времени. 
Далее предполагается, что тип /3 = 0 и рассматривается уравнение (1о), не допускаю­
щее разрешение относительно производной но времени. Решение первой краевой задачи 
дня уравнения (1о), в котором оператор —В  порождает полугруппу с нулевым типом, 
строится как предел при 6 —> 0+ решения вспомогательной первой краевой задачи дня 
уравнения (1) с оператором В$ = 61 + В  вместо В.

Все рассмотрения статьи иллюстрируются на примере оператора В  = —d/d:г дей­
ствующего в банаховом пространстве С  [0, +оо] = С  непрерывных функций ф (#),
дня которых существует предел при х —> +оо и норма которого определяется но фор­
муле \\ф (х) ILfp1 л = \\ф (яОНс = sup pi \ф (я) |. В пространстве С  (Л+)  дифференци-'C(R+j  —
а.ньный оператор d/dx с областью определения

D (d/dx) = | ф (х) е  С  ( r 1̂  : ф' (х) е  С  ( X )  }

является |3, с. 670| производящим оператором сжимающей сильно непрерывной полу­
группы U (t; d/dx) класса Со левых сдвигов: U (i; d/dx) ф (х ) = ф (х + t ) ,  t  > 0.

2. Фундаментальное оператор - решение первой краевой задачи. Абстракт­
ным фундаментальным оператор - решением первой краевой задачи дня уравнения (1_) 
в области изменения переменных (?/,т;у,£) : 0 < т < t, i], y  G Й\, назовем оиератор- 
нозиачную функцию

С (??, т; у, t) =
2у/ж (t -  т)

В 1' 2, (4)

где положительные дробные степени В ”, 0 < v  < 1, определяются 11, с. 140| замыканием 
своего сужения на D (В )  но формуле

B v e = Sm7TU Г  s v~ \ s l  + B )~ l B e d s  
тг Jo



1 г+оо
B ve  = —  г / s~{1+v) [U (s; —В ) e - e \ d s ,

1 V и )  J о

0 < v < 1, е  £ D (В) ,  где Г ( а)  — гамма-функция. Если к — 1 < v < к, к — натуральное 
число, то для дробных степеней В и справедливо |5| представление

1 Г+ос iВ - е = —  / c - ^ ) [ I _ u { c . _ B ) ] e d c )
Си, к J  О

е  Е D (В к) , где
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или |4, с. 3581 эквивалентной формулой

+оо

[ 1 - е х р ( - е ) ] А' Г (1+гу)̂ .
/о

На протяжении статьи будем пользоваться, вытекающими из приведенных опреде­
лений соотношениями

г+оо
В к+1/2е  = В кВ 1/2е  = / Г 3/2 V ~ U (£; - В ) \ В ке  d£ ,

J o

е  Е Ъ ( В к+1),  и, в частности, при Е = (7 ^ 7 ? ^ , В  = —d/dx, дробная ироизводиая

(—d/d:г ) 1̂ 2 представляется |6, с. 95-97| через правостороннюю дробную производную 
Маршо Т) 1_[2 иа полуоси:

= Ы’ (х) ~ 4’ (х + 0] = Di/2(V’ (^)) , (5)

для ф (х ) £ ® (d/dx).
Непосредствеппо из определения (4) с.недует:
1) если е Е  D (В 1//2),  то в области т < t, т),у Е R + справедлива оценка нормы

М\\В1/‘2е\\ 

2\ А  ( t - т )
1 + М ехр —/3 УП 

t — т
ехр -/3 (у -  п) 2

4 (t -  т)

2) G (rj, т; у ,t) е|,;=0 = 0 при е  Е Т> (Б 1/2) ;
3) G (i], т; у, t) е  —> 0 при е  Е D  ( Б 1/ 2) , у ф  ?/ и г  —> t;

4) если е Е  D  (£>3/ 2), то имеет место представление

G (ij, т; у ,  t) е
ryv/(t-r)

2 \ A  (t -  т) \ 4 (t — г )
U ( s ; - B ) B 3/2e d s

и оценка нормы
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М||Б3/2е|| 

2/3у/ж (t -  т)
1 — ехр ( — /3 У'Ч 

t  — т
ехр -/3 (у -  п)2

4 (t -  т)

т < t ,  rj, у  £ R]_.
5) функция Ge = G (?/, т; у ,  t)  е, при е  £ D (В 5//2) , по поромоппым (?/, т) удовлетворяет 

уравнению B d G e/ дт + d 2G e / d i f  = 0, а по переменным ( y , t )  — однородному уравнению 
соответствующему (1 _);

6) дня любого элемента е G Е выполняется равенство

Р+ОО
В 1! 2 / G ( i ] , r ; y , t )  В  l 2̂ech] = —= В 1̂ 2

7Г

ГУ2/(i(t-T))
U (s; — В ) е  —j=, т < t ,  у  £ R l+

D V  S
(6)

где отрицательные дробные степени В  v , если тин полугруппы U (•; — В )  — отрицатель­
ный, вычисляются 17, с. 2751 но формуле

В~
Sin V7Г

7Г

г*+оо

s v ( s l  + В )  1d s

0 < v  < 1, и дня них справедливо интегральное представление |7, с. 297| через иолу 
группу U ( t ] —B) :

1 г*+оо

в~
Г (и)

s v U (t; —В )  d s  , v  > 0. (7)

Из равенства (6), в силу формулы (7), дня любого элемента е G Е вытекает пре­
дельное соотношение

г*Н-оо
lim В 1! 2 / G ( i ] , r ; y , t )  В  1̂ 2edi] = е .т—s-t—О

3. Т еорем ы  сущ ество ван и я  и еди н ствен н ости  р еш ен и я зад ач и  
с оп ератором  В , п ор ож даю щ и м  п о л угр уп п у  с о тр и ц ател ьн ы м  ти п ом . Сначала 
рассмотрим теорему единственности:

Т ео р ем а 1. Пусть р е ш е н и е  V (y , t ) п е р в о й  к р а е в о й  з а д а ч и  (1_)-(3) у д о вл етворя ет  
у с л о в и я м :

\\V ( y , t ) || < Л (t) ехр (q y 2) , ( y , t )  £ R\  x [0,T\ ;

\\Vy ( y , t ) || < exp ( q y 2) , 6 <1 ,  q = const < ( y , t )  G i i j x  ]0,T] ,

ii которых  A (i), Ai (t),  t  £ [0,T] — н е п р е р ы в н ы е  ф ун к ц и и .  Т о г д а  в  к а ж д о й  точке  (y , t ) G 
х ]0 ,Т] имеет место ф орм ула
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1 f +00, J ( y - v ) 2
41

- В 1 - и [ уА - в Ф (?/) ch]

+ - ^ B l/2 I U Г  dT
(t - T ) 3/2

f  - j t L =  [
2 0 r Jo  y/ t - т  Jo 4 (t -  t ) '

F  (?/, r )  d i ] . (8)

□ Пусть (у, i) — произвольная фиксированная точка множества х]0 , Т] плоскости 
(?7,т ) , a s  — достаточно большое число, причем 1/s < у  < s. На плоскости (?/,т) выде­
лим прямоугольник Qs со сторонами {1/s < /7 < s , r  = 1/s}, {?/ = s, 1/s < r < t — 1/s}, 
{1/s < ?7 < s, r  = t — 1/s}, {?/ = 1/s, 1/s < r  < i  — 1/s} и рассмотрим в нем тождество

{BGT + Gw } B~3/2V + GB~3/2 {BVT -  Vvv} = G B "3/2F (9)

где G = G( i ] , r ' , y , t )  — фундаментальное оператор - решение (4), а У = V (i ] , r )  - 
решение смешанной задачи (1_)-(3 ).

Проинтегрируем обе части тождества (9) но области Qs , предварительно представив 
левую часть (9) в виде дивергенции, тогда получим

rt—1/s

ll/s
\GV (s , г ; y , t )  В  3/2V ( s , t )  -  G ( s , r ;  y , t ) B  3/2Vv (s, r )] d r+

I" g ( ±  t ;  y ,  В  3/2Vv Q ,  d r  1 + J  G /̂7, t  -  y ,  t ĵ В  1/2V ^/7, t  -  ^ ) dq-

( ' 1/ < 3 ’ ' ( ? т ; ! М ) в ~3 , 2 у  ( ? T ) d T  +  G ( * ? * * ) B ~ ' n v ( ’ • ; ) * ? }  =  

/*t— 1/s PS

= / G ( i ] , r ; y , t )  B~3/2F  (? / ,t ) dqd r .  (10)
«/l/s t/l/s

Сумма интегралов в первой фигурной скобке в .левой части (10) стремится к нулю 
при s  —> +оо, так как норма первого интеграла этой суммы оценивается выражением

М ( 1  + М ) ^  № ч f>
- ^ Т ^ Ея{т’ у ) 1

Л (г) _2_гм  Л1 (т) 
’ /3 у/т

d r  s 5̂ 2exp ( —
(8/3q (Г ) -  [ЗуУ 

4 T/3q (T)
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где Eq ( t , y )  =ехр (qf3y2/f3q {t)), f3q {t) = /3 — Aqt., а для нормы второго интеграла мажо­
рантой будет

J - i у М
ехр I —(3——  ^  1 max Ai ( г ) . 

41 j  re[o,t]

В интегралах из второй фигурной скобки в левой части (10) у подынтегральных 
функций если и есть особенности при s  —> +оо, то они устранимые, поэтому

Gv Q ,  г ; у ,  В  'i/2V Q ,  d r  = Gv (0, r ; y ,  t) В  'i/2V (0, r )  d r

и

J^+co J l f  G v ' * ) B ~1/2y ( ^ ’ drl = J o G (v, 0 ; t) B~1/2V (rj, 0) dq.

Предел интеграла вне фигурных скобок в .левой части (10) равен B~l/2V ( y , t ) .  Это 
следует, учитывая формулу (6), из малости для достаточно больших s  нормы разности:

Г G ( , h B - 4 2V (г , .  t - ^ Л , -  B - 4 2V t)

M  f , / ч ,  ox f +°° ,  „ ,  d r
< ~j= \ A (t) exp (q y  ) / exp {-(3r)  -= +

V7T I J syy 4 Vr

<

M ( 1 • M)
max

y/]3 H<»?0

X
f+oo

’ -oo J1]о
exp dq

+Л (t) exp ( q y ‘
— Vo r{^ / s-y)\ fs/ 2  f+ o o *+00

' —oo о — oo l( s -y ) y f s / ‘2 J-I] 0
exp ( —p q 2) dq

ще щ  — достаточно большое положительное число.
Итак, переходя в обеих частях тождества (10) к пределу при s  —> +оо, в каждой 

точке ( y , t )  G R\_ х ]0 ,Т ], получим
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B - 1/2V ( y , t )
r»+oo

G ( r i , 0 ; y , t ) B  1/2V (tj, 0) dq  + / Gv ( 0 , r ; y , t ) B  3/2V (0, t ) d r +

+ B -1 G (?/, r ; y , t ) B  l 2̂F  (?/, r )  dqdr .
/о jo

Откуда и следует формула (8). ■
Теперь выясним, каким условиям достаточно подчинить начальную Ф (у) и гранич­

ную М  (t) функции и свободный член F  (у, t) чтобы формула (8) давала решение первой 
краевой задачи (1_) -(3).

Теорема 2. Пусть з н а ч е н и я  н а чал ьн ой  Ф (у) и г р а н и ч н о й  М (t) ф у н к ц и й  п р и н а д л е ­
жат м нож е ст в у  D ( В 5̂ 2) ,  а з н а ч е н и я  F  ( y , t )  G D ( В 3/2),  Fy (y , t ) G D (Б 1/2) , и с п р а в е д ­
ливы  о ц е н к и  н о рм  н е п р е р ы в н ы х  ф у н к ц и й

||Б5/2Ф (у)|| < К е х р  (h y 2) , К  = const, у G h  = const < (3 /4Т;

||Б5/2М  (i)|| < A (i) , i  G [0, Т] ;

||^3/2F(y,t)|| , ||B1/2Fy (y,i)|| < Л (t) ехр ( h y 2) , ( y , t ) G i? | x  [0,T] ,

ii которых  A (i), Л (i) — н е п р е р ы в н ы е  на  [0,T] ф у н к ц и и , тогда р е ш е н и е  п е р в о й  к р а е в о й  
з а д а ч и  (1_) - (3) в  к а ж д о й  точке  (y , t ) G R\_ х ]0,Т ] д а ет с я  ф орм ул о й  (8) и д л я  н е г о  
с п р а в е д л и в а  о ц е н к а  нормы

\\V(y,t)\\<
м 3

<

Py/Ph (t) 

м 3

К  + Л (г) d r
М 3

Eh (*' У) + Tjb/2 ^  -

в  к оторой  Xt = maxre [0,t] А (г).

гТ
К  + Л (г) d r

М 3
Eh ( T , y )  + jpjr2\T, ( И )

□ Оценка (15) нормы функции (8) выводится из неравенства

M 32\t Г+°°
\\V(y,t)\\<

/32А  Jy/(2Vi)
ехр (—/Зт2) d r +

М 2 (1 + М)  
/30Г

ехр ( h y ‘
М К
~ т

Л (г) d r
+̂00

ехр — (/3 — 4t h )  i f  + 4hyVt.q d q ,

используя значения табличных интегралов |8 , с. 3211.
Покажем, что функция (8) удовлетворяет уравнению (1 -). Д ля этого, в силу пятого 

свойства в вышеприведенном списке свойств фундаментального оператор - решения (4), 
достаточно проверить, что условия теоремы 2 обеспечивают возможность вычисления



НАУЧНЫЕ ВЕДОМОСТИ Ш Ш  Серия: Математика. Физика. 2014. №12(183). Вып. 35 99

частных производных функции V (y , t ) дифференцированием под знаком интеграла. А 
это следует, применяя вспомогательную оценку

г»+оо ут - 1
smexp ( - ат2 + 2Ът) d r  < J m+1)/2 Г m  + 1 Ь

7Г| —
а

2 \  т /2 " ь2
ехр ( — ] , а > 0,

из соотношении 
I о1 ) дня нормы частной производной но переменной у  

\\Vy {y,t)\\ =

у ~'п ■ и ( Щ - в
У + 'П v t

В 3/2 Ф (?у) di]+

1

^ 4 ( Г ^ Г в ) в , / 2 м ( г )

dr

2у/ж Jo  \ 4 (^“ г ) ’ /

,J/ 1 _ Г*
4 ^  Jo

(t -  r ) 3/2 

d r
{ t - т ) 5/2

1 dr +̂oo

20г Jo t - т
dq

f  4 ( t - r )

' (У-Г1)2 
4 ( t - r )

l ‘2 y / s

-  y/sU (s; —B )  B 3/2F  (?/, r ) <

< A/- (1 + M ) /\
t P y / n P h  (t)

^  + - V t
у / К Щ  2

^  , M 2 ( l  + M ) . 4M  
^ ( ^ y )  + ----- ^ ----- -At 4

4

l35/2y  ' v^/3/г (i) 7o

8ft.3 j/3t \ / r t _ l  1  £|i ( T  y ) .  

/5/. ( i )  \/Jh(f)_ j

2°) дня нормы частной производной второго порядка но переменной у

1 л t \Л (г) х
y/F~ т

2 h y \ f n t \
1 +

\\Уцу{У̂ )\\ 4 y/7rt3/ 2 'О
1 - и \ Ш В 3! 2 ф (^) df-j

■2тт I ( у -  п )2
[•+ОО

+ (у + ??)/[7\ 4i
; - я ( у ^  1 _ и ( У Ц

(у  + /у)2 V t
Д 5/2Ф (?у) df-j

y i  f  и  (  . у 2  ч ; - б )  Б 5/2М  ( г )
dr

( i -  г) 7/2
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1 Г* d r У

т)
d r

{ t - т ) 5/2

7Г ,/n t  ~ Т

*+00

' -у/(2лД=т
и\ п + B 1/2F  (у + 2у/ t , -  T1], т)

~ 2 [ i]  + yjt — т U\ i] + У
yjt — т

* d r  f+co
A  Jo y / t - T  i_y/(2̂ t=7)

^ B 3/2F  (y + 2>/i -  ТГ1, r )

[vU ( v2; - b ) +

di] +

; - s

M  j  (1 + M)  К  I  M  1

“  v W  I * I  2/3 + i
У

B 1/2Fy (y + 2 y / t^ r i ] ,  r )  di]

4УлД / 1 2 kyy/i.

<

s j f i h  ( t)  V y/Ph ( t )

2t 8 h 2y 2f  
i3h (t) V" 1 i3h (t)

\ J J h M  J  \]fih (t ) y  V /5/г (i)

8 h 2y 2f * d r
A ( r ) - = E h ( T , y ) ;

r

3°) для нормы частной производной по перемеппой i

т ы ) 1 1  =
1 f ^ r r  U y - v )  . р

iy/TTt3/'2 Jo \ it  ’
В 1//2Ф (?/) di]

■2rr I (у  -  пУ
r+oo

s j a ^ L  iiJ + l l Y u \ и
\ - B (y -  v) J _  и (wn

y i  f  U (  . у 2  ч ; - б )  Б 3/2М  ( г )
%у/к Jo

3 У f  
4\ДГ Jo

(у + /?) V t

d r

В 3/'2 Ф (?у) di]

U

4 (t -  т) ’ У 
2

( i - r ) 7/2

r4 (i -  г ) ’ Б у
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г»+оо

+ / и  ( i f - . - в )  b ~',2f  (у ,  t) d V -  - 2=
\/7Г . / _ _  \/7Г

У clr
лА" Jo (t — т) 3/2 X

"+00
X

'-у//(2y/t=¥) V
и  \ п +

У.____  , ■ , - B ] B 1/2F ( y  + 2Vt — т?7) т) di]
y / t - т /  J

d r +̂oo
i]U (Т72; - B )  [/ -

-  U
T

- B B  1/2 Fy {y + 2>/i -  ri], t) di] <

M 2Eh ( T, y )  J (1 + M)  К  M  l ,  2 

f i y/f ih {t) \ t  \ 2/3 t  V
1 + 8л/пЫ, 16 h 2t

l3h (t) + Pi  (t) _
4 yy/t  2

v m  рь  w

\ / \ d r  
A (r) x

\/7ГPh (t) Jo  y / t - T

X
Ph (t)

1 + 2

>;;2 w
(1 + M ) +

1 л / Ш  J

m 2 (  m \ ,

Переписывая внутренний интеграл в последнем слагаемом в представлении производ­
ной Vyy (y , t ) в виде

г*+оо

1]U (/у2; - В )  + 1̂] + У  ̂ U [ ( i ] +  У \ - В х
y / t - T  ,

x B 1/2Fy ( y  + 2y/t — ri], т) di]

*+00

>-у/{2у/г=т)
и ( ч 2 ; - в ) - и  ( ( ч  +  ^ = ) ; - 5 B l/2Fy {ту + 2>/i — ri], г )  di]+

р+оо

'-У/
У

■/(2Vt=7) V 2V/Tr
И  + у/^~

j  B 1/2F„ (у + 2 y/ t^ r r ] ,  т) di]

и интегрируя но частям второй интеграл в правой части последнего равенства, убеж­
даемся, что

1 /»+ОО

I  [  и Ы2-, - в )  р - 1/2V t - ^  и  [г]2- - В )  В  1/2F  (у, t) di] = Vt -  B~l F
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и Vyy отличаются только показателями степеней оператора В,  причем В  (V* — В  XF)  = 
Vyy. т.е. функция У  (y , t ). определяемая формулой (8). является решением уравнения 
(!-)■

Осталось показать выполнение начального (2) и краевого (3) условий.
Обозначим через Уф (y , t ), ( y , t )  и VF (y , t ) соответственно первое, второе и третье

слагаемые в формуле (8): V (у, t) = Уф (у, t) + Уж (у, t ) + VF (у, t).
Так как

Д/f3 9 г+°° м 2 (  ̂ + \/'. Г*
\\VM(y,t) + VF ( y , t ) \ \ < - ^ = \ t  ехр (—/Зг2) d r Н ——= = = - E h (Т, у) / Л (г) dr,

/32V ^ Л/(2лД) Р у / Щ г )  J  О

(у, t) + Vp (y ,i )  —>■ 0 при t —>• 0. Поэтому, чтобы проверить выполнение начального 
условия (2) для функции V (у, £), достаточно установить, что Уф (у, i) —>• Ф (у) при i  —> 0 . 
Используя формулу (6) и то, что интеграл

4 =  Г "  U(.% - B ) B ' / 4 ( y ) ^
у 71 J y 2/(±t) Vs

есть бесконечно малая величина о  (t) при t  —> 0 , для всех достаточно малых значений t 
имеем

||Vb (y ,t )  -  Ф
I  ГУ2/{ 4t) d s
7Г

- 4  Г ~  U ( 3 : - B ) B ' / 4 ( y ) ~
V 71- Jo V s

r*+oo

2v^rf

<  о ( t)  +

U (y -  vY
At

(y +  vY
At ’

[В 1/2Ф (?/) — В 1/2Ф (y)]d?/ <

M ( 1 • M) r*+oo

exp (—/З/72) В ^ 2Ф ^y + ‘iVt.q^j — В 1! 2Ф (y) di] <

< о  (t.) +
/320 Г

*’ю , / \
exp ( —/3i]2) dq  max В 5/2Ф (у  + 2 л/Ь/) — В 5/2Ф (у) 

_ , , 0 1»?|е?0 V /

+/\ехр (fay"
^-?7о /*+оо

ОО */Г}0
ехр (—/5?72) + ехр Г—[3h (Т) i f  + Ahy\/Ti]\ dq  > < 5

ГД° Щ ~  достаточно большое, а £ — сколь угодно малое положительные числа.
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Проверке выполнения для функции У (у,  t) краевого условия (3) предпошлем оценку 
нормы:

||УФ ( y , t )  + VF (y,
1

2 y/7ri
- В 1 - и [ уА - в Ф (q) dq+

+ ^ в - 1/2 Г *  [
2 0 г Jo y/ t - т  Jo 4 ( t - т )

I - U УП 
t  — т

; - в F  (q, т) dq <

М -  2Л
< - ^ e x p  ( h y  ) 

\Пг
К
~7t\и

у3/(41) л+оо
+У /

J y 2/{4t)

^  ^  «r/[4(t-r)] ^  ,+оо

'О y/t V  J o  t / y 2 / [ 4 ( t —-7")]

ехр ph (Т) s  + AhyVTs^ ds

из которой следует, что (y ,i )  + VF ( y , t )  —>■ 0 при у  —)■ 0+. 
Используя то, что интеграл

У/(by/i)

у/ъ J о
U (s2; —В )  B l/‘2M ( t ) d s

есть бесконечно малая величина о  (у)  при у  —> 0 , после замены у / (2y/t — т) = s 
интеграле, определяющем Ум (y , t ), дня всех достаточно малых у  > 0 , имеем

\\VM (y , t )  -M (i)| |  < о ( у ) +
г»+оо

-7= / 11 ("2; ~В )^  V (4 Vi)
В 1/2Ж ( t  -  -  В 1/2Ж (t) d s <

9 Д/f3 I / Г1/30 Г+со
< о ( у )  + ^ г т \ [ т  + Ьт][ I  + /

Р у/к (  \Jy/(4Vi) ЛО

max В 5/2Ж f t  -  -  В 5/2М  (t)
r*S о

'l/so

ехр (—/3s2) d s  + 

exp (—/3s2) d s  > < s ,

где so — достаточно большое, a £ — сколь угодно малое положительные числа. I
4. Первая краевая задача с оператором В , порождающим полугруппу  

с нулевым типом. В формуле (8) решения первой краевой задачи дня уравнения (1_) 
фигурируют дробные степени оператора В .  Представление (7) отрицательной дробной 
степени В~и, 0 < v  < 1, через полугруппу U (•; — В )  справедливо, если тин полугруппы 
U (•; —В )  — отрицательный. Воспользоваться этим представлением для отрицательной 
дробной степени оператора В,  для которого —В  является производящим оператором
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сильно непрерывной полугруппы U (•; — В )  класса Со с нулевым типом, нельзя, так 
как интеграл (7) может оказаться расходящимся на бесконечности без дополнительных 
предположений относительно полугруппы (и, значит, её производящего оператора) или 
банахова пространства. Так как производящие операторы задаются рассматриваемым 
дифференциальным уравнением, то, чтобы сохранить представление (7), перейдем на 
подмножество банахова пространства Е. Обозначим через Ev , v  > 0, подмножество ^ 
пространства Е, для элементов е которого справедлива оценка ||U (т]—В)е\\ < ше (т), 
е G Ev , т > 0, где мажоранта ше (т) из пространства L i^ - i ,  здесь Ь^р — пространство 
функций, абсолютно интегрируемых па полуоси R + с весом тр:

г+оо
||о;е|| = / тр \ше (т)\d r  < о о  .

J  о

Пусть —В  является производящим оператором сильно непрерывной полугруппы 
класса Со с пулевым типом, тогда оператор — = —81 — В,  8 > 0, является производя­
щим оператором сильно непрерывной полугруппы с отрицательным типом U (£; — В$) =
ехр (—St) U (tr, —В) ,  поэтому отрицательные дробные стенеии B j v , is > 0, представляют­
ся формулой (7) через полугруппу U (t; —В$).  При этом существует предел B ^ v e, е G Ev , 
при S —> 0+ (так как существует мажоранта ше (т): Цехр (—8т) U (т\—В ) е  || < ше (т) G 
Li v_i ) ,  который и задает иа элементах е подмножества Ev банахова пространства Е 
отрицательную дробную степень В~и, когда полугруппа U (i; — В )  имеет нулевой тип:

■у Г+ОО

lim B 7 v e =  lim / s^_1exp (—8s) U (s; — B )  e  d s  = B~ve, is > 0, e G Ev . (12)
<5—S-0+ <S-s-0+ I (is) J  о

Итак, формула (16) дает представление

1 Г + oo
B~ve  = / s v~l U (t.; —B )  e d s  ,

1 (u ) Jo

v  > 0, e G Ev , отрицательной дробной степени оператора В  на элементах е G Ev через 
полугруппу U ( t ; —B) .  В этом случае 2\ если е G D ( B V), 0 < is < 1, и e , B ve  G Ev , 
то на таких элементах оператор В~и является обратным к оператору В и : B~vB v e  = 
B vB~v e  = е, 0 < / / < 1 , е G D ( В и) П Еи, B ve  G Ev .

1 Покажем, что множества Е„ , v > 0 , не пустые, например, в Е = С • Пусть В = —d/dx

да (х) = ( l  + ^ T 1 , а  > 0 , тогда \\U (т; ■£) да (ж)||с  = su p ^ -^  = фа (т) ,

г  > 0 . Функции фа (т) из пространства : \\фа =  f (J 00 т1' =  asin(i^ /a) < оо ,

а  > v  > 0 [8, с. 306]. Значит, д а  (х) £ Е„ С  С (-R+) ПРН а  > v  ■
2Для подмножеств Еи банахова пространства Е и, таким образом определенной на подмножествах 

Ev , отрицательной дробной степени оператора В  справедливы утверждения: 1) Еи С  Ег , если г  < is: 
2) пусть для элемента е £ В (В1') выполняется е , B ve £ Ег , тогда B se £ Ег при 0 < 6 < v  : 3) пусть
е € Ev , тогда B~r е £ Ev- r , 0 < г  < is\ 4) если е € Ev+r , 0 < г  , is , то В~гВ~ие = В_(г+1/)е : 5) пусть
е £ Т> (В1') , is > 0 , и е , B v e £ Ег , г  > 0 , тогда B~rB lJe = В 1'B~re : B~rB v e = B lJ~r e при is > г  :
В~тВ ие = при is < г  .
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Если Е = С  \̂ R+j ,  то отрицательная степень оператора В  = —d/dx представляется 
|6, с. 421 через правосторонний дробный интеграл Римапа-Лиувилля:

Ф (* + в) - д  = ( i^ -V 1)  М (13)

-^1дня функций ф (х ) из подмножества £ 1/2 пространства С  yR+J  удовлетворяющих оцен­
ке sup ф (х + т) < ш (т), в которой мажоранта ш (т) из весового пространства L i _ i/2.

х&Щ_
Пусть Ф ( y , t )  — функция со значениями в банаховом пространстве Е.  Будем гово­

рить, что функция Ф ( y , t )  равномерно но не временным неремеппым у принадлежит 
классу C E V, v  > 0, и писать Ф ( y , t )  G C E V, если она непрерывна но совокупности пере­
менных в области задания и удовлетворяет оценке supy || U (г; — В )  Ф (у, t) || < Л (t) ф (т), 
т > 0, где Л (t), ф (т) — непрерывные функции, причем, ф (т) G Li v _ i ,  v  > 0. Если функ­
ция Ф ( y , t )  не зависит от временной переменной t: Ф ( y , t )  = Z (у), то принадлежность 
функции Z (у) G C E V означает, что выполнена оценка sup,y \\U (г ; — В)  Z (у)|| < ф(т) ,  
т > 0, в которой функция ф (т) G L Если функция Z (у) — постоянная, т.е. Z (у) = е, 
то принадлежность её классу C E V означает, что е G Ev .

Если функция Ф(у,£) принимает значения из множества D ( В и) и принадлежит 
классу С Е v , то справедливо интегральное представление

г*+оо

т& 1U (г ; —В )  £>ЙФ ( y , t )  dr ,  0 < 5 < v  ,
Г (5)

которое часто используется в дальнейшем.
Рассмотрим теперь вспомогательную первую краевую задачу для уравнения

BsVt = VVy + F, t  G ]0, T ] , у G R ^ , (14)

в котором В$ = SI + В ,  6 > 0, а оператор —В  является производящим оператором 
сильно непрерывной полугруппы класса Со с пулевым типом. Согласно теоремам 1 , 2 , 
для каждого положительного 5 решение Vs( y , t )  первой краевой задачи (18), (2), (3) 
дается формулой (8) в которой оператор В  заменяется па В$\

v& (y,t)
1 г*+ОО

2\ f i r t ,
ехр I и  I (У -  ч) 2

— ехр I —5 (у +  пУ
41

U (у +  пУ 
и

41

- В

41
- В  -

(51 + В ) 1/2Ф (?/) di]

У [ г (  х У2
2 v ^  Л  I  4  ( t - т ) )  и  { щ т ^ 7 у ■ ~в )  ( «  +  -В)1/2М (г )

d r
( t - т ) 3/2
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1 ,* d r  г+оо

2 Jo  V t - T  Jo

\ 2

-  ( т й !  - * '  -

(81 + B )~ l 2̂F  (?/, t ) d i ] .
4 (t — т) I \ 4 (t — t )

Используя в последнем слагаемом формулы (15) представление

л 1 Г+ос ds
(81 + B)~ l/2F  (г], т) = - =  ехр ( S s )  и  (s; - В )  F  (rj, т)—=.

утг Jo  V s

формальный предел при 8 —> 0 функции Vs (y , t ) запишем в виде

(15)

V(v,t) =
г*+оо

2л/тН.
и  I _  и  ( _ в

4i 4i
Б ^ 2Ф (?/) di]

V 1 u (  . у2 , \ - в )  Д 1/2М (г )
2 0 г /о

dr
4 (i -  г ) ’ У ( i -  г ) 3/2

J _  Г  dr Л 00
27Г Уо лЛ  -  т- Л

С  | ^  _  С  / ' М ч ) ! ;  - В
4 (i -  г ) : 4 (i -  г ) :

/»+ ОО

di] х

ds
х / U ( s - , - B ) F ( r ] , T ) - j =  . (16)

Jo V s
Теорема 3. Пусть
I) ф у н к ц и и  Ф( у ) ,  Ж(Ь) принимают з н а ч е н и я  и з  множества  D ( В 5̂ 2) ,  а ф у н к ц и и  

F ( y , t )  и  Fy ( y , t )  - и з  D ( B ) ;
II) д л я  н е п р е р ы в н ы х  ф у н к ц и й  Ф (у), Ж(1) ,  F ( y , t )  с п р а в е д л и в ы  с о от нош ени я :
1 ) ^ { y ) . ^ ( t ) e C E l/2, F ( :y , t ) e C E l -
2) £>3/2Ф (у) ,  £>5/2Ф (у) ,  В 1/2Ж (t), B F  (у,  t),  Fy ( y , t ) ,  B F y ( y , t )  G С Е 3/2:
3) в 3/2ж ( г ), в 5/2ж ( г ) g  с ^ / г -
Т о гд а  р е ш е н и е  Vs (y , t ) в сп ом о гат ельн ой  з а д а ч и  (18), (2), (3) и р и  8 —> 0 р а в н о м е р н о  

н о  ( y , t )  G i?+ х [0,Т] стремится к  р е ш е н и ю  V (y , t ) п е р в о й  к р а е в о й  з а д а ч и  (10) -  (3). 
Р е ш е н и е  V (y , t ) д а ет с я  ф орм ул о й  (23) и д л я  е г о  н ормы  с п р а в е д л и в а  о ц е н к а

\\V{yM<
1 + м А*

M I- 1/2 + !  + м  l k l l - i /2 + v^llTllo у 0 X ( r ) d r  ,

ii которой  ф у н к ц и и  ш (т), Л (i), о  (т), \ ( )̂- 7  (т ) о п р е д е л я ю т с я  н ерав ен ствами  

II U ( t ;  - В )  В Ч Ч  (;!/) II < ш (() , || U (г ; - В )  В 1' 2JVC (f)|| < А (() а  (т ) ,

( 1 7 )
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|| U ( т ; - В )  F  ( y , t )  || < х  (*) 7  И  • (18)

□ Так как по условию Б 3/2Ф (у) G С Е 3/2 С С Е i / 2 и Ф (у )  G С Е i/2, то фу]/пк-
дия Б 1/2Ф (у) G С Е 1̂ 2. Используя принадлежность функций Б ^ 2Ф (у), В 1̂ 2Ж (t) классу 
СЕ  1/2, а функции /•' (у, t) — классу СЕ\, т.е. используя выполнение дня функций ш (г), 
а  (г ) , 7  (г) из (25) соотношений а; (г ) , а  (г) G JZv1,_1/2, 7  (т) G Li,o, оцепим норму функции 
V ( y , t ) ,  определяемой формулой (23):

II . 1 + М  Г+°° , 2Л , 2At
||̂  (y,t)|| < -----j=- / W (?? + —j=

A  J - y / ( 2 y / t )  A

*+00

'2/7(2 7 * )

p+oo

7 (f )-

<7 ( s 2) ds

1 + M  [ г . d r  [ +°° ,
—;----- / X { t - T ) - =  / drj , , ,---------------- .--------

w7r ^0 V T J o  J(y-1])2/(4T) W t  _  (у  _  ,у)2 д 4 r )

В первых двух слагаемых в правой части последнего неравенства увеличиваем об­
ласть интегрирования и, затем, производим замену переменных интегрирования, а в 
последнем меняем порядок интегрирования и, затем, оцениваем внутренний интеграл:

+̂оо1 + М  [ +со . . d s  A t [ +со . . d s  , . . . , ,
1Ш у^)Н < — 7^ /  + ^  (s ) - 7 =  + ( i  + М ) / x ( r ) d T  т (£ Ж -

v 71 Jo у s  у 11 Jo Vs Jo Jo

Откуда и следует оценка нормы (24).
Выполнение дня функции (23) начального условия (2) следует из того, что дня 

всех достаточно малых значений t  > 0, применяя, в силу принадлежности Ф (у) классу 
СЕ  i/2, представление

*+00
Ф (у) = 7г_ 1/2 / [/ (у2; - Б )  Б 1/2Ф (у) drj

имеем

Л Г+оо
\\V(y,t) -  Ф(у)|| < I <т ( s ) - ^  + (1 + М ) HtoIIo [  X o ( r ) d r +

^ J y 2/(bt) V Jo

+
1

2уо М  max
7Г |

1 /2
Б ^ 2Ф ^у + 2ул/ ij — Б  Ф (у) 

а; (у2) dr] > < s ,
г»+оо

™ + Г ) ч-оо J  i]o J  Jy/( 27?)

где е — сколь угодно малое, а щ  — достаточно большое положительные числа.
Дня проверки краевого условия (3), дня всех достаточно малых значений у > 0, 

оцепим норму разности V (y , t ) — M (t) , в которой V (y , t ) определяется формулой (23):
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*+00
\ \ V ( y , t ) - M ( t ) \ \ < - j =  d r j .

V71" J —y/(2 л/t) Jij1

' ( v + y / V t ) '

U (s; - B )  B 3/2Ф [ y  + 2r jVt j d s +

К  J y / ( 2  V i )

9 r y / (2 V i )  .

- j =  / U ( s 2; - B ) B  f  M ( t ) d s
7Г ./о

B 1/2M  ^  J  -  (i)
о f+ o o

. / ( • V s ) ds

+Л= [  d r  Г+ dq U (s; —B)  B 1̂ 2F  ( y  + 2i] y/ t^T,  r )  ds . (19)

При записи последнего слагаемого в правой части (26) воспользовались тем, что 
функции F ( y , t )  G С Ei  и B F ( y , t )  G C E s/2 принадлежат классу C E i/2 D С ЕХ D C E s/2 
и, значит, справедливы равенства

1 Г+ос d^
B B - ' / 2F  (у ,  t) = - р В  / U (з; —В )  F  (у ,  t ) - p  =

V 71- Jo  V s
1 Г+°° rJq

= - =  U (s; —В )  B F ( у , t )  —= = B ^ 2F { y . t )  ,
у/к J  0 Vs

в которых функция В 1! 2F  ( y , t )  G CE\. Действительно, нримепяя оценку

IIU (г ;  - В )  B F  (у, t) || < x i (■t) Ъ  (т) ,

гДе 7 i (r ) ^ -^i,i/2i имеем

1 Г + °°  Ло
\ \ U ( T ; - B ) B ' ' 2F(y, t )\\ < - =  / ||г/(т + 8; _ в ) в ^ ( г/, ( ) | | ^  <

лА Л> V s

/ x i (*) Г+°° ^  ^  _
< — —  7 i (О /у  ̂ = Xi (*) J  (г ) .г

причем
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Используя принадлежность функций £>3/2Ф (у) и B l/2F { y , t ) классу СЕ3/2 С С Е Ъ 
т.е. неравенства

\\и ( Т ] - В )  В 3/2Ф(у)\\ < ш-3/2 (т ) , \\и ( Т ] - В )  B 1/2F  (y,t)\\ < x i /2 (t) 71/2 ( т ) ,

оцепим вспомогательные интегралы

у г +оо Л я + у / у Д У
1) —= dq  / ш3/2 (s)ds =

V71" J —y/(2y/t) .Л;2

r y 2/{it) r-yfs r + 0 0  r-yfs
/ uj3/2( s ) d s  / d?/ + + / uj3/2( s ) d s  / di]
/ 0  J-y/s J y 2/{4t) J y fs -y /уД

<

<
y/nt.

ГГ/(«) r»+oo

/ ^3/2 (s ) d s  -\- I CJ3/2 (s) ds
' 0  J y 2/(4t)

У
y/nt.

|̂ 3/2 |L = j l  (У)

1 r»+oo

2) ~j= / X1/2 (r ) d r / dr]
V 71- ./О 7-2//(2^*=?) Л/2

71/2 (s)ds <

3)

4)

9 fy/{‘2Vi)
- j=  / t/ (s2; - B ) B  7 M ( i)d s

^ ./0

M
< г/̂ = | | в 1/2М(«)|| = Л (г/)

\/1Т1

9  л+оо

у/(2уД)
в 1/2ж  \ t - j ~ 2 )  - 5 1/2M ( t ) ds <

2 M s0< — ma x
1 7Г se[l/s0 ,s0]

1 / />17л° /,+0°

В 1/2М  ^  -  В 1/2Ж (t)

d r
+ / г 7 (т ) ~г= [д (*) + А*] = к  (у) •

Применяя полученные оценки, из (26) выводим справедливость краевого условия:

4
||У ( y , t )  -  M(i)|| < ( у)  < £,

k=i

где e — сколь угодно малое, a So — достаточно большое положительные числа.



Теперь покажем, что функция (23) является пределом при 8 —> 0 решения Vs(y , t )  
вспомогательной задачи (18), (2), (3). Д ля всех достаточно малых значений 8 > 0, обо­
значая Es  (г, В)  = U (г; —В)  es  (г) В 1!'2 + ехр (—8г)  ( в У 2 — В 1/'2  ̂ . е$ (г) =ехр (—8г)  — 1, 
Qs  (г, В)  = es  (г) U (г; —В) ,  используя неравенства

IIU (г ; —В)  (р (х) || < ш0 (т) , || U (г; —В)  ц  (t) || < Л0 (t) а 0 (т) ,

в которых о;0 (г ) , <то (г) G L i _ i/2, и учитывая оценку |1, с. 1551 \\В$е — В ие\\ < с.8и ||е||, 
е G D (В и), 0 < v  < 1, с = const, имеем
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II Vs ( y , t )  -  V (у,- 4 =  Г ° °  Es (/Д B ) M ( t - £ ) d r + -  f  d r  Г ° °  dq  х
V *  Jy/(2y/i) V 4 r V  *  J 0 J - y / ( 2y/t=¥)

x

r»+oo

Qs ( s  + I]2, В ) -  Qs  + (^j + )  ’

Es { q 2, B ) - E s  f ( ^  +  ^ )

F  (y + -  т, t ) ^
V s

<

r*+oo

a; 1-1/2 e<5 (£o) + 2 j  ш ( £) —̂  + С л/̂ Нс̂ о II —1/2

+  -y = m a x  {A t ; A0,t }
7Г

r*+oo

kj 1-1/2 e<5 (£o) + 2 j  O' (£) —̂  + С ^ | k o ||_ 1/2

*+oo
To Ho e<5 (£o) +  2 /  7 о (ч )^ ч

J  So
Xo (r) d r  < e,

где ег (£o) = max?e[0,?0] |e<s (£)|, Aa,t = max ге[0,*] A„ (г ) , a £ — сколь угодно малое и £0 -  
достаточно большое положительные числа.

Осталось показать, что предельная функция V (y , t ) является решением дифферен­
циального уравнения ( 1 о ) .

Вычислим и оцепим нормы частных производных функции (23):
1°). дня частной производной первого порядка но переменной у  имеем формулу и, 

используя принадлежность В 3^2Ж  ( t )  классу С Е 5/2 С С Е 3/2, т.е. неравенство

\\U (г ; —В)  В 3/2Ж (£) || < А3/2 (t) СГ3/2 (т) , 

в котором сг3/2  (т )  G Ь и /2 , оценку нормы

\\Vy(y,t) II =
- 1 *+00

4 , { у  ~  ч )  и  1 ~ в  1 “
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- (у +  ч )  и  I - ви
В 3! 2 Ф (?у) d q  —

J _  Г* d r  Г+со
2тг J o  (t — r ) 3̂ 2 Jo ( y + ^ u ( w S r - B

di] x

r+°° 1 f t
x U ( s ] - B ) B F { r 1, T ) - =  + —r  U .

Jo  V s V W o  \ 4 ( i - r )  уГ

,2 f t

4 0 Г
[/

r  ■4 (« -  t ) ' B )
<

<
V~t■

max {Л*; Аз/2,*}
У

( l M I - 1 / 2  +  ||°"3/2 ||1/2

d r
■ » « y „

2°). для частной производной второго порядка по у  имеем формулу и, используя 
неравенства

U (т; —В )  В^Ф (у)  < ш 5/2(т) , U ( т ; - В )  < А5/2 (t) а 5/2 (т) ,

[/ (г; -В )  В^£у (у, i) < х \ / 2  (t) Ti/2 (r ) > 

которых о;5/2 (г) ,7^2 (г) G £1,3/2, а5/2 (г) G £1,5/2, оценку нормы

IIКу (?/>*) II' УУ 

г+со

'у/(2лД)

<>+00

l- y / ( 2 V t2 ty/lT

U {i f ;  -В )В 3/2Ф ( - у  + 2i]\ft j  drj

и  { i f  ■ - В )  В 3' 2 Ф ( у  +

ty/lT

[•+ОО

1-у/(2лД )
i f  U {i f ; —В )В 5/2 Ф + 2i]\^tj di]

r + 00

IУ/(2 Vi)
i f  U {i f ;  —В )В 5̂ 2 Ф у + 2i]y/tj di]

12 г*+00

У У 71” Jy/(2Vi
s 2U (s2; - * “  4^2 * +

r*+oo

r v ^  Л/Г2л/?
s4[/ (s2; —

У
* -  4^2 1 -



112 НАУЧНЫЕ ВЕДОМОСТИ

г+оо

У/ (2 Vi)

1 с1т
л/тг Jo \]t — т

Г+оо

l -y/^Vt^r)

ir(s >;- B ) B ^ F ( ( ) ,t - ^ ) d S+

•qll (/?2; - В )  B 1/2Fy ( у  + 2 i]y/t -  т, т) dq+

q l l  (?72; — В )  B 1I2Fv (—у  + 2qy/t. — г , т) dq

Серия: Математика. Физика. 2014. №12(183). Вып. 35

г+оо 

1у/(2лД=т)

1 Г1 _ 1 || II II II 2 -

“ 7 ^
2 Г 3/2 -1 /2  +  Г 5/2 1/2 Н 2 

У
ЗА3/ 2 к 3/ 2

d r
+ 2Л5/2,t j j СГ5/2 j j 3/2 +X'l/2,t ||Ti/2 -1 /2 + lb iV llo X  х1/г(т)

T

где обозначено Xa,t = maxre[0,t] ( r ) .
3°). Прежде чем вычислять частную производную Vt ( y , t ) ,  преобразуем (обозначив 

М (у ,£ )) второе слагаемое из правой части формулы (23):

)  В 1/2Ж(т)
d r

(t -  т ) 5/2 '

Вычислим частную производную но переменной t  функции M (y ,t )  и оценим её нор­
му

М* ( y , t ) У
2 0 г и ( - ц ^ г У - в ) в 1 П т т )

d r

( t - т )

2

5/2

- B ^ j  В 3/2Ж (т)
d r

( t - т ) 9/2

5 У 
4 у/7Г ( ^ 7 Г в ) В1/2М (т>

dr

( i -  г ) 7/2
<

< x f /  8/2
2>/тгУо \ 4 ( ^ -  Г)У ( i -  г )

Л (г) d r
,5/2

У2 \ Аз/2 (г) d r  5х [* ^  [*" _ (  у 2 \ А (г) d rV*N [ ‘ [ (
8 , / i  Л  Л  173/2 V4(t -  г ) /  ( t - Tf / 2 ' 4^F

Откуда, заменяя переменные интегрирования: х/2\Jt. — т = s. d r/ ( t  — r ) 5 2̂ = 
16s2ds/;r3, d r/ ( t  — r ) ^ 2 = 64s4ds/;r5ds, d r/ ( t  — r ) 9̂ 2 = 256s6ds/V , и оценивая подын­
тегральные функции, получим

М* (y ,t) <
— 7/2

1

У20 г
14А*||сг|| ,2 +  4A 3/2,t 11СГ3/2 1 3/2
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Во втором и третьем слагаемых из представления М* (t, х) меняем порядок интегри­
рования и, после приведения подобных, получим

- В )  В 1' 2Ж(т)
d r

( t - т ) 5/2

У3 rt
и У - в

%у/к J о \ 4 ( ^ - г ) ’ )

Учитывая найденное значение M t ( t ,x) ,  имеем

)  В 3/2М  (г)
d r

( t - т ) 7/2

Vt( y , t )  = -
1 r»+oo

Ау/тГt3/ 2
и  I _  и  ( k ± ! i t

At j  I At
В 1! 2Ф (q) dq

r*+oo

8 л/ i i t5/2
(у  -  q )2U (у -  vY

At
■ - B \ - ( y  + q )2U (у +  vY

At
- B В 3/2Ф (q) dq  —

~ 1 f +°° f +°° d  s
+ Mt ( t , x )  + -  U (rt2-, - В ) dq  / U (s- - В ) F  (y , t) - =  -  

7Г J - со Jo Vs

I u У
7Г Jo \ 4 ( t - T )

- B
dT

(t -  t )3/2

"+ГС I
U ( s ; - B ) F ( 0 , t ) ^  +  

j V*

47Г Jo

f +oo f +OO   J
/ vU  {q2-, ~в ) d?7 / U (s- - В ) Fy ( у  + 2 q y / t ^ ,  r )  -^=
' -y / (2 y / t-r )  JO y/s

Г+oo /> + 0 0   7

/ vU  {q2-, ~в ) <*7 / U (s- - В ) Fy ( - y  + 2/7^  -  r , r )
I у/(2y/t - т )  Jo

dT

V t ^
(20)

Используя неравенство ||[/ (г; —В ) Fy ( y , t ) || < ,\о W То (г ), в котором 7 q (г) G £ 1,1/2, 
оценке нормы частной производной Vt(y , t )  предпошлем оценку нормы суммы послед­
них трех слагаемых (обозначим Ft ( y , t )) в правой части формулы (20):

Ft ( y , t ) < X (t) *+00 /*+00

7Г
dq  /  7  (s +  /7 ) - ^  + —

ds  , у  x ( r ) d r *+00

' —00 J  0 лА 2тг J  о (£ _  r )3/2 7  s +
У2 4 d s

A(t - t )  J  л/ s

7Г

Г.+ 0 0  Л+ 0 0  7 /> + 00

I 1 d rj j  7  (s + ??2) —j=  +
' - y/ (2y/t^r) Jo у/ s  Jy / (2 y / t- r)

, f +°° ( 2\ d sqdq  / 7  (s + '/7 ) —j=.
Jo Vs

X ( r )  cIt

\/t — T
<
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<  [X W  +  Xt] о + -  То7Г
Хо ( г )

dr
l ' 4 o  A0VW V t ^ r  

где обозначено \t = niaxr€[0,t] х (т )-
Теперь, используя оценки норм функций М *  ( y , t ) ,  Ft ( y ,t ) и ранее полученные оцен­

ки норм V (y , t ) и Vyy (y , t ), имеем

1№ ы ) и  < 4 =
' 7Г

1 и— М  2 Г  1-1/2 +  11^3/2 II1/2 +  ^  ( з А*||<7||1/2 +  2 A i , t 11^3/21|3/2)

\Х (*) + X*] o + J lT o l l i / ^ Хо (г )
dr

4°). Сравнивая между собой результаты пупктов 2), 3), осталось заметить, что

1 f +oc . f +°° ds
BVt ( y ,t ) =  Vyy ( y ,  t) + - B  U (rf\ —B) di] / [/ (s; —B) F  ( y ,  i )  —= =

^ J — oo J  0 V s

= + F (M )  • ■
5. Пример решения первой краевой задачи. Пусть в уравнении (1) оператор 

В =  —d/dx действует в банаховом пространстве С  (R\)- Полагая, что начальная ip = 
<р(х, у)  и граничная /л = /i (x, t )  функции, свободный член / = / (x,  y , t )  и искомое 
решение v  = v ( x , y , t ) дня всех значений ( y , t )  G R]_ х [0,Т] но переменной х G R\_ 
принадлежат пространству С (R \ ) , рассмотрим смешанную задачу

Vxt + Vyy + / (х, y ,t )  = 0, х Е R.]_, у G Rl+, t G ]0, Т] (2 1 )

4 = 0  =  ^  (ж ,  у ) , (ж ,  у) е  Я ,  х  д . , (22)

4 = 0  = ^ О*, *) > О*, *) G Rl+ X [0, Т ] , (23)

где <р (х , 0) = у/. (гг, 0), # G
В рассматриваемом случае дня выполнения условий теоремы 3 достаточно, чтобы
1) частные производные по переменной х до третьего порядка включительно началь­

ной ip (х,у) и граничной ц  (x,t) функций принадлежали но х пространству С  (R\) и

sup {||<р(х + т,у)
y £ R I

\ с  II Г  •т (х + т,у)  \\с } < ш{т)

sup {||̂ XX (х + г, у ) | Q) Wy'XXX (х + Т, у )  \\с } < Шг (г)
y£R,
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(x + T,t) \\с  < A (t) а  (г) , ||у/,т (х + T,t) IIс  < Ai (t) (Ji ( г ) ,

Wl̂ xx (х + r , t ) || ( х + T, t)  \\с  < X2 ( t ) a 2 ( r )  , (24)

где Л (t),  Ai (t), \2 (t) — непрерывные при t  G [0,Т] функции, причем ш{т), о  (г) G 
£ 1 - 1/2, o;i (г ) , a i  (г) G L\ i j 2. а 2 (г) G £ 1,3/2;

2) частные f x (х , у, i) , f y (х, у ,  t) и смешанная f xy (х, у ,  t) производные свободного чле­
на / (х, у ,  t),  принадлежали но переменной х пространству С  и

sup {|| f ( x  + r , y , t )  \\с } < x ( t ) l ( r ) ,
y£R I

sup {\\fx (x + T,y,t)  \\c, \\fy (x + T,y,t)
y£Ri

IС ’ (a; + r ,j/ ,i)  ||c } < x i  ( i ) 7 i  (r ) , (25)

ГД° X W , Xi (t) — непрерывные при t  G [0,T] функции, причем 7  (т) G £ i,o, 7 i ( t )  G
£l,l/2-

При выполнении условий (24), (35), согласно формуле (23), используя представления 
(5), (17) дробных степеней оператора —d/dx в пространстве С  (£ + ), решение смешан­
ной задачи (30)-(32), запишется в явном виде

1*-\~оо /*+оо

v(x'v't) = b7tL Л,1
, , ( y - v )  \ ( , , ( y - v Yф \ -------тт— , /Н -  ^ + s н-------—— , 1]

4t 4t

, , (y  + V)2 \ , (У + vY-  у  \ хА------—— , ?/ + ip ;r + s H------—— , ?7
At At

d s

d r r*+oo

4vr Jo  (t -  r ) 3/2
fj, [ x + У

A ( t - r )
У

A ( t - r )
ds

71Д

1 " + 0 0  ^  />+00  |>+oo

2тг Л  Vt ~ r  Jo  dl] Jo

£ I , , (У + 'У)
-  /  Ж +  S +  777-------r ,?7,r4 (i -  r ) '

и дня него справедлива оценка

sup \v(x, y, t )\ < ~̂ J=
(x,y)eR\ XR1, v 71"

M I - 1 / 2
maxr€|0it] A (r)

I <41-1/2 + v v r

ds

7 ^

X (r )
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EXPLICIT SOLUTION OF THE INITIAL-BOUNDARY VALUE PROBLEM 
OF THE ANALOGUE OF HEAT EQUATION IN BANACH SPACE

Kh.G. Umarov
Chechen State University,

Sheripov Str., 32, 364907, Grozny, Russia, e-mail: umarov50@mail.ru

Abstract. The explicit solution of initial-boundarv value problem in the Banach space for 
the abstract heat equation with operator coefficient is obtained by the classical scheme using an 
operator-valued analogue of fundamental solution. Abstract constructions are illustrated in the 
space of continuous functions on non-negative half-axe when there is the limit at infinity for each 
of them.

Key words: strongly continuous semi-groups of operators, partial differential equations, Banach’s 
space.
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