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Аннотация. Введен в рассмотрение класс почти периодических на бесконечности функ­
ций. Необходимость рассмотрения таких функций связана с тем, что они возникают при рас­
смотрении разностных уравнений. Основные результаты статьи связаны с доказательством 
почти периодичности на бесконечности решений разностных уравнений.

К лючевы е слова: периодические на бесконечности функции,разностные уравнения, спек­
тральная теория.

1. Введение. Пусть К — множество вещественных чисел и X  — комплексное банахо­
во пространство. Обозначим через Сь =  Сь(М ,Х) банахово пространство ограниченных
функций х : R —>• X  с нормой ||ж||оо =  sup ||ж(̂ )||. Через Со(М ,Х) обозначим (замкну-

teM
тое) подпространство функций из Сь, убывающих на бесконечности,т.е lim ||#(t)|| =  0 ,

| t | — S - o o

x  G Co(M ,X). В пространстве Сь(М ,Х) рассмотрим операторы сдвига

S(t) : Cb(R, X )  ->• Cb(R, X ) , (S(t)x) (г) =  х(т +  t ) , г  G Е , t e R ,

х  G Сь(М ,Х). Используемые результаты из гармонического анализа, функции и векто­
ров, содержаться в работах |1-7|, Следуя |1|,|6|,|7|, дадим определение медленно меня­
ющейся па бесконечности функции.

Определение 1. Функция х G Сь(М,Х) называется медленно меняющейся иа бес­
конечности, если S ( t ) x  — х  G С0(М ,Х ), т.е.

lim ||;г(т +  t) — х[т) || =  0т —̂ОО

для любого t G М .
Примером медленно меняющейся па бесконечности функции является функция вида

х  (t) =  sin(ln(Q'+ | t I ) ) , t e R ,  a >  0 .

Множество медленно меняющихся па бесконечности функций образуют замкнутое 
подпространство из Cb( R,X) ,  которое обозначим символом Csit00 =  CŜ 00(R ,X) .

Определение 2. Пусть е >  0. Число ш G R называется е-иериодом функции х  е Сь 
иа бесконечности, если существует такое число a  G М+ , что sup ||;r(i +  us) — x(t)  || <  e.

| t |> «

Множество s -периодов функции x  иа бесконечности обозначим через Поо (#,£■).
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Определение 3. Множество Поо (#,£■) называется относительно илотиым иа М, если 
существует такое I G N, что [t, t +  /] П Поо(;г, в) ф 0 , для любого t e R .

Определение 4(онределепие Бора). Функция х  G Сь(М ,Х) называется почти пери­
одической иа бесконечности, если для любого е >  0 множество Поо (#,£■) относительно 
илотио иа М.

Множество почти периодических па бесконечности функций обозначим символом 
ДР00(Е, X ).

Теорема 1. Множество APco( R , X )  образует банахово пространство и банахову ал­
гебру если X  — банахова алгебра.

Отметим, что банахово пространство A P (R ,X )  почти периодических функций со­
держится в ДР00(М ,Х ).

Определение 5 (аппроксимациоппое). Функция х  G Сь называется почти перио­
дической , если для любого е >  0 существуют функции х д. G Csi<oc и числа Ад. G М, 
1 <  k <  N  такие, что

N

\\x(t) — Xk(t)etXkt || <  е .
k=О

Можно доказать, что эти определения (Бора и аппроксимациоппое) эквивалентны. 
Ясно,что (7 ^,00(Е ,Х )  С AP 00( R,X) .

Теорема 2. Функция вида
N

х  (t) =  Xk(t)etXkt, t e R ,  х  : Е  —> X  ,
fc=i

где \k G 1 ,1  <  fc <  m, Xk G Csi,oo(R, X ) ,  0 <  k <  N  — 1, является почти периодической 
иа бесконечности фуикцией(х G APoo(R, X) ) .

□  Как отмечалось Csî 00(R, X )  С АРоо(М ,Х), а также t > elXkt, 1 <  к <  п, - почти 
периодические функции. Поскольку произведения 'jk'Xk, 1 <  к <  N, также являются 
почти периодическими па бесконечности функциями, то их сумма также является почти 
периодической па бесконечности функцией. ■

2. О почти периодических на бесконечности решениях разностного 
уравнения. В банаховом пространстве Сь(М ,Х), где конечномерное банахово про­
странство, рассмотрим разностное уравнение

x (t  +  1) =  Bx(t )  +  y ( t ) , t e R ,  (1)

где у е  С0( № ,Х ) , В  G E n d X  со свойством <т0 =  сг(В) П Ш =  — совокуп­
ность простых собственных значений и а (В)  обозначает спектр оператора В.

Теорема 3. Каждое ограниченное решение х  : М —> X  уравнения (1) является почти 
периодической иа бесконечности фуикцией,которое допускает представление вида

N

x(t)  =  ;Л,/,
fc=i
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где х к G С  si,оо, 0 <  Afc <  27г, 0 <  к <  N  -  1.
□  Спектр оператора В представим в виде:

<т(-Е>) — (Jо U (Ти, U (J0ut ■

do =  (т(В) П Т =  { 7 1 , 72 , •••,7т} — совокупность собственных значений, .нежащих па 
окружности T = { A g C : A = 1 } ,

(J%n =  {A G (т(В) : Re A <  1} — совокупность собственных значений, .нежащих внутри 
окружности.

&out =  {A G &(В) : А >  1} — совокупность собственных значений, .нежащих впе 
окружности.

В соответствии с этим разбиением спектра рассмотрим проекторы Tq, Tin^oiit-, ко­
торые соответственно построены по спектральным множествам <то, (Jin, (Jout. Таким об­
разом, /  =  То ф  +  У out- Эти проекторы индуцируют разложение X  =  Х 0 ф  X in ф  X out 
пространства X, где Х 0 =  1 т У о ,Х ,г =  lra‘? in,X (mt =  ЬпЗ5̂ ,  Эти подпространства явля­
ются инвариантными дня оператора В  и пусть В0 =  B \X 0,B in =  B \X in, B out =  В \Xout. 
Таким образом, В =  В 0 Ф  B in ф  B out относительно построенного разложения простран­
ства X. К обеим частям уравнения (1) применим проектор Уг»г,и тогда получим после­
довательность х in =  TinX, удовлетворяющую равенству

*5(1 )Xin(t) BinXinit) ф Uinit) 1 У in гпУ G Cq , (2)

Из (2) следует, что
(I  -  B in S (- l))x in  =  S ( - l ) y in • (3)

Поскольку ||5'(—1)11 =  1, BinS (—\)xin{t) =  S( —l)BinXin, п G Z, и спектральный ради­
ус г (Bin) оператора Bin меньше единицы, то оператор I  — BinS ( —1) обратим и из (3) 
получаем, что

ОО

x m(t) =  ( ( /  -  B i„ 5 ( - l ) ) - 15 ( - l ) y i„ )( i)  =  Y ^ B?n S (-n (t ф 1 ))ym(t -  1).
t= о

Ясно, что xin G C o(M ,X ). Аналогичный результат получим при применении проектора 
У out к уравнению (1):

(S ( I )■!'o'/ii)(I ) B 0UfX0Ut(t) Ф y0ut(t), Уон! 'УонIу G Cq . (4)

Оператор B out обратим,и cr(B~^t) =  {A-1 ; A G crout}, т.е. его спектральный радиус меньше 
единицы. Используя перестановочность оператора SV с ВтЛ из (4), получим равенства

S  С1 ) В огЛХ ога (t) =  X mit (t) ф B~ltyout (t) , t G R  , 

(I  -  S ( l ) B - l ) x mt(t) =  - B - ^ y mit(t) , t e R .
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Таким образом,

ОО

Xout(t) =  - ( /  -  S {l )B ^ t)~ lB ^ tyout{t) =  -  ^ 2 (B ^ tS { l ) )kB ^ tyout{t) , Уош G Co .
n=0

Из этой формулы следует, что x out G Со(М ,Х), Проектор Ро можно представить в виде

Ро =  Pi +  ••• +  Pn ,

ГД° Рк ~  проектор, и

АРк =  TfcPfc , где | 7 fc |= 1, 1 <  к <  N .

Ввиду предполагаемой простоты собственных значений число 7 *. представимо в виде 
7 д. =  егХк, 1 <  к <  N.  Применим проектор Ро к разностному уравнению (1) и далее 
применим проектор Рк

PkXo(t +  1) =  PkB 0Xo(t) +  PkVoit) ,

где х0(t) =  P0x ( t ), x k(t) =  1),.х,,Ц). к = 1 ,N.  ____
Следовательно, x k(t +  1) =  r'fkXk(t) +  Vk(t), где Xk(t) =  PkXo(t), к =  1, N, t G ®L Сделав 

замену Xk(t) =  е~гХкЬ ./•/, H). t e R ,  0 <  Ад. <  27г получим

+  1) =  #*(*) +  yk( t ) , t e R ,

^.-медленно меняющаяся последовательность,a Xk(t) отличается от i^.(t) но формуле
(1) на множитель егХкЬ. Поскольку ук G Со и 5(1)а^ — х к е  Cq. Следовательно, х к, где 
1 <  к <  т — медленно меняющиеся на бесконечности последовательности. ■
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Abstract. The class of almost periodic functions at infinity is introduced. Necessity of such 
functions related to the fact that they arise when studying difference equations. Main results of the 
article are related to the proof of almost periodicity at infinity of difference equations solutions.
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