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А ннотация. Рассматривается некоторый класс анизотропных эллиптических уравнений 
B Topoi'o порядка с младшими членами в неохраниченной области. Для решений соответствую­
щей задачи Дирихле установлена охраниченноеть и получены оценки сверху, характеризующие 
убывание на бесконечности неохраниченных областей.

К лю чевы е слова: задача Дирихле, анизотропное эллиптическое уравнение, неохраничен- 
ная область, убывание решения, охрани ченноеть решения.

В веден и е. Пусть Q — произвольная неограниченная область пространства Шп = 
{х  =  (#i, х-2 , 2Vj)}i ^  ^  Km п  >  2. Дня анизотропного квазилинейного эллиптиче­
ского уравнения второго порядка рассматривается задача Дирихле

П

2 2 ( а а (х, V?0).to -  а (х ,и )  =  Ф(х), x G O ;  (1)

0 . (2 )

0=1

U
дп

Предполагается, что функции аа (х, £), а  =  1, /г, измеримы но х  £ Q дня £ G 
Пусть р =  (pi ,p 2 , ■■■,рп) и 1 < pi  <  р 2  < ••• <  рп- Положим, что существуют положи­
тельные числа а, а такие, что дня любых £, ?/ G Шп при почти всех х  G О выполняются 
условия:

П  П

О  “  а « (Х’ ^ ))  (&* - V a ) > a ^ 2 \ C a -  Va\Pa ; (3)
а = 1  а = 1

\ Р а ~  2|аа (х,£) -  аа (х,?/)| <  а|£а -  i]a \ (|£а | +  \i]a \)Pa , а = 1 , /г; (4)

аа(х, 0) =  0, а  =  1, п . (5)

Функция а(х, s) измерима но х  G О для s G R. Пусть к > 1 и существуют числа Ь, Ъ > О 
такие, что дня всех s , t  G М при почти всех х  G О выполняются условия:

(а(х, s) — а(х, t))(s — t) > 6|s — t]k, (6)

|а(х, s) -  a(x.,t)| <  b\s -  i |( |s | +  \t.\)k~2, (7)
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а(х, 0) =  0 . (8)

Очевидно, что функции аа (х,£) =  |£о|ра_2£о, а  =  1, /г, а(х, s) =  |s |A-_2s, удовлетворя­
ют условиям (3) -  (8) и при этом уравнение (1) примет вид

П

{\и^ \ Ра~‘2'и^ ) Ха -  \и\к~2и = ф(х).
а = 1

Изучением поведения па бесконечности решений линейных эллиптических уравне­
ний занимались О.А. Олейник, Г.А. Иосифьян, Е.М. Ландис, Г.П. Панасенко, В.А. Кон­
дратьев, И. Коначек, Д.М. Леквеишвили и другие (подробный обзор результатов при­
веден в 111). Л.М. Кожевниковой, Р.Х. Каримовым |2| для некоторого класса квазили­
нейных эллиптических уравнений второго порядка установлены оценки сверху решения 
задачи Дирихле в неограниченных областях. В работе |3| дня решений анизотропных 
эллиптических уравнений без младш их членов получены оценки сверху и доказана их 
точность в изотропном с.нучае. И.М. Колодий |4| установи.:: ограниченность решений 
некоторого класса анизотропных эллиптических уравнений в ограниченных областях. 
При этом требование ограниченности области является существенным условием в его 
доказательстве. Основной результат этой статьи — оценка скорости убывания ограни­
ченных обобщенных решений задачи (1), (2) в неограниченных областях П.

Т ео р ем а  1. Пусть м(х) — обобщенное решение задачи (1), (2) и выполнены условия  
(3 -8), а также

+ <9>а = 1

( 1 0 )
о = 1  * а

к2 — пк  +  п > 0 . ( 11)

Тогда
vraim ax | u(x)| <  С , (12)

где С  — константа, зависящая от pQ, к , п  и ||Ф||ь,г/(,г_1)(П); а, Ъ, Ъ.

Далее, будем рассматривать неограниченные области расположенные вдоль выде­
ленной оси О:rs, s G 2 ,п  (область П .нежит в полупространстве x s >  0 и сечение
7 Г =  {х 6 fi x s =  г} не пусто при любом г >  0). Введем обозначения: Qba =  {х G
П а < x s < Ь}, значения а =  О, Ъ = оо опускаются.

Определим геометрическую характеристику неограниченной области П :

//(г) =  inf | | | ^ T1||Lpi(7r) g(x)  G \\g\\Lpi(lr) =  l}  , r >  0.

Предполагаются выполненными следующие условия:
ОО

f  vpi/ps(p)clp = оо , (13)



supp Ф(х) С Qr ° , i?o >  0. (14)

Т ео р ем а  2. Если выиолисиы условия  (13), (14), то существуют положительные чис­
ла к, М  такие, что д ля  ограниченного обобщенного решения м(х) задачи (1), (2) ири 
г > 2 Во справедлива оценка

J 2  HM*<.IUpa(nr) + I M k ( f i r )  ^  М ехР /  i^ l/Pe(p)dpj , (15)

где М  — константа, зависящая от ||Ф||, i?o, p s, п, a, a, b, b, к — константа, зависящая от 
P s ,  а -

Рассмотрим область вращения
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^ ( / )М  =  I х  е  I Xs > 0, |x 's | <  f ( x s)} , S  e  2, n  ,

x s =  (^li • • • i ^ s-i) ^s+i) • • • ) x n) с положительной функцией f ( x s) < оо. От функции /  
требуется только, чтобы множество Q(/)[s] было областью. Д ля таких областей спра­
ведливо соотношение

z/(r) =  - ^ y ,  Г >  0 , 

и поэтому условие (13) принимает вид

dp
оо

=  ОО

1 f Pl/P'(p)

Следствием теоремы 2 дня областей вращения является следующая оценка

Hwn-O +  1 Ы к (пг) <  М ехр ( - к  I  р ф ^ р^ Р ) • (16)
a=l

В области Q (/a)[s] с функцией f a(x) = x a, 0 <  a < p i / p s, x  > 0 для решения задачи 
(1), (2) оценка (16) принимает вид

Ы к ( п г) <  М 0 ехр ( ~ к аг 1 apl/pl

1. В сп о м о гател ьн ы е  св ед ен и я . Положим: || • ||р — норма в пространстве LP(Q).
О

Определим пространство И^д.р(П) как пополнение пространства C£°(Q) но норме
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О п р ед ел ен и е . Обобщенным решением задачи (1), (2) с Ф(х) е  L k,/(k-i)(^), ot =  1 ,п,
О

назовем ф ункцию  и(х)  £  W к р(^)? удовлетворяющую интегральному тождеству

П Л
У ,  а«(х, Vu)vXa +  (а(х, и) +  Ф(х))г> > dx =  0 (17)

п . а=1

д ля  любой ф ункции  г>(х) £W *.p(^)-

Т ео р ем а  3. Пусть выполнены условия  (3 — 8). Тогда существует единственное обоб­
щенное решение и(х) задачи (1), (2) с функцией  Ф(х) G Lk/(k-1) ( ^ ) 11 справедлива оценка

П
£ к х :  +  м ‘ ^ 1 1 ф 11да:1!, ( i 8)
a= 1

где А  — константа, зависящая от а, Ъ, к.
□Доказательство существования проводится методом галеркипских приближений. ■

Л е м м а  1 (см. |5|- |7|). Пусть и EWк,р(^) и

П г.

У ]  /  |u |9a|u.Ta|padx <  оо, qa > 0, ра > 1 ,  а =  1,п.
0=1 п

Если выполнено условие  (10), то м(х) G Lq(Q) ири

П  П

Q = У ,  ( Х +  Qa/Pa)  (  У  1/ Ра ~  1
-1

о = 1  о = 1

и имеет место оценка

1Н1<Э <  В ( у  f  \u\qa\uXa\Padx | , (19)
\« =1п

где В  — константа, зависящая от qa, pa; п и

\ K / Q

с

1 P ol V 1 Р а  а= 1  \сх=  1

Л е м м а  2 (см. |8|). В области П, расположенной вдоль выделенной оси 0 х 3, д л я
О

функции и £И^д.р(П) ири  0 <  a < Ъ справедливо неравенство
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2. О граниченность реш ения.
Доказательство теоремы 1 проводится итеративным методом, который был предло­

жен Ю. Мозером |4| и широко использовался в работах И.М. Колодия |4|, С.Н. К руж ­
кова |10|, 1111, Д. Серрипа |5|,

Д ня фиксированных чисел q > 1 и / >  0 определим функции:

ПН)
|и |9, если |и| <  /,

qlq~l \u\ — (q — 1 )lq , если I <  |u|,

G (u) =  Fd'uDF'd'ul)^’ 1signu , — оо < и < oo .

Положим г>(х) =  G(u).  Почти всюду па множестве {х : [и\ ф /} имеем

г,х а =  G'{u)uXa, а  =  1, п  ,

где
/  к п  — к  А -  1 ,

-F  (|м|) , если |м| <  / ,
G \u ) = { Q

F'(\u\)k , если / <  |м| .

Используя

k F \ \ u \ ) k > G'(u) > F'(\u\)k, \G(u)\ < F(\u\)F'(\u\)k- \

находим

П

L(u, v) = ^ 2  a«(x > V u)uTa +  (a(x, и) +  Ф(х))г> =
a= 1

n

=  aa (x, Vu)G' (u)uXa +  (a ( x , u ) +  Ф(x))G(u) >
a = l

n

> ^ 2 a a (x ,Vi i )uXaF'(\u\)k -  (|a(x, u)| +  ^ ( x ) |) F ( |u |) F /( |u |)fc“ 1.
a = l

Пользуясь условиями (3), (5), (7), (8), выводим

П

Ци, V)  > « £ > , , .  Г П Н ) Ь -  +  |Ф | ) П М т М ) * - ‘. (21)
а = 1

На множестве {х : [и\ ф /} неравенство (21) имеет место почти всюду. Поэтому можно 
проинтегрировать его но х б П и ,  учтя определение обобщенного решения, получим



Учитывая, что -F(|u|) <  \u\q, F 'd u j)  <  q\u\q~l , выводим

[  F\\u\)kY l  l'u^ r dx <  Ciqk- 1 f  +  |ф |)dx.  (22)
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0 6 =  1

Предположим, что правая часть (22) конечна. Устремим / к оо в левой части (22) и 
применим лемму Фату:

it, /  h ' f ^ W r ^ x  < y  J  N 9fc_fc+1( N fc_1 +  1ф1 )d*=YI - (23)
"_1 П П

Применяя неравенство Гельдера и пользуясь оценкой (18), выводим:

1/к

I  < \u \(Qk-k+l)kd^  . ^11г/,11д'—1 +  II ф  II*•/(*•—!))  <

< С‘2 ( ^ j  M № - fc+1)fcd x j  • | ^ | | fc/(fc_1} .

Далее, дня q > 1, применяя неравенство Гельдера и оценку (18), выводим 

I  < С'зЦФЦйдй-!) ^  j  |w| :)|м|(fe3-fe)/(9fe-1 } <

( q - l ) / ( q k - l )

< СаЦФЦ^.!) [ I I u f qdx  1 • ||«||ifc- 1)/(efc- 1} < (24)

< I /  ы к\ 1 х
\Q

Отметим, что при q =  1

I  < C'allull, • ||Ф ||,/(,_1) <  С з | |Ф ||^ : ! )  • (25)

Таким образом, из (23), (25), (24) следует неравенство

/  \  ( q - l ) / ( q k - l )

/ V ' | fc(9_1W r d x  <  С4 [ [  \ u f qdx  I , (26)
о = 1  I
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причем в случае q = 1 второй множитель равен 1.
-1

Положим Р  = п  1/Ра — 1 • Из леммы 1 для qa = k(q — 1), 0 = 1 ,  п, имеем
а = 1

( п \  /  п  \  — ^

п  +  k(q -  1) ^  1/ра j • |  ^  1 / ра -  1 j =  Р  +  k(q -  1 ) К  .

0=1 /  \о=1 /

Тогда, применяя (19), из (26) выводим

\  1 / К  /  ч ( д - 1 ) / ( д к - 1 )

j  \u\p+k{9~1)Kdx  J < c J [ \ u \ qk2dx. \  . (27)
п /  \п  /

Пусть h = k2( q - l )  + ke, т  = К / к ,  т = Р - К в  = к2- к в ,  где 9 = ( Р - к 2) / ( К - к ) .  
Тогда т + m h  =  Р  +  Kk( q  — 1), т + h =  k2q. Условие (11) влечет 1 + п / к 2 < 1 + 1 / ( к — 1), 
из условий (9), (11) следует, что m  > 1, в > 0.

Из (27) выводим

ч 1 / ( m h )  / \  k ( q - l ) / ( h ( q k - l ) )

\u\T+mhdx. I <  C 5k/h I f  \u\T+hdx.
\Q J \Q

Положим h = квтУ, // =  0,1,2, . . . .  Тогда

4 l / { k e m v + 1 ) /  \  { q - l ) / { e m v { q k - 1 ))

|u |r+fc6>ml'+1̂ x  j  ^ с 1/{втП / f  |M|

\Q J  \Q

Введя обозначение
1 / ( к в т У )

e,= i у Ы----
\п

ио.ну чаем неравенство

0 ,+ i  <  Cbl,{mVe)Qvk{q~m q k - l\  v  =  OToo .

Дня v =  0 имеем q = 1, следовательно,

©1 <

далее, поскольку k(q — 1 ) / (qk  — 1) <  1, то

0 2 <  C s '/ W  (Сь1̂ 9̂ 9̂  < с 5^ тв)+1>в



и т.д. В итоге, получим оо
1/0 У2 1 /тг

0.+1 <  Сь ‘=° =  С.

При v —> оо из последнего неравенства получаем оценку (12).
3. У бы вание реш ения.
Доказательство теоремы 2. Пусть 9(х), х  > 0 — абсолютно непрерывная функция, 

равная единице при х  >  г, — нулю при х  < Rq, линейная при х  G [Ro, 2i?o] и удовлетво­
ряющая уравнению

в'(х) = 8иР1̂ Рз(х)в(х), х  G (2i?0,r ) , (28)

(постоянную 8 определим позднее). Решая это уравнение, находим, в частности, что

0’(х) =  =  -^-exp I - 8  J  vPl/Ps(p)dp\  , x e i R o / I R o ) .  (29)
V 2R0 /

Дня любой функции г>(х) G C^°(Q) из определения функции и(р) следуют неравен­
ства

^ ( р )  I I V  l l p i , 7 p  —  II V x l  Н р ь Т р  ’ Р  >  0  ,

из которого выводим соотношение

Г Г

J  0ps(p)uPl(p)\\v\\Pli lpdp < J  0Ps(p)\\vXl\\Pl lpdp. (30)
2Ro 2Ro
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Применяя (30) дня любой функции v G С^°(П) при s G 2, /г, выводим

Г

[  yn {p)0Ps{p)\\v%llpd p <

2Ro

< т а х |г ; ( х ) р  pl / vPl(p)0ps (p)\\v\\p\r(pdp < (31)
2R0

< т а х |г ;(х ) |Рв P1 / вРа (p) ||г;Т1 \\piulpdp .
2R0

Отметим, что неравенства (31) справедливы дня любой ограниченной функции

v fc,p(^)-
Пусть £(х) линшицева неотрицательная срезающая функция. Положив в (17) v = 

иолу чим соотношение

п Л

У ,  а«(х, V </}(<}.,., +  (а(х, и) +  Ф(х))(м£) > dx =  0 .
п , 06=1
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Возьмем £(xs) = eps(xs). Далее, применяя (3)—(6), (8), (14), получаем

ПIV Л

Е /»”
«=1 £

а У I ePs\uxJ Padx  + b I eps\u\kd x <

< a p s [ \ii\\iiXs\Ps~19Ps~1(xs)9l (xs)dx = J.

•To
n n

П

f  I  &Ps I uXs |Psdx  + a I  9Ps I uXa r d x  +  Ь I  9Ps I и I'fedx <
П Q Q

< C\ J  \и\Ра(в (xs))psdx.. 
n

Пользуясь (28) и (29), нетрудно привести (34) к виду

f / n u , , P < i x  +  a Е / в - К . Г - *  +  ь / в - М ‘ Л <
П  a ^ s , a - 1  п  п

< C'ifP8 J  \ u\PsuPl (xs)9ps (xs)dx+

^2R0

+  exP I I vPl/Ps(p)dp ) I \u\Psdx  = J i  + J2
ьо

2Rq / Q̂ i?o

Or
2 i?o

Используя (20), (18), выводим

(32)

Используя неравенство Юпга выводим

J  <  s(ps — 1 )а J  \uXs\PaeP3dx.+ p Q _ 1  J  \u\P3(9'(xs))P3d'x.. (33)
п п

$ 1
Выберем е =  —  • -------- . Соединяя (32). (33). выводим неравенство

2а — 1

(34)

(35)

Применяя (31), получаем

Ji < С28Рз [  [ux i \pi9p3d x .  (36)

J :2 < С-з exp | - 8 p s / vPl/PB{p)dp I . (37)
2R0



  па
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a \ 1/Ps
Выбирая 6 =  ( ) и соединяя (35)—(37), выводим

2^2 /

П

9 У  11«тЛр1пг +  6||и||й,Пг <  ^ e x p  I -Съ J  upi/p‘ (p)dp\  .

Неравенство (15) доказано.

Автор выражает искреннюю благодарность научному руководителю Кожевнико­
вой Л.М. за помощь в подготовке статьи.
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SO LUTIO NS D E C R E A SE  OF A N ISO TR O PIC  ELLIPTIC EQ UA TIO NS  

W ITH  TH E Y O U N G E R  TERM S IN  U N B O U N D E D  D O M A IN S
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A bstract. It is studied the class of anisotropic elliptic equations of second order with younger 
terms in unbounded domains. For solutions of the corresponding Dirichlet problem are set some 
restrictions and estimates from above that characterize its decrease at infinity in unbounded domains.
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