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Аннотация. Устаттавлртвается верхняя оценка для ртзмепетшя матрртчпых элементов га- 
мртльтоттртапа векторной рептеточттой моделтт пррт введеттртрт в гамртльтотшап перртодртческттх гра- 
ттртчпых условртй. Отпоптеттрте этого ртзметтепртя к объему сртстемы стремрттся к нулю равномерно 
пррт термодртттамртческом предельном переходе.

Клю чевые слова: векторная модель, гамртльтоттртап, парное взаимодействрте, перртодртче- 
скрте условртя.

1. Введение. В предшествующей публикации (см. [1]) нами была поставлена задача 
об оценке близости основных состояний связанной пары ретттеточньтх моделей статисти­
ческой механики классических систем: т.н. называемой векторной модели со свободны­
ми граничными условиями и соответствующей ей модели с периодическими граничны­
ми условиями. Такая задача возникает в связи с тем. что в статистической механике 
ретттеточньтх систем при изучении моделей, на состояния которых не накладывается ни­
каких ограничений в виде их поведения вне заданной ограниченной области Л фикси­
рованной формы, часто применяется аппроксимация, при которой исходный гамильто­
ниан Н заменяется на связанный с ним гамильтониан Н с периодическими граничными 
условиями (см. [2]). Аппроксимация на основе введения периодических граничных усло­
вий особенно эффективна, когда взаимодействие меж ду узлами решетки обладает ко­
нечным радиусом. М ежду тем. если приходится оценивать близость не статистических 
характеристик системы статистической механики, а. наоборот, оценивать близость фи­
зически родственных состояний, которые переходят друг в друга при введении (снятии) 
возмущения гамильтониана посредством введения (снятия) периодических граничных 
условий, то оценки на ее величину становятся уж е не столь очевидными. В частности, 
это справедливо при вычислении основного состояния конечной системы, когда совсем 
не очевидно, что аппроксимация исходного гамильтониана Н системы, который физи­
чески не обладает конечным радиусом действия, некоторым гамильтонианом конечно­
го радиуса действия, должна приводить к близости соответствующих состояний. В то 
же время, именно структура основного состояния имеет первостепенное значение при 
определении низкотемпературного поведения статистических характеристик системы. 
В сообщении [1] было введено понятие аппроксимирующей системы с периодическими 
граничными условиями в том случае, когда она не обладает конечным радиусом дей­
ствия и была дана оценку близости энергий указанных систем. Здесь мьт покажем в
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каком смысле гамильтонианы обоих рассматриваемых систем близки. Следует заме­
тить. что решаемая здесь задача, ранее, в частном случае, была решена в работе [3].

2. Постановка задачи о близости основных состояний. Будем, далее, рассмат­
ривать системы статистической механики с пространством состояний

в  =  (££){s(x) G Е ” ; S2(x) =  s 2} ; п  G N ,
хеЛ

где Л С Z3 множество узлов решетки, являющееся геометрической моделью конечного 
кристалла |Л| = N < оо. Д ля простоты рассмотрений, считаем, что Л = { — (L — 
1),... — 1, 0,1, . . . ,  L — l}d. L G N.

Гамильтониан векторной модели представляет собой функционал на & следующего
ВИД9|

НлИ = \ J (x - y ) ( s(x )’ s(y)) ’ (!)
w х,у ел

что соответствует при п  =  1,2,3 моделям статистической механики, которые описыва­
ют системы взаимодействующих ионов, обладающих магнитным моментом s. со сфери­
чески симметричным обменным взаимодействием между ними, которое определяется 
обменным интегралом /(•). В формуле (1) функция I  : Z3 М обладает свойством 
/(—х) = /(х) и является суммируемой Е  ij w i  < схэ и. не ограничивая общности.

хеж3
можно считать, что 1(0) = 0.

Зафиксируем множество Л и на его основе определим для каждой точки z G Z3 
действие оператора Рд проектирования. Точка z однозначно представима в виде z = 
2L(/?iei + П2&2 + п-з^з) + У ,  У  G Л. e j  орты в М3. (&j)i = 5ij. В этом случае положим 
Р AZ =  У-

Гамильтониан Ha [s], определяемый формулой

НЛИ = ^ Д х - У ) ( 8(х ) , 8(рл у ) ) ,  (2)
xeA,yezd

назовем гамильтонианом с периодическими граничными условиями, соответствующим 
гамильтониану НлМ-

Определение основных состояний гамильтонианов (1) и (2). то есть полей s(x) и 
s(x). х  G Л. реализующих минимум каждого из функционалов, сводится к решению 
задач на условный экстремум, соответственно, для функционалов Нд[•] и Нл[• ] с боль­
шой совокупностью условий s2(x) = s 2. х G Л. Большое число условий, которым нужно 
удовлетворить, к тому же неограниченно возрастающее при расширении Л. то есть при 
переходе к термодинамическому пределу, делает применение стандартного метода ре­
шения задач на условный экстремум крайне затруднительным. Выход из создавшегося

^Изучение важного, с точки зрения статистической механики, случая двумерной системы, с точки 
зрения ответа на поставленный в настоящем сообщении вопрос, проводится теми же построениями.
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положения связан с решением «ослабленной» задачи на условный экстремум с только 
одним условием, когда фиксируется не длина каждого отдельного вектора s ( x ) .  х ё Л.  
а сумма их квадратов, с последующей проверкой того, что найденное решение автома­
тически удовлетворяет указанной всей большой совокупности условий. Совсем необяза­
тельно. что такой путь решения задачи должен привести к поставленной цели, однако в 
уж е исследованных ранее случаях (см. по этому поводу [4]). он оказался эффективным.

Итак, рассмотрим ослабленную задачу определения условного экстремума для 
функционалов Нд [•] и Нл [• ] с условием

5 > 2(х) = *2 - (3)
хеЛ

К ак известно, такая задача сводится к определению безусловного экстремума для рас­
ширенных функционалов, соответственно.

Нл и  -  ^ s2 и и  -  ^ s2 (х )
хеЛ w хеЛ

с неопределенным множителем Л агранжа А. Так как функционалы Нд [•] и Нл [•] квад­
ратичные. то экстремальные поля s(x) и §(х) являются решениями линейных уравнений

<9НлИ л ( л <9Нл [ё] w  л 
a i w  = As(x) • a i w  = As(x)

или. что то же самое.

^ / ( x - y ) s ( y )  = As(x), J (x _  У)ё(рлУ) = As(x),
у е л  y g z 3

то есть они являются собственными функциями с соответствующими собственными
значениями интегральных операторов

(HAs) (х )  =  ^  J (x  -  y ) s ( y ) , (НЛ§) (х )  =  ^  / ( х  -  у )§ (Р лу )
у е л  уе л

на пространстве L 2^(M3) Â . Тогда задача об оценке близости основных состояний свя­

зана с оценкой матричных элементов разности операторов V = Нд — Нд в этом про­
странстве. где

(Vs) (х) = 7 (х “  У М р л У ) -  (4)

Уеж3\л
3. О ценка м атр и ч н ы х  эл ем ен то в  оп ерато ра V. Результат, который мы предла­

гаем в этом сообщении, формулируется следующим образом.
Т ео рем а. Д л я  оператора  V с  о бм енной  ф ун кц и ей  /(•). которая обладает свойством

X ! l /(x ) l < 0 0 ’ (5)
хеж3
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при  т ермодинамическом  п р ед ел ьн ом  п ер ех о д е  А —> Z3. имеет место п р е д ел ь н о е  соотно­
ш ени е

л^ж3 (Л)1/2

где |Л| = (2L — I )3 чи сл о  у зл о в  в Л.
□ Из (4) следует, что

(6)
хеЛ

(Vs) (х) = Ч х ~ У Н р лУ)-
у€Ж3\Л

Тогда

j ] i ( Vs)(x )i ^ ( 5 ] S i /(x + 2 L z _ y )i is(y )i) -

х € Л  х € Л  z^O у € Л

< 5 ] l s(y ) l ( S S l /(x + 2L z _ y )l) •
у € Л  z^O х € Л

Отсюда, используя неравенство Коттти-Буняковского.
2

^  [ 5 ] l s (y ) l 2] [ 5 ] ( 5 ] 5 ] l / (x  +  2 L Z - y )l
у € Л  у € Л  z^O х € Л

2п

.хе Л

2п

£ н у > | 2П Е (  Е  iJ <x - y ) i
уе л  у е л  хеж3\л

п £ м у ) | :
уел

где

,/2 = Е ( Е «*)
у е л  2еж3\ л -у

Таким образом, достаточно доказать, что при L —> оо имеет место предельное соот­
ношение | Л |—1V"2 —> 0.

Возьмем произвольные положительные числа £ и a  <1  и разобьем внешнюю сумму 
в выражении для V2 на две части

Е Е •••+ Е •
у € Л  у € Л  : max \yj \< aL  у € Л  : max \yj\>aL

(7)

Д ля у  G Л с компонентами yj ,  для которых max|y.,| > aL,  внутреннюю сумму оценим 
сверху посредством конечной величины (5),

5 ]  |/(z)|<£|/(z)|.
г€Ж3\Л —у  z € Z 3

Тогда вторая сумма в (7) оценивается следующим образом:

J ]  J ]  |/(z)|<(2L)3( l - a s) [ £ № )
у € Л  : max [yj\> aL  г€Ж3\Л —у  z € Z 3



НАУЧНЫЕ ВЕДОМОСТИ Серртя: Математртка. Фртзртка. 2015. №17(214). Вып. 40 169

Ввиду наличия у функции /(•) свойства (5), имеет место предельное соотношение

Лт  l7 (z)l = 0 -М—>оо z J
z : m a x  \zj\>M

Тогда, при фиксированном значении а.  для любого £ > 0. найдется такое М.  для кото­
рого имеет место неравенство

\I (.Z) \ < £
z : m a x  \zj\>(l—a)L

при L > М/(1 — а ) .  Так как для векторов у  с компонентами y j ,  у которых max \ yj\ < aL  
имеет место

iJ (z )i < Y  iJ (z ) i < e -
z € Z 3\ A —у  z € Z 3\ ( l —а)Л

Тогда первая сумма в (7) оценивается сверху как

Y  Y  l^(z)| < (2q'L)3£2 .
у  € Л  : m a x  \yj \ < a L  г €Ж3 \ Л —у

Следовательно, для величины V2 имеем оценку сверху

V' 2 < (2Q i ) V  + (2L) 3(1 -  а 3) [ J ]  |/(z)|]2.
zez3

Так как |Л| = (2L — I )3. то

Й « щ - а ';у2 + ( 1 “ а '3 ) [ ^ |ад|] 2 -1 1 г€Ж3

Выбрав сначала число а  достаточно близким к 1. а затем число £ достаточно малым, 
можно сделать правую часть неравенства сколь угодно малой. Следовательно, имеет 
место (7). I
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CLOSENESS ESTIM ATE OF HAMILTONIANS OF VECTO R LATTICE MODELS 
W ITH  FREE AND PERIODIC BOUNDARY CONDITIONS
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A bstract. It is proved the upper estimate of hamiltonian matrix elements change of lattice 
vector model when periodic conditions are introduced into hamiltonian. The ratio of the change 
relative to system volume tends uniformly to zero at thermodynamic limit.

K ey words: vector model, hamiltonian, pair interaction, periodical boundary conditions.


