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В сообщении рассматриваются операторы Лапласа на графах с конечным или счёт­
ным числом рёбер. Работа является продолжением исследований [2]. в которых изучал­
ся граф с конечным множеством ребер. Даётся описание самосопряжённых расширений 
симметрического оператора, изначально заданного на гладких финитных функциях, 
носитель которых не содержит точек ветвления.

Граф  с одной верш иной. Граф Г мы определяем как объединение п  экземпляров 
полупрямых Tj = [0,+оо), j  = 0 с общим началом Q, называемым вершиной 
графа. Предполагается, что на Г задана Борелевская мера, определяемая требованием, 
чтобы её сужение на каждую  полупрямую Г.,- совпадало со стандартной мерой Лебега, 
тогда Ьг(Г) = Пусть С^°(Г) векторное пространство бесконечно диффе­
ренцируемых комплекснозначных функций на Г с компактными носителями, не содер­
жащими точки Q, и Lo = ®L3q линейный оператор, определяемый на С^°(Г). соот-

гг? 1 г 7 1 * , д щ  , d (Bj (x) u j )  _ . . 0ношением Lqu = \L0Uj\, щ щ  = — AjUj  + iBj {x)— Ь г   ----------1- Cj{x)Uj.  Здесь
Tflj о  ОС о  ОС

{ii.j, j  = 1 , . . . ,  /?.} - сужения функции и  на полупрямые Г.,-. Предполагается, что при 
всех j  числа m.j > 0 и функции B j ( x ), Cj (x ) ветцественнозначны. ограничены и непре­
рывно дифференцируемы на полупрямой i y  Через bj обозначим предельное значение 
функции Bj{0) в точке Q. Оператор Lq с  областью определения D{Lq) = С ^ (Г )  С  
Ь2(Г). плотно определен и симметричен. Областью определения D{Lq) сопряжённого 
оператора Lg является линейное подпространство D{Lq) = ®”=iW/|(Pj )  := W%(T) С Н. 
Сужения всякой функции и Е W'^Г) на полупрямые Pj, j  = 1, . . .  , п  обладают гранич­
ными значениями в вершине, которые обозначим через 0). где символ м(0) означает

ти(0)  = (ui (0)u2(0) . . .  u„(0)) G Сп. Это то же верно для первых производных этих 
сужений, для них используем аналогичные обозначения.

Теорема фон Неймана (см. [1]) предоставляет описание множества самосопряжённых 
расширений симметрического оператора. Нами получено явное описание множества са­
мосопряжённых расширений оператора Ь0 в терминах условий на линейные подпро­
странства в пространстве граничных значений G = = {(и(0), г//(0))} = С-щ-

Т еорем а 1. Пусть m  = 1, В(х)  = 0 и С(х)  = 0. Оператор L с  областью о п р е д ел ен и я  
D(L ) = {u Е (Г) : и '(0) = Аи(0)} сам о соп р яж ен  тогда, и только тогда, когда, матрица 
А удовлетворяет  рав ен ст ву  А = А*.

□ Если u Е D{Lq) и v  Е D(Lq), то справедливо равенство

(.L0u , v ) H -  (u,Lqv)h = ( (u(0) )T, v ' ( 0) )Cn -  ( ( i i (0) )T, v ( 0 ) ) Cn = 0.
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Следовательно (L0u, v ) H — (u,Lqv)h = |V(0) — ATti(0)] (u (0))T = 0.
Следы ( u(0))т принимают произвольные значения, поэтому равенство г>; (0) = Д*г>(0) 

необходимо и достаточно для включения v  Е D(L£). что и доказывает теорему 1. ■

С л ед стви е  1. Если М  = d ia g ^ ,  к = 1 , . . .  ,п ,  С  = ( q j ) ,  где q j  G Ьоо(Г) и В  = 
diagbfc, то оператор L с  областью о п р е д ел е н и я  D(L ) = {u Е W |(r) : г//(0) = Аи(0)}, 
сам о соп р яж ен  тогда и только тогда к о гда  матрица А. М  и В  удовлетворяет  рав ен ст ву  
А = М ' .ГА/ -  2iM~1B.

Граф с нескольким вершинами. Пусть граф Г представляет собой набор из п  
вершин Qb . . . , Qn, из каждой из которых исходит г,-, г,- Е N ребер Г*, представляю­
щих собой либо бесконечные полупрямые, либо отрезки, соединяющие вершину Qj с 
другими вершинами. Сохраним обозначения предыдущего раздела. Введем операторы 
Lq,Lq и пространство граничных значений функций из L>(Lq) и их производных, ли­
нейно изоморфное пространству С-2т, где т  = Г\ + . . .  + г п . Через u ( Qj ) обозначим 
совокупность предельных значений функции по ребрам, входящим в точку Qj ,  а через 
и(0) обозначим т  мерный вектор ( u ( Q i ) . . .  u ( Qn) , для вектора предельных значений 
производной г//(0) используем аналогичные обозначения.

Теорема 2. Пусть m  = 1, В(х)  = 0 и С(х)  = 0. Оператор L с  областью оп р ед ел е -

г д е  А матрица разм ерности
Г (  A Q О ^ (  u(Qi )  ^ 1

н и я  D(L) = < u е СО :
 ̂ u'{Qn)

= А
 ̂ u (Qn) У

{

2т, х 2т, сам о соп р яж ен  тогда, и  только тогда, когда, матрица. А удовлетворяет  рав ен ст ву  
А = А*.

Граф с одной вершиной и со счётным множеством лучей. Обозначим че­
рез р. счётно аддитивную вероятностную меру на N такую, что р.(к) = //*. > 0. и 
L/2(N, 2м , /л, С) гильбертово пространство граничных значений с нормой ||{м„}||2 = 
f N \un \2dp.(n) = YlT=i \un\2̂ (k).  Сужения всякой функции на полупрямую обладают 
граничными значениями в вершине: и(0) = ( u i ( 0 ) . . .  u,n(0) .. .)т Е L24l. Это то же верно 
для первых производных этих сужений г//(0).

Теорема 3. Пусть = 1, ш  = 1, В(х)  = 0 и С(х)  = 0. Оператор L с  областью  
о п р е д ел е н и я  D{L) = {u Е Vr22(r )  : и; (0) = Аи(0)}. сам о соп р яж ен  тогда, и только тогда, 
когда, оператор А са м о со п р яж ен  в пространстве L2.

С ледствие 3. Если  //*. G Ь\, Ьд. G L^, Е ,В  операторы в пространстве 
L2(N, 2м , /л, С), за дан ны е  диа гонал ьны м и  матрицами с  числами на. д и а г о н а ­
ли, С  =  (су).где c - i j  Е Lqo( Г ) .  Тогда, оператор L с  областью о п р е д ел е н и я  D{L) =  
{u Е W 2(T) : и '(0) = Ди(0)}. са м о со п р яж ен  тогда, и  только тогда, когда, выполняет ся  
А = Е~1А*Е -  2%В.
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