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Аннотация. При исследовании математических моделей задачи обычно сводятся к ко­
нечномерным, д л я  которых возникает необходимость обоснования их корректности, p i , в  част­
ности, установлению однозначной разрешимости линейных систем с матрицами коэффици­
ентов специального вида. В работе д л я  решения этой задачи вводится класс вещественных 
положительно определённых функций pi доказываю тся неравенства д л я  них. Рассматрртвает- 
ся прртложетше техтшкрт положрттельно определённых фупктщй к доказательству однозначной 
разрепшмострт конечномерных моделей, возтшкатопщх nppi разложепрш сртгпалов по целочртс- 
леппым сдвртгам гауссртапов.

Клю чевые слова: положрттельпо определённые фупктцш, теорема Бохпера, неравенство 
М.Г. Крейна, rayccpian, целочртслеппые с д в р т г р ь

1. Вещественные полож ительно определённые функции и неравенства 
д л я  них. Теория положительно определённых функций (п.о.ф.) возникла в начале 
20 века на стыке нескольких разделов математики: линейной алгебры, теории функ­
ций. преобразования и рядов Фурье, интегральных и дифференциальных уравнений, 
теории групп. Из литературы по п.о.ф. отметим одну из первых оригинальных работ
[1], содержащую по существу все современные определения, обзоры [2-3]. из моногра­
фий особенно выделим очень качественно написанную книгу [4]. а такж е [5-7]. В на­
стоящей работе вводится понятие вещественной положительно определённой функции 
(в.п.о.ф.). определение для которых отличается от классического использованием толь­
ко вещественных, а не комплексных последовательностей. Д ля этого класса функций 
доказываются варианты известных неравенств М.Г. Крейна и Е.А. Горина. В качестве 
приложения рассматривается доказательство однозначной разрешимости конечномер­
ной линейной системы, возникающей в задаче о разложении сигнала по целочисленным 
сдвигам гауссианов [8].

Отметим, что для авторов инициирующей послужила статья Е.А. Горина [9].
Будем рассматривать действительные функции от действительного аргумента на 

всей оси / (х ) : М —> М. Дадим два определения для положительно определённых функ­
ций: вещественной положительно определённой функции (в.п.о.ф.) и классическое опре­
деление положительно определённой функции (п.о.ф.) и установим их эквивалентность.
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О пределение 1. Ф ун к ц и я  / : М —> М называет ся в ещ ест венной  положительно  
о п р е д ел ён н о й  ф ун кц и ей  (в.п .о.ф.), е сл и  вы полн ены  д в а  у сл о ви я :

1) ф ун к ц и я  / чётная, / (—х) = / (х) , х Е М ;
2) д л я  л ю б о г о  N, д л я  лю бы х  т очек х\, . . .  , xn К  и  л ю б ой  в ещ ест в ен н ой  п о сл е д о ­

ват ельност и a i , . . . ,  cin Е М вы п ол н ен о  н ер а в ен ст во

N

У  /  ( x k -  X j )  cikcij >  0 . (1)
f c j = l

О пределение 2 (классическое). Ф ун кц и я  / : М —> М называет ся положительно  
о п р е д ел ён н о й  ф ун кц и ей  (п.о.ф.), е сл и  д л я  л ю б о го  N, любых x i , . . . x n  G М if л ю бой  
последоват ельности комплексных ч и с ел  z i , . . . ,  zn Е С вы полн ено  неравен ство

N

У  / (хк ~ Xj) ZkZj > 0. (2)
k,j= 1

Покажем, что для вещественной функции / (х) определения 1 и 2 равносильны.
Установим, что 1 => 2. Пусть Zk = £*• + Тогда сумма S  в (2) в силу чётности 

функции равна
N

s =  У  / (хк -  Xj) К/А/ + VkVj)
k,j= 1

и нужное неравенство S  > 0 следует из (1).
Теперь покажем, что 2 => 1. Нужно проверить только чётность / (х) Д ля этого

положим в (2) N = 2, х\ = 0, х2 = х > 0, zk = £*• + Щк- Тогда сумма S  в (2) равна

S = f  (0) (| î|2 + |л2|2) + / ( - х )  ziz2 + f ( x ) z2zi .

Отсюда получаем для произвольных чисел £i, £2 , -< 42

Im S  = (771̂ 2 -  6 ^2) [/ ( - я )  -  / (х)] = 0 ,

Следовательно. / (—х) = / (х).
Будем рассматривать вещественные ст р о го  п.о.ф.. для которых неравенство (1) вы­

полняется со знаком «строго больше», если последовательность a i , . . . c i N ненулевая и 
точки х\, . . .  , xn  попарно различны.

Рассмотрим некоторые свойства вещественных строго положительно определённых 
функций.

Определение 1 накладывает на рост в.п.о.ф. существенные ограничения. Введём 
матрицу А с элементами = / (хк — Xj ) , 1 < г, j  < N.  Эта матрица будет симметрич­
ной и неотрицательно определённой. По критерию Сильвестра все её главные миноры 
неотрицательны. В частности.

A i = f ( x  1 -  хг) = /(0)  > 0,



/2 (0) -  /2 (Ж1 -  х2) > 0.
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А 2 —
/(о) / {xi -  х2)

f ( x 2 - x - i )  /(0)

Отсюда получаем важное свойство

I / W I  <  /  ( о ) , *  е  R  (3)

Следовательно, график функции f ( x)  находится в полосе —/(0)  < у  < /(0) .  а ес­
ли достигает верхней или нижней границ, то функция f ( x)  будет периодической (см.
далее).

Следующее неравенство, которое мы перепишем для случая в.п.о.ф.. в работах 
Е.А. Горина [9-10]. а такж е в обзоре [3] названо неравенством М.Г. Крейна:

[/ М  -  /Су)]2 < 2/ (0) [/ (0) -  / (* -  :!,)]; X, н » .  (4)

Доказательство приведено, например, в книге [1].
С л ед стви е  1. Если  / (Т) = /(0) при  некотором Т > 0, то ф ун к ц и я  f ( x)  п е р и о ди ч е ­

ск а я  с  п ер и одом  Т.
Т ео рем а 1. Д л я  в.п.о.ф. f ( x)  сп р а в е дл и в о  неравен ство

I f  М  + /Су)]2 < 2/ (0) [/ (0) + /  (х -  у)] - , х . уеш.  (5)

□ Можно считать, что /(0)  = 1. Выберем в определении 1 значение N = 3 и три 
точки 0.x, у.  Тогда матрица

1 f ( x)  /(у)
f ( x)  1 f ( x  -  у)
f ( y )  f ( x - y )  1

неотрицательно определена, то есть (Au, u ) > 0 для всех u Е М3. Возьмём и = 
(a, — 1, — 1)Т. Тогда получаем

а2 + 2 -  2аf  (х) -  2аf  (у)  + 2/ (х -  у)  > 0 ,

2 + 2 f ( x -  у) > - а 2 + 2а [/ (х ) + / (у)]

Отсюда при а = / (х ) + /(у) получим (5). I
Продолжая следовать традиции в названиях, теперь логично назвать неравенство 

(4) первым неравенством М.Г. Крейна, а неравенство (5) вторым неравенством 
М.Г. Крейна. Отметим, что в статьях М.Г. Крейна [11-12] рассматривается проблема 
продолжения функции, положительно определенной на интервале (—R, R ) , на всю ось; 
при этом попутно устанавливается неравенство (4). Отметим, что в формулировках 
имеются некоторые неточности: в [11] при определении положительно определённых 
функций, а в [11-12] при записи самого неравенства (4).

С л ед стви е  2. Если f ( x)  явл яет ся  в.п.о.ф., и  дополнит ельно  вы полн ено  соот нош ени е  
/ (Т) = —/(0) д л я  н екоторого  Т > 0. то сп ра в едл и вы  равенства

f i x  Г) f i x ) ,  f i x  • 2/) f i x ) .  ХЕШ.
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Действительно, п ри  у  = х + Т в (о) п олучаем

[/ И  + /0г + Т)]2 < 2/ (0) [/ (0) + / (Г)] = 0 .

Рассмотренные до сих пор неравенства являются двухточечными, теперь рассмот­
рим их многоточечные обобщения.

Е.А. Горин доказал в [9, теорема 1] неравенство, которое для непрерывной в.п.о.ф. 
/ (х ) принимает вид:

/ - /  Е У к

а-=1 vfc= 1
< 2n/(0) [/ (0) -  f ( x k -  у к)]

к = 1

для любых ;Xi, . . . ,  хп , г/i,. . . ,  у п . Неравенство М.Г. Крейна (4) получается отсюда как 
частный случай при п= 1.

Покажем, что приведённое неравенство Е.А. Горина допускает модификацию, кото­
рая является обобщением второго неравенства М.Г. Крейна (5).

Т ео рем а 2. Пусть п  нечётное число. Тогда д л я  любых х\, . . .  , хп , 
г/i, . . .  y n Е  М д л я  н еп р еры вн ой  в.п.о.ф. / (х ) сп р а в е дл и в о  неравен ство

2

/ ) + f  Е У к

vfc= 1 vfc= 1
< 2»»/ (о) [/ (0) + / ( ц  -  г/i/]. (0)

f c = l

З ам еч ан и е . При чётном п  неравенство (6) может не выполняться. Д ля примера 
выберем / (х ) = cos гг, х\ = х2 = 27т, г/i = г/2 = тт- Тогда неравенство (6) принимает вид 
4 < 0, что неверно.

□ Доказательство теоремы 2 в основном повторяет доказательство Е.А. Горина из 
[9]. Не ум аляя общности, можно считать, что / (0) = 1. По теореме Бохнера [9]

О О

f  (:г) = [  e ltx m  (dt) ,

где m вероятностная мера на М. Введём обозначения

Ъ
ак = Ьк = e Uyk . с к " - Ук-Хк)

(Ьк
Тогда левая часть L неравенства (6) равна

L Д  ак + Д  Ьк I m(d t )
\ к = 1 к =  1 /

По неравенству Коттти-Буняковского.
О О

L < / 11 + с.\ ■ ■ ■ с.п\2 in  (dt . ) .

cii ■ ■ ■ an (1 + ci • • • Cn) m  (dt)
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Воспользуемся тождеством

1 +  С\ • • • Сп  =  1 +  С\ — С\ ( 1  +  Сг) +  С\С‘2  ( 1  +  Сз)  —  . . . +  С\ ■ ■ ■ с п — 1 ( 1  +  с п )  .

Знаки чередуются, но перед последним слагаемым знак + в силу нечётности п. 
Применим неравенство Коттти-Буняковского для конечной суммы

L /
I о

|1 + с.к\2 т  (dt.) .

™  к = 1  —  О О

Аналогично преобразуется правая часть R неравенства (6):
О Ор П

R > 2п  / Re (1 + Ск) т  (dt) .
—  О О

к=1

Поскольку, с-к = е гр где p  = t (ук — Хк), то нетрудно проверить, что

|1 + Cfcf = 2 Re (1 + с-к) ■

Поэтому получаем L < R, что и требовалось доказать. ■
2. Приложение теории в.п.о.ф. к разрешимости конечномерных 

приближений интерполяционной задачи. Вещественные строго п.о.ф. могут быть 
использованы для доказательства однозначной разрешимости конечномерных линей­
ных систем уравнений. Такие задачи возникают при решении различных интерполя­
ционных задач. Рассмотрим приложение к одной из таких задач разложению произ­
вольного сигнала по целочисленным сдвигам гауссианов.

Пусть даны попарно различные узлы х\, . . .  , xn R и набор измеренных значений 
цифрового сигнала y i , . . . , y N  £ К R этих узлах. Пусть выбрана вещественная строго 
п.о.ф. / (х). Будем интерполировать данные линейными комбинациями вида

N

S (х) = У2 "к/ (х -  хк) ■
к= 1

Требуется найти вектор коэффициентов вида а = (а\, . . . ,  ам)  так. чтобы обрабатывае­
мый сигнал без ошибок восстанавливался на заданной системе узлов:

N

S (хт) = У  akf  (хт -  Хк) = У т  , 1 < т  < N . (7)
fc=i

Систему (4) можно записать в виде Аа = у,  где А—матрица с элементами Атк = 
/ (хт — хк)- В силу того, что / (х) является вещественной строго п.о.ф.. эта матрица 
положительно определена, то есть

N

(Аа, а) = У  / (хт -  хк)  атак > 0 ,  a e R N , а /  0 .
к,т= 1
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У положительно определённой матрицы определитель det(A) строго положителен. По­
этому система (7) однозначно разрешима.

Восстановление непрерывного цифрового сигнала по системе дискретных отсчётов 
сводится к классической математической задаче об интерполяции функции по некото­
рому набору её значений. Д ля решения этой задачи разработано множество подходов: 
приближение полиномами, ортогональными системами, всплесками, сплайнами, фрей­
мами. разложениями по синк функциям, анализ Габора (разложения по когерентным 
состояниям) и другие методы, см., например. [13-16].

Рассмотрим задачу об интерполяции сигналов при помощи системы целочисленных 
сдвигов функции Гаусса

f ( x )  = e~ax\  а > 0 . (8)

Несмотря на то. что данная система сдвигов не является ни фреймом, ни полной систе­
мой в L2(K); существует плодотворная теория для разложений этого класса, которые 
такж е находят важные практические приложения [16-19].

Д ля нас важно, что квадратичная экспонента или функция Гаусса (5) это один 
из стандартных примеров функции из класса в.п.о.ф. В перечисленных работах рас­
сматривается интерполяционная задача по бесконечной системе целочисленных сдвигов 
функции (5), в связи с чем строится узловая функция со свойством

ОО

d  (х ) = Е  dke~a{-x~k:) , d (т) = 80т , т  G Z , (9)
к= —оо

где 5от символ Кронекера.
График узловой функции напоминает график sinc-функции. Поэтому в [8] была 

сформулирована такая
Г и п отеза . Узловая функция (7) принадлежит классу вещественных строго п.о.ф.
Отметим, что эта гипотеза оказалась справедливой и доказана авторами, при этом 

использовались результаты работ [17-19], доказательство будет опубликовано в другой 
статье.

Явная формула для коэффициентов узловой функции с1к получена в [16], они вы­
ражаются через тета-функции Якоби. Однако подобные формулы неприменимы при 
практических вычислениях, потому, что как показано в [18-19]. они связаны с делением 
на чрезвычайно малые знаменатели и приводят к неприемлемым ошибкам.

В связи с перечисленными трудностями в работах [20-21] был предложен другой 
подход к нахождению численных приближений для узловой функции, при котором 
решение бесконечной системы уравнений сводится к конечной. В результате получается 
усечённая система

П

У ,  Ch-Ч к = 80т , - п  < т  < п, (10)
к=—п

где обозначено q = е~а < 1. Систему (10) можно записать в виде

Ас = 8,
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с = {cfc}fc=_ra , 8 = {8то}т=_п ,

А матрица с элементами Атк = q(m~k̂ , —/?, < т , к < п.
Например, при п  = 2 матрица А коэффициентов системы имеет размер 5 х 5 и 

представляется в виде

/ 1 Q ( f
9q q16 \

Q 1 Q q4 qg
( f Q 1 Q ( f
q9 ( f Q 1 Q

V
qw q4 Q 1 /

Т еорем а 3. Матрица А положительно о п р ед ел ен а  п ри  лю бом  q Е [0,1).
□  При q = 0 матрица сводится к единичной, требуемое очевидно, поэтому пусть 

q Е (0,1).  Напомним, что в этом случае q = e~a, a > 0. Тогда элементы рассматриваемой 
матрицы выражаются через функцию Гаусса

Атк = / (т  -  к) , / (х ) = е~ах~ , а > 0 .

В силу принадлежности функции Гаусса классу строго п.о.ф. матрица А положительно 
определена. ■

С л ед стви е  3. Система (10) о дн о зн а чн о  ра зр еш им а.
Действительно, в силу положительной определённости матрицы системы, получаем 

d e t  ( Д )  >  0.

Отметим, что система (10) имеет вид свёртки, поэтому её можно решать при помощи 
ДПФ. аналогично методу, применённому в [18-19].

С л ед стви е  4. Р еш ен и е  системы (10) симметрично, то есть с_д. = с*, при  ф ик си р о ­
ванном  п.

Действительно, рассмотрим произвольное решение. Нетрудно видеть, что если рас­
пространить по симметрии значения компонент с положительными индексами на ком­
поненты с отрицательными индексами, то получится другое решение той же системы. 
Тогда, если исходное решение было бы несимметричным, то мы получили бы два раз­
личных решения, что невозможно в силу доказанной единственности. Следовательно, 
все решения симметричны.

На основании следствия 4 можно оставить в системе только половину уравнений, 
сократив размеры матрицы коэффициентов задачи вдвое, это даст существенное упро­
щение при вычислениях.

Заметим, что похожая матрица В  с элементами

B mk = (~q){m~k) , - п  < т , к < п  ,

при 0 < q < 1 такж е положительно определена. Д ля доказательства достаточно заме- 
ТИ ТЬ5 что

2
В тк = g  (т  — к) , g  (х ) = e~ax~ cos (тгх) , a = — l n ( g ) ,
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и проверить, что функция д(х) принадлежит классу строго п.о.ф.
3. З акл ю ч ен и е . В работе рассматрен класс вещественных строго положительно 

определённых функций. Д ля этого класса доказываются обобщения известных нера­
венств М.Г. Крейна и Е.А. Горина. Рассматриваются приложения вещественных строго 
положительно определённых функций к установлению однозначной разрешимости в 
прикладной задаче о разложении функции сигнала по целочисленным сдвигам гаусси- 
анов.
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A bstract. On studying mathematical models problems are usually reduced to finite dimensional 
ones and it is necessary to prove their correctness, specially, to establish uniqueness and existence 
of solutions of linear systems with special matrices. In the paper to solve such problems, it is a class 
of strictly positive definite functions and some important inequalities are proved for them. Some 
applications of this functional class are proposed for proving correctness of models in the problem 
of signal approximations by integer shifts of Gaussians.
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