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Аннотация. В работе исследуются спектральные свойства дифференциального оператора второго по­
рядка с нелокальными краевыми условиями методом подобных операторов. Получены результаты об асимпто­
тике спектра и сходимости спектральных разложений дифференциального оператора.
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Введение

Пусть Z2[0, 2л ]-  гильбертово пространство комплексных измеримых (классов) функций,

суммируемых с квадратом модуля со скалярным произведением вида (x, v) = —  х(т)у(т)с/т .
о

Через W;  [0, 2ж] обозначим пространство Соболева е  Ь2 [0,2^] : х'  абсолютно непрерывна,

х " ^ Ь 2 [0, 2я"]|. Рассматривается дифференциальный оператор L  : /.)(/.) с: /,, [0, 2л-] -^-L2 [0, 2л-] ,

задаваемый дифференциальным выражением вида

П
(L x) (t) = - x ( t )  + x ( t ) - Y , a k (t)x  (i\  ) , (1)

k= l

где cik - функции из L-, [0,2л-] , lk G [0,2л-], k  = \,fl, с областью определения

D (L )  = |x  e  W2 [0, 27г\, x ( 0) = х ( 2я"), i ( 0) = i ( 2 ; r ) j .

В частности, такого класса (случай п = 2 ) оператор возникает при переходе к сопряжённому 

при исследовании оператора, действующего в Ln [0,2л-], задаваемого выражением



Ly = - у  + у  (2)

и начальными краевыми условиями

2л

у (0 )  = у ( 2ж )+\  a0(t)y(t)dt ,
0 г Л

(з)

у (0 )  = у (2ж)+ $ ax{t)y{t)dt.
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0

Здесь а0 и ах - функции из L2 [0, 2тг ] _

j  ^  sj*
Для исследования спектра оператора L  рассмотрим сопряжённый ему оператор L  (см. [5]), 

который задаётся дифференциальным выражением

= — х(7) + х(7) — [х(2я")а0(0  — х (2 я ')а 1(0] (4)

и краевыми условиями

| х ( 0 )  = х(2яг),

|х (0 )  = х(2л").

В настоящей статье для исследования спектральных свойств рассматриваемого класса при­

меняется вариант метода подобных операторов, позволяющий получить оценку сходимости спек­

тральных разложений рассматриваемых операторов.

Приведём основные определения и теоремы метода подобных операторов.

Пусть Н  - бесконечномерное комплексное сепарабельное гильбертово пространство. 

Определение 1. Два оператора А  : 0 (4 ) а  Н  —> //, 7 = 1, 2, называются подобными,

если существует непрерывно обратимый оператор V  е End Н  (т. е. V 1 е End Н , End Н  - 

банахова алгебра линейных ограниченных операторов, действующих в гильбертовом простран­

стве Н  ), такой, что VD(A,J = I) ( Д  ) и выполняется равенство /I, Vx = VA1x i х  е  /)(/),) . Опе­

ратор V называется оператором преобразования подобия оператора Ах в А , .

Определение 2. Линейный оператор C  :D ( C ^ < ^ H —> Н  называется подчинённым 

оператору А : D (/I) Н  ^  Н , если выполнены следующие два условия:

1. D ( c )  3  D (A );

2. существует постоянная М  > 0 , такая, что

||Сх| < M ( | | A x || +  ||jc||) V j e e D ( y l ) .

Определение 3. Тройка (£/,./, Г), J  : II —> (J, Y . U ^ E n d H ,  называется допу­

стимой для оператора А , a U  - допустимым пространством возмущений, если:



1. U  - банахово пространство (со своей нормой || • ||s), непрерывно вложенное в ба­

нахово пространство L 4( H )  линейных операторов, подчинённых оператору А ;

2. J ,  Г - трансформаторы (т. е. линейные операторы, действующие в простран­

стве линейных операторов);

3. (ГX ) x g D ( A )  Vx е D  ( А)  и имеет место равенство:

А Г Х ~ ( Г Х ) А  = X - J X ,  X e U ,

(равенство понимается как равенство элементов из U  );

4. Х Г У ,  (Г 7 ) Х  e U , X , Y  e U , и существуют постоянные у1 > о ,у 2 > 0, такие,

что ||Г||<Г| « т ах {||Х Г 7 ||,,||(Г7 )Л'||,}<^||Х||,||7 ||„-

5. выполнены условия:

а) 1т  Г Х  a  D( A)  и А Г Х  е End Н  или

б) \/Х g U  и V s  > 0 существует число vs Е р ( Л )  ( р (  А)  - резольвентное множество операто­

ра А  ), такое, что I I ™  4 1  < s, где IHL = su p |H  - норма оператора в End Н ,

R { v „ A )  = ( A - v j y ' .

Здесь 1т Г Х  - образ оператора ГХ. Непрерывность вложения банахова пространства U  в 

^  ( Н )  означает, что существует постоянная М () > 0, такая, что |2?| < М {] |/?||г \/В Е U  . Пусть

A : D ( A ) ^ H  - > #  - нормальный оператор (см., например, [19]) (частный случай нормального -

самосопряжённый оператор), т. е. D ( A )  = D { A  j,  ||А v|| = ||yl*jc||, x g D ( A )  , спектр которого пред­

ставим в виде:

a ( A )  = \ j a p 0^ a ( A ) ,
1

где < Т j  > 1 , - взаимно непересекающиеся компактные множества, такие, что 

d is l (О, (J,) < d is l (О, сг2) < . . . ,  lim  d is l (О, <тп) =  х .

Пусть Pj,j~> 1, - проектор Рисса, построенный по спектральному множеству ст., 

/1, = APf, j  =1,2,..., Aj е End Н , |ov| = su p l^ l • В качестве пространства возмущений U  рас-
Лестj

сматриваются операторы В  : D  Cl Н  —> Н , допускающие представление

В  = В0А , В 0 е а 2( Н )
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(здесь сг, (//) - идеал операторов Гильберта-Шмидта, действующих в гильбертовом пространстве

Н , с нормой || • ||9), причём существуют две ненулевые последовательности {^ -} , {/?; ^ , такие, 

что имеет место оценка:

lPA P,\\ ^c-ccr PtJ J  = \  2,...,

для некоторой постоянной с > 0.

Наименьшая из констант, удовлетворяющих этому неравенству, определяет норму в U .

П
Пусть 7г -  некоторое натуральное число, положим А и = l k >  F ( \ , 4 ) - проектор Рисса, постро-

А=1

енный по спектральному множеству А п.

Положим Ох = Oln = Р  ( А и, А )  = Рх + Р2 + .. .  + Рп , 02 = 02п = I  — 01п . Трансформаторы 

J „ '-U  —» U , Г п : U  —  ̂<Т2 (/ /) , 77 > 1 , определяются следующим образом:

Jnx = Q 1x o 1+o2x o 2,

Г  Х  = Г (1)Х  + Г (2)Х ,п  п  п  7

т>п+1 к=1 т=1 к>\

На операторных блоках РтХ ()РкА  трансформатор Г и определяется как решение уравнения

А Р  Y  —Y А Р  — Р  Y  Рjfl1т 0тк 1Отк к 1 т 0 к ’

удовлетворяющее условию

P Y  Р  = Yт Отк к Отк ?

где к > п  + 1, т < п  либо к < /?, т > п  + \. Для всех остальных значений т и к  полагается

г Д Л Л Л Л ) = о .

Т еорем а 1. Пусть п — натуральное число, такое, что
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т -1k>n+1

/ , ( 7/) = max т а х  2

\а, Г  0 1 а 1 +  / ? 2 а 2 | < г  |2| л| г 'к  т г 'т  к \ т \

( d is t ( a m, о- ,) )2
■ <  00 ,

у<и
I ' J- / \ [ I / -|̂А>и+1 CilStyTj, (Тк J J у>„+1 А̂=1

К к Л  1
dist ( а1

< оо.

причём выполнено условие

2 max { к  ( 77) ,  у2 ( 77) }  + у, ( 77) + у2 ( 77) < 1,

Тогда оператор А  —В  подобен оператору A —J nX  ( 77) ,  где Х *(п )  е  (/ имеет вид:
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(7)

Х ’и (n) + X ’I2(n) + X ’I(n) + X l 2(n), (6)

e d e X ; ( n )  = 0, X ' ( n ) Q l , i , j = \ ,  2, есть решение системы уравнений 

\ Х„ = Bt T X t  + Bi:, (, = 1, j  = 2) v (/ = 2, j  = 1),

\Х , = Ф , ^

где оператор I'], • U tj —>t/,; задаётся формулой

F„ ( Х )  = В „ Г Х - ( Т Х ) В М- ( T X ) ( B . r X )  + B t ,

By = Q jB Q j, i, j  = 1, 2, - блоки оператора В  e  If, являющегося возмущением оператора

А, допустимое пространство возмущений U  является прямой суммой четырёх замкнутых 

подпространств вида

U u = { Q , X O j , X ^ U } , i , j  = 1,2

Оператор преобразования подобия имеет вид I  + У „X  ( п ).

Т еорем а 2. Пусть операторы А  и B e U  таковы, что ух (и) —> 0, у2 (я ) —> 0 при 

п —> оо. Тогда, начиная с некоторого п(), оператор А  —В  подобен оператору

А - J  пХ  (/?), п > /?0, где X  (п) представим в виде (6), и Р ( А п, А )  — Р ^ А п, A  — B̂ j —>0 при 

п —> оо, причём

где Р  ̂  А „ , А  — В^ - проектор Рисса, построенный по спектральному множеству А„ опе­

ратора А  —В.

С ледствие. Пусть выполнены условия теоремы 2, тогда

( 1 - р (а п, а - в ) ) х - ^ р^
i>n+1

для любого фиксированного х е Я .

—> 0 при п —> оо

Основные результаты

Перейдём к исследованию основных свойств оператора L  : /.)(/.) d  Л2 [0, 2л-] —>Ь2 [0, 2л-],

задаваемого выражением (l). Методом исследования оператора L  является метод подобных опера­

торов, рассматриваемый в работах [1-16]. Представим его в виде Lx  = Ах — Вх, где А  порождается 

дифференциальным выражением А х = —X + X,

Z)(^1) = |jcgZ2[0,2^]: .X,ie C [0 ,2 ;r ] ,  х е Ь2\0,2тг\,



х(0 ) = х(2ж), i(0 ) = i(2;r)j,

с краевыми условиями (5) и

(B x)(t)  = x ( 2x ) a 0 (/)-.х(2;г)а1 (/), 1 g  [0,2;г], х  g  D ( A ) .  (8)

Оператор А  - самосопряжённый оператор с дискретным спектром, собственное значение 

которого Лц = 1 является простым, а остальные собственные значения Лп = IT + 1, П > 1, двукратны;

собственные функции оператора А, отвечающие этим собственным значениям, en(V)= .— ,
у2ж

e 2n - i  ( 0  = —7= cos ill, e2n (/) = —i= sin  /7/, n g  Л'', где N - множество натуральных чисел, образуют

ортонормированный базис в гильбертовом пространстве L2 [0, 2тг] (см., например, [l]). Положим

А 1 {п) = { \ , . . . , Л п}, Рп = Р ( \ ( п ) , А ) ,  Pj = P { X j , A )  - проектор Рисса, j  = 1, 2, . . . .

Применяя метод подобных операторов для исследования спектральных свойств оператора 

L x  = А х — Вх, мы получим следующие результаты.

Т еорем а 3. Оператор В : I ) ( /I) с  L2 [0, 27l\ —» Ь2 [0, 2я-], задаваемый соотношением (8), 

представим в виде

В  = В0А , (9)

где В0 g  <j 2  (Z 2 [0 ,2;г]) ( сг2 (Z 2 [0 ,2;г]) - идеал операторов Гильберта-Шмидта, действующих в 

гильбертовом пространстве Ь2 [0 ,2л-] ), »

| |е д Р ; I < а1[3] , 7, у' =  0,1, 2 , ,  (ю )

где - проектор Рисса, построенный по одноточечному множеству av = { /2 + 1 j ,

( = ( * ’ e2j-l ) е2у-1 + (*> в 2 j  ) е2у , j  Ф 0, (•, •) - скалярное произведение в Ь2 [0,2тг\),
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а о =■
Л  + \а"

2

/I _|2 I |2 1 _|2 | [2" 7  / I  _ .s in  . ^ .c o s  . ^ .s in  . ^ .c o s  I n  J  1 rs

' _ V O' 0; p i7 \aii ■> fij ~ ~  7 ’ > 7 — 13 2, . . . ,
 ........................................................  7 + 1

(11)
•ĵ  Z /I -ĵ  Z /i

— Г an ( t)dt; a '1 = — Г ax ( / W/;
^  о ^  0

— [ a0 ( t)sinitdt; a “ s = — Г a0 ( t)cositdt;
7Г * 77" J

/7Sm =  --0/ . _
^  о ^  0
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с Г = -
2tz" 2tz"

—  Г аг (t) sin itdt; a™s =  —  Г (̂t̂ cositdt.
ТГ " ТГ "

Т еорем а 4. Пусть для любых функций a(l и аг, принадлежащих гильбертову простран­

ству L2 [О, 2тг\ , для последовательностей величин у1 и уэ , определённых формулами

Л (п ) =
а.

Г г (« )=

п

max <

+ Е
т> 1

( , r + l ) I + а »Д«1(m2 + l)

|/Г
> 21 ' - ш

2

ч1/2

< 00,

2 п - \ п т> 1

o r ГП‘PJ +

j

\П2  ’— w f |

J

< оо.

выполнены условия:

lim /j (и) = 0, lim / 2 (и) = 0.
И—» со П—>со

Тогда спектр сг(Л — В ) оператора А  —В  представим в виде

a ( A - B )  = { j a n,
и>1

где <х;г, /7 > 1, - не более чем двухточечное множество, и пусть Яп - взвешенное среднее собствен­

ных значений из о п. Тогда имеет место оценка:

Хп - ( « ' + ! )  +

( - 1)
п + 1

1+ „  ( - 1  ) ' ш С

т> 1
2 2 п —т

- а ,

v W+1

ш>1

f - l Y  a cos4 ;„ ^  4  -0,„ ,OS ^  ( I f - C
“ On ?. ?.

да>1 w m>  1
V

2 2 п —т

<

пуп (//). а, а , а : а .

4 D ( n)

где D ( n ) = ( l —^  (п ) - у 2 (и )) —4^  (и )/ 2 (и ), и > 1.

Также справедлива оценка:

f  2л j  / 2л-
|   |  x(t)cosntdt

V o  ^  V о

cos nt —

\ ( 2л 
—  .x(7)s in 77fofr
^ I r,

sin nt

1/2

2/| («)

>/ Б (й ) +1 -  Зу  (и) -  y2 (n)
n > 1,



где Рп - проектор Рисса, построенный по спектральному множеству д п оператора А - В .

2  7Г 1 2  71

Здесь ct£j = —
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cos — ( 0 COS ai7 = ~  J ai ( 0 COS

2  2тг 2  2тг
-  «0 (7) sin jtdt; a™ = — £/, (/)sin jtdt, j  = 1, 2, . . . ,  - коэффициенты Фурье функций
77" » 77"

/7Sm =  --
°y _  ̂ ^

^  0 ^  0

Ci{] (/) и по системе собственных функций оператора Л.

Лемма. Для последовательностей Y\ 11 Y~> -> заданных формулами

(  „ I 1 I2 /}2 ..2 , /}2 ..2 I 1 I2 Л

* ( « ) =  Е Е

1/2

^ ш = 0 А -> п + 1  | А я; у

< 00, (12)

л (» )= "«  max I  .sup <». (>з)
[ [*->и+1 |̂ ; J у>и+1 [ t=1 | у “  а| J J

выполняются условия

lim ух (п ) = 0, lim / 2 (п ) = 0.
п —><х> и —>со

На основе приведённой выше леммы сформулируем утверждение, справедливое для рас­

сматриваемого оператора (i).

Теорема 5. Пусть функции е Ь2 [0,2л-]. Тогда, начиная с некоторого натурально­

го п,>, оператор А  —В  подобен оператору A —J nX  (я), п > п 0, где X  (п) представим в виде

(6), и ||р(А , ( п ) , А ) - Р ( А 1(п) , А - В ) ■ 0 при п —» оо.
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