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Аннотация. Приводятся формулы, связывающие решения различных дифференциальных урав­
нений с сингулярной особенностью в коэффициентах.

Resume. The formulas connecting solutions of various differential are given the equations with singular 
feature in coefficients.
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Пусть A  — замкнутый оператор в банаховом пространстве Е  с плотной в Е  областью опреде­
ления D(A). При fc > 0 рассмотрим абстрактную задачу Коши для уравнения Эйлера-Пуассона- 
Дарбу:

jj-

И " Cl J + — И ' Cl J = AVt (tj , t > 0, Cl J

У Со) = н„, u1 CD) = 0. (2)
Задача (1-2) исследована в работе [l], в которой необходимое и достаточное условия разре­

шимости сформулированы в терминах оценки нормы резольвенты R (А) и ее весовых производных. 
В работе [2] получен критерий равномерной корректности этой задачи, который, в отличие от [l], 
формулируется в терминах дробной степени резольвенты и ее невесовых производных.

Обозначим через Cn(7 , пространство п раз сильно непрерывно дифференцируемых при 

t ё / функцией со значением в ^  с  Е.
Определение 1. Решением уравнения (l) называется функция -и (£), которая при t > 0 два­

жды сильно непрерывно дифференцируема, при t > 0 принимает значения, принадлежащие D (A j , 

то есть, е С 2 П C(R+,D(A) ), и удовлетворяет уравнению (l).
Определение 2. Задача (1), (2) называется равномерно корректной, если существует задан­

ная на Е, коммутирующая с А операторная функция Р*(£; А} и числа М > 1, со > 0, такие, что для лю­

бого ил е D (A j функция У-. (£; является ее единственным решением и при этом 
|Y*Ct;A) II < М exp (bit), (3)
II У flit; A)u0 II < Mt expt cot} II Аи0. (4)

Функцию У-К(Ь-,А} назовем операторной функцией Бесселя (ОФБ) задачи (l), (2), а множество 

операторов А, для которых задача (l), (2) равномерно корректна, обозначим через С*, при этом С0-  

множество генераторов операторной косинус-функции С (t\ А') и (t; Л) = Г(£; Л).
В определении 2 и в дальнейшем используется обозначение 

К;.(it; = (7 i (t;A}uoy . По поводу терминологии см. [3] и [4]. Приведем некоторые свойства ре­
шений задачи (l), (2), которые понадобятся нам в дальнейшем.



(5)

Т еорем а 1 [2]. Пусть задача (1), (2)равномерно корректна, т.е., А е . Тогда А е то 
есть, эта задача равномерно корректна и для т >  к >  0, при этом соответствующая ОФБ 

Ym(t: имеет вид

У- (М >  -  + 1/2 W 2 -  t / 2,
где В {а, й) -  бета-функция Эйлера.

Теорема 2 [2]. Пусть задача (1), (2) равномерно корректна и Y-^t-.A) -  ОФБ для 

этой задачи. Тогда оператор А является генератором -  полугруппы T(t;A) и для этой полу­
группы справедливо представление:

П ‘; Л  = 2Т №/2  + 1/2) . 1**Ч/-{
Наряду с уравнением (l) при m > 0 рассмотрим возмущенное операторным коэффициентом 

В уравнение:
771

и (t} + — и (t) + = Au^t), t > 0. (7)

В статье [5] исследован вопрос о принадлежности классу корректности Gm оператора А — В в
случае, когда А е , а В — ограниченный оператор и установлено, что А — В е Gm, т >  к.

Теорема 3 [5]. Пусть для некоторого к > О А е &К,В -  ограниченный оператор, Yk(t-,A) и
В коммутируют. Тогда А -  В е Gn. для любого т > к. При этом:

, ( - 1 / 2 } дг+1Г№/2 + 1/2)^  В
Yt ( t ; A - E )  = Yk(t;A) +
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щ2\
(6)

Г (к/ 2 + 1 )ДАГ +■ 1/ 2)

х
Г1 /1 d \ N

J ^  ( j  —  ) (1 -  s V /2 / 2(1; к/2 + 1,2; ^ (s2 -  1 > / 4}Уж (> ; Л>йа

где JV -  наименьшее целое число, такое, что 2N > fc, Г (а) -  гамма-функция Эйлера, 1F1 (a; (1;у; z) -  

обобщенная гипергеометрическая функция, а ОФБ Ym{t;А — В~) при т >  к определяется через 

ОФБ Y-K(t; А -  В') по формуле (5), записанной для оператора А -  В.
Если ( - 5 ) ё Gp, то в работе [6] установлено, что замыкание оператора А -  В 

принадлежит Gm, т > k + р + 1 .
Т еорем а 4 [6]. Пусть для некоторого fc > О А е и (-Я ) е для

т > k + 1, А) и ~В) коммутируют на D = D(A) П D (Б), D = Е. Тогда замыкание опе­

ратора А -  В принадлежит Gm, и при этом:

В(к/2 + 1/2 ,т / 2 -  к /2}

X f  ^ ( 1  - 52) C™-i)/2 - 1^ tn_i _1( t V l  -  A  - в ) г * (Ъ ;Л )А г
Л

В общем случае суммы л операторов установлена следующая теорема.

Теорема 5 [6]. Пусть А, е Gk, к. > 0, j  = 1, ... ,п. Если при i Ф j  А щ А ,  коммутиру-

п _п п

D = D^A.) и D = Е, то замыкание оператора А = ^  Aj принадлежит для fc = ti — 1 4- ^  kj
j=L j=L j= i

и при этом:
тЛ—l i. _ л 2к~1Г(к/2 + 1 /2 )  f  Г Г  t  /  ч

Г (б;Л) = —    —  y- Yk- ( ty.\ А: ) dy,
П ”=1Г ( к . /2  + 1/ 2) ] Д 1 J/j t )

j -i
гдей  = i\y\ = 1, yv — ,yn > 0},
Теорема 6 [7]. Пусть e D (b), А = 0 и оператор В является генератором равномерно 

ограниченной Сй-полугруппы Т(£; £ ). Тогда при т < 1  функция 
а / 2)1-т г~ / ьг\

= П 1 / 2 - . п / 1 , 1
является единственным ограниченным решением уравнения (7), удовлетворяющим усло­

вию уЙ) = и,?.



Теорема 7 [7]. Пусть е D{b'),A = 0, оператор В е  Gp при некотором р > 0 и Yp(t;B') -  

соответствующая равномерно ограниченная ОФБ. Тогда при т < 1  функция:
1-П Е  I" Ж

= « 4/ 24 - 1/ 2.1/ 2 - « / 2 ) 1  УГ « ‘  + у П ^ » - % < у . В ^ , Л у  

является единственным ограниченным решением уравнения (7), удовлетворяющим усло­
вию уЙ) =

Уравнение (7) естественно называть абстрактным сингулярным ультрагиперболическим 
уравнением. Известно, что, задача Коши для ультрагиперболического уравнения некорректна. В 
зависимости от операторов А и В для уравнения (7) может быть корректна как задача Коши (гипер­
болический случай, см. теоремы 3 -  5), так и задача Дирихле (эллиптический случай, см. теоремы 6, 
7), поэтому для выделения единственного решения уравнения (7) требуется различное задание до­
полнительных условий. Отметим, что вопросы разрешимости и корректности конкретных ультраги- 
перболических уравнений исследовалось раннее в работах [8-и].

В дальнейшем мы хотим получить явные формулы для решений ультрагиперболического 
уравнения в более общих случаях, чем в теоремах 3, 4, 6 и 7.

Учитывая теорему 1, при т > fc > 0 введем в рассмотрение функцию
г 1

и СО = I яй(1 - s z;£ )y A(£s;>Ou0dj, (9)

с подлежащей определению операторной функцией IV(£; В) и выясним, какому уравнению она удо­
влетворяет.

Отметим, что при В = 0, А е  и А = 0, (—£] е Gm_k_1 равенство (9) превращается в формулу
(5) сдвига по параметру из теоремы 1.

Вычислив v (t), v ( 0  и Av(t), после элементарных вычислений получим: 
т г 1

и"(£> + — и ft) - A v ( t )  =  |  s*+1( l  -  s2} (m_t_l)/2№y( f V l  - -т2; B ^ C te ;  A ^ d s  +

+ — f  s ft(l -  52)Сш-й-1>/2 w  ('tvl l  - s 2;B) 7д(£я;Л)и0̂ я +
£  ̂D

+ [  (1 -  lV rr [ t 4 1 - s : ; B ) Y-^ts; A)uDds =

= + 1 -  (tv'l - s :; в) Ji)uj*=5 +

J  s ft(l -  s 1)t™-№ - 1 (tyjl - s : ; ™ ^  ]  W  (tyj 1 Yk(ts-,A)u0ds . (10)

Из (ю ) следует, что если в качестве VI/ (£) = И̂п_й_1(£) взять решение уравнения 
7П - к - 1

vr СО + - - - - - - - - wT СО  +  В ъ г ( 0  =  0. ( 1 1 )
то определяемая равенством (9) функция и(£) будет решением уравнения

и"С0 +  7  WC0 +  в в (0  =  М О  +  К О -  (12)
где
F(It) = l i m (т)£й_тУ4(£)и,и. (13)

Таким образом справедлива теорема 8.
Теорема 8. Пусть для некоторого к >  О Л е &к, т > к и _]_(£; В) -  решение уравнения

(и ). Если ' Л) и В) коммутируют на О = D(A) П D(B),uD е D, то функция

” Ю = B (t/ Z - n / 22 m/ 2 - t / 2 )  /„ 5 ,(1  “  П 0 » ;Л М *  ( 1 4
является решением уравнения (12) и удовлетворяет условию г*(0) =

В заключении отметим, что если в равенстве (13) предел справа равен 0, что, например, име­
ет место для (—В) е -й- i  (см. теорему 4), то определяемая равенством (14) функция v(£) удовле­
творяет однородному уравнению (12) или, что то же самое, уравнению (7).

Работа А.В. Глушака выполнена при поддержке Российского фонда фундаментальных 
исследований, грант № 16-01-00197 А-2016
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