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Аннотация. В работе рассматриваются специальные обобщенные многообразия Кенмоцу первого 
рода, получена полная группа структурных уравнений, подсчитаны компоненты тензора Римана- 
Кристоффеля на пространстве присоединенной G-структуры, доказано, всякое SGK-многообразие I рода 
является либо многообразием Кенмоцу, либо пятимерным собственным (т.е. не многообразием Кенмоцу) 
SGK-многообразие I рода. Рассмотрены контактные аналоги тождеств Грея для данного класса многообразий. 
Доказано, что SGK-многообразие I рода является CR2 - или CR3-многообразием тогда и только тогда, когда оно 
является многообразием Кенмоцу, а SGK-многообразие I рода, являющееся (^-многообразием является 
трехмерным многообразием Кенмоцу.

Resume. In this paper, we consider special generalized manifolds Kenmotsu first kind, received the full 
group of structural equations, calculated components of the Riemann-Christoffel tensor in the space of the associated 
G-structure, proved every SGK-manifold of type I is a manifold Kenmotsu or five-dimensional proper (i.e. not a 
manifold Kenmotsu) SGK-manifold of type I. We consider analogues contact Gray identities for this class of 
manifolds. It is proved that SGK-manifold type I is CR2- or Ci?3-manifold if and only if it is a Kenmotsu manifold and 
SGK-manifold of type I, which is Cflj-manifold is a three-dimensional manifold Kenmotsu.
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Введение

Пусть (М2п+1,Ф, cf,?7, g  = (■/}) -  почти контактное метрическое многообразие.
В 1972 г. Кенмоцу [l] ввел в рассмотрение новый класс почти контактных метрических 

структур, характеризуемых тождеством
vx (o )y  = - г](у ) ф х -  {х , ф у )^,х , у  е х ( м ) .  (1)

Эти структуры являются нормальными, но не являются ни сасакиевыми структурами, ни косим- 
плектическими структурами [2]. Такие структуры возникают на нечетномерных пространствах Ло­
бачевского кривизны (—1). Структуры Кенмоцу получаются с помощью конструкции косого 
(warped) произведения Сп Xf R в смысле Бишопа и О’Нейла [3] комплексного евклидова простран­
ства и вещественной прямой, где /(t) = се1 (см. [l]). Более того, всякое конформно-плоское много­
образие Кенмоцу, а также всякое локально-симметрическое многообразие Кенмоцу локально эк­
вивалентно многообразию Кенмоцу такого типа [1]. В данной работе мы придерживаемся терми­
нологии принятой в монографии [2].

Из тождества (l) легко следует, что [2]
V *(T l)r  =  (X, Y) -  rj(Y)rj(X)-, X, Y 6  Х ( М ) .  (2 )

В самом деле, применяя оператор Чх к тождеству Ф2 = —id + г)®̂ , получим, что
УХ(Ф )(Ф У ) + Ф 0 7*(Ф )У ) = V*(J7) 0 0 ? + V(Y)VX ,̂ или, с учетом (l) (ФХ, Ф¥)$ -  г](У)Ф2Х = Vx (rj)(Y)^ +

mailto:olga.ishchenko.88@yandex.ru
mailto:aligadzhi@yandex.ru


rj(Y)Vx Поскольку (Vx .f, f) = ^ ( ( f ,  О) = имеем, что е L, и, поскольку L r M  = {0}, Vx (r|)7 = 
(•ФХ,ФУ) = (X,Y) -  r](Y)r](X))X,Y £ X(M).

Положив в тождестве (l) Y = X, получим 
Vx (0 )X = -Т1(.Х)ФХ;Х e X(M). (3)

В полученном тождестве сделаем замену X -» X + Y (поляризация по X], тогда получим: 
Vx ( 0 ) 7  +  Vy( 0 ) X  =  - Т ] ( У ) Ф Х  -  Г ] ( Х ) Ф У ] Х , У  Е  Х (М ). (4)

Определение 1 [4]. Класс почти контактных метрических многообразий, характеризуе­
мых тождеством (4), называется обобщенными многообразиями Кенмоцу (короче, GX- 
многообразиями).

Тождество (4) на пространстве расслоения реперов над М  примет вид:
фj,k + фi j  = - v ^ j  -  v M -  (5)

Расписывая эти соотношения на пространстве присоединенной G-структуры, получим:
Предложение 1. Компоненты ковариантного дифференциала структурного эндоморфиз­

ма GX-структуры на пространстве присоединенной G-структуры удовлетворяют следующим соот­
ношениям:
1) Фод =  Фь.о =  Ф|о =  2) Ф°о =  Ф .̂о =  0; 3) Ф *а =  - Ф “Б =  - л Р 1  е  4) Ф * е  =  Ф|с =  0; 5) Ф“ь +
Фь%  =  0; 6) Ф“ 6 +  Ф аБ о  =  0; 7) Ф°>ь +  Ф° а =  0; 8) Ф° 5 +  Ф°ь д  =  0; 9 ) Ф°а Б  +  Ф°Б а  =  0; 10) ф £ь +

Ф { а  =  0; И )  ф £fi +  Ф { а  =  0.

Предложение 2. Интегральные кривые векторного поля с GK- м н о го о б р аз и я являются 
геодезическими.

Д оказательство : так как 0 = 0  = (д(Х ,() -  g(V^X -  = g{X,V^), где -
производная Ли в направление вектора £ то интегральные кривые векторного поля с являются 
геодезическими.

Согласно Предложения 1 первая группа структурных уравнений GX-многообразий на про­
странстве присоединенной G-структуры примет вид:

1) da) = Fabo)a А шь +  F abo)a А шь -, 2) do)a = 
—в ь А шь + СаЬсшь А шс — ^ Faba> А шь + 8£а> А шь; 3) da>a = в ь А шь +  СаЬсшь А сос — ^ Faba> А шь + 

8^0) А Шь ,
(6)

где
Саъс = V po ac. СаЬс = _ ^ ф а с. Ctabc] = с аЬс. ^  = ^  = CQbc; F“b = лРТФ°,5; Fab =

-л Р 1 Ф ° ,ь ; Fab + Fba =  0; Fab + Fba =  0; F“b =  Fab.
(7)

Из (6) следует следующее Предложение.
Предложение 3 [4]. Если СаЬс = СаЬс = 0 и Fab = Fab = 0 , то GX-многообразие является 

многообразием Кенмоцу.
Предложение 3 дает примеры GX-многообразий.

Специальные обобщ енны е м ногообразия Кенмоцу первого рода

Наиболее интересные геометрические свойства почти контактных метрических многообра­
зий появляются, когда применяются дополнительные ограничения. Поэтому представляет интерес 
изучить частные случаи обобщенных многообразий Кенмоцу. В работе [4] выделены два типа спе­
циальных обобщенных многообразий Кенмоцу.

В данной работе мы рассмотрим специальный тип GX-многообразий, выделенных в работе
[4] и названный SGK- м н о го о б р аз и я м и I рода. Напомним это определение.

Определение 1 [4]. GX-многообразия для которых СаЬс = СаЬс = 0 называются SGK- 
многообразиями I рода.

З а м еча н и е. Согласно Предложения 3 SGX-многообразия I рода, для которых Fab = Fab = 
0 являются многообразиями Кенмоцу.

Тогда первая группа структурных уравнений SGK- м н о гоо б р аз и й I рода примет вид [4]:
1) da> = Faba>a Aa>b + F aba>a A a>b; 2) da>a = —6b A a>b — ^ F aba> A a>b + Sb a> A u>bm, 3) da>a = 6 b A a>b —

■^Fabo)Ao)b + Sba>Ao)b, (8)
где __

Fab = ^ i  Ф°,Б; FQb = -A P I  ф°ау, Fab+ F ba = 0; Fab + Fba = 0; F“b = Fab (9)
Стандартная процедура дифференциального продолжения первой группы структурных 

уравнений (8) дает следующую теорему.
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Теорема 1. Полная группа структурных уравнений С! К- м н о гоо б р аз и й I рода на простран­
стве присоединенной G-структуры имеет вид:

1) da> = Faba>a А шь + F abo)a А шь ) 2) da>a = —0Ь А шь — ^ Fabo) Л %  +  Sb a> А шЪт, 3) da>a = 0 Ь А шь —

1 Fab0) Л й Ч  3*0) А шъ; 4) d9g = - 0 “  Л -  ^ F adFbc)  шс A a)d -  SgFcda)c A a)d + SgFcda)c A

5) dF“b + Fc4 “ + F ac0cb = - 2F abo>; 6) dFQb -  Fcb6Qc -  Fac0cb = - 2Fabo>. (lo)
При этом имеют место следующие тождества:

1} palbpccl] = 0; 2) ра[ьры] = 0; 3) S[bFcd] = 0; 4) gaFcdi = Q (ц)

Теорема 2. Всякое SGK- м н о го о б р аз и е I рода является либо многообразием Кенмоцу, либо 
пятимерным собственным (т.е. не многообразием Кенмоцу) SGK- м н о гоо бр аз и е м I рода.

Д о к а за т ел ьст во . Рассмотрим равенство (11:3), т.е. SbFcd + S'aFdb + SdFbc = 0 . Свернем 
полученное равенство по индексам а и Ь , тогда получим:

(п -  2)Fbc = 0 . (12)
Если Fbc = 0 , то согласно Предложения з многообразие М  является многообразием Кенмоцу. Если 
же Fbc Ф 0, то п = 2, т.е. dimM = 5 . □

Пусть М  -  SGK-многообразие I рода. Вычислим компоненты его тензора Римана-Кристоффеля 
на пространстве присоединенной G-структуры. Для тензорных компонент формы римановой связно­
сти имеем следующие соотношения на пространстве присоединенной G-структуры [l]:

1 )б |  =  2) в «  =  - £ ± ф « ^ ;  3)е„“ =  ^ Ф „ > ';  4 ) б “ =  - Я Ф “/ ;

5) 0° = 6) 0° = уГЛФ^О)1-, 7) 0} + б/ = 0; 8) 00° = 0 . (l3)
Соотношения (13), с учетом Предложения 2, для SGK-многообразий I рода на пространстве 

присоединенной G-структуры примут вид:
l ) 6fi“ = i F “ *<u; 2 )0 ba = i F Qbw; 3) б “  =  -  F aba>„; 4) 0 d = Sba>b -  Faba>b-, 5) 0° = Fabo>b -
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.   1  r r i h  n \  r\n  1

J b 2 '  u  2
. r\ дО —  c a b ... _  s ; a , , b8 ba>b] 6)0°d = F abo)b - S ^ b.  ̂ ( 14)

Дифференциальное продолжение уравнений ( 14) дает:
1 1 1  1 

1) d0g = - ~ F cb0? А ш - - F ac0 b АШ +  —F abFcdO)c A 0)d +  - F abF cdO)c A 0)d,

- 1 1 1 „ 1
2) d e b = 2 РсьваЛ ш  + ~ F ac0b AM + - F abFcdo)c Aa>d + - F abF cdo)c Aa>d;

3) d0g = —0b А шь +  F cb0 “ А шь +  F acFcb + Sb J а) Л a)b — —F ab0) A a)bm,

4) d 0 d = 0 b A a)b — Fcb0 ca A a)b — ^ Fab0) A a)b + FacF cb + S b ĵa) A a>b;

5 )d0° =  - 0 b A a>b +  Fcb0 ca A a)b +  ^ Fab0) A a)b — FacF cb + S b ĵa) A a>b;

6) = 0b A a)b — F cb0 “  A a)b — F acFcb + S ^ a ) A a ) b +  i F abo) A a>b. (15)
Вторая группа структурных уравнений римановой связности имеет вид [l]:

d0- = —0 lk А 0- + ^R-klo)k А ш1, ( 16)

где {й ]и} с  С°°(ВМ ) -  компоненты тензора Римана-Кристоффеля. Расписывая эти соотношения на
пространстве присоединенной G-структуры с учетом ( 14), получим:
1) d 6gQ =  - ± F cb0? А ш — \ F ac0 b Аш +  +  ^ 5 " )  шс А шй +  (Д?с<г +  5cbF “ d -  5 “ F M )w c A +

+  F ^ CF ^ )  a>c A a>d +  Д?0сш А и Ч  Д?0с.ш Аш с;

2) d 0 “ = \Fcb0 ca A +  iF QC0bc Л Ш +  g  Rtcd +  FQ[cF,b|d])  <dc A a)d +  ( й “с<г +  5QdFbc -  8 dFac)o>c A a)d +

5ь ])  " с  Л a>d + RZocO) А шс + R%oea> А шс;

3) d0g = - 0 £  A 0)b +  F cb0 “  A wb +  ^Robc^ b A fflc +  Доьс"Ь Л " с  +  ̂ о Ь с шь А +  (й ^оь +  \ F acFcb)  ш А

" Ь + (Дооь ~ \ раЪ) ш Ашъ,

4) d 0 0й = 0 b А а)ь — Fcb0 ca A 0)b +  ^Ribcd)b А шс + R$b£a)b А а)с + ^R%B£<*)b Ашс +  ( f i “og +  ^FQCF cb)  A +

( д о о ь - ^ а ь ) " Л ш ь; (17)

5) d0° = - 0 b А шь +  Fcb0a A a>b + -R ° bca>b A шс + R°abew b А ы с + ~R°b^Mb A a>c +  +  “ ^ ь )  ш A +

(< 0 6 - ^ a c F cb) ^ A ^ b;



6) йв°а = в ъ Л -  F cbe “  Л 0)b +  lR°abc0)b Л И )Ч  R lb6Mb А Шс +  \RlbcMb а +  (д90Ь -  \FbcF ca) ш Л 

" Ь + К б + ^ аЬ) " Л Шь;

7) d8£ = - в “  Л бьс +  g f i£ cd -  5[“F|b|d]) <dc Л a>d +  (Д “сй +  «  -  FbcF “ > c Л a>d +  g  Д “гй -  

F “[c<y^ <uc л a>d + Rb0ccn Лш с + Rb0(CH Л <uc;

8) d e l  =  - d 6 b =  в ьс Л 0QC +  ( i f i f cd -  F a [ c S bd ] )  c j c A c j d  +  (Rlcd -  «  +  FqcF m )w c A <Dd +  (± д£гй -

Fb[c5d] )̂
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A u>d + Д?0СШ Л й Ч  RloeM Л <uc.
Сравнивая (9:4), (15) и (17), в силу линейной независимости базисных форм, имеем, что 

существенные ненулевые компоненты тензора Римана-Кристоффеля имеют вид:
1) Дооь = FacFcb + 5bQ; 2) R“cd = —SbFcd, 3) Д“с<г = A?c -  FbcF“d -  S?S«; 4) Rabcd = FabFcd -  2S?cSby

(18)
Таким образом, доказана следующая теорема.
Теорема 3. существенные ненулевые компоненты тензора Римана-Кристоффеля SGK- 

многообразия I рода на пространстве присоединенной G-структуры имеют вид:
1) RSob = FaCFcb + С  2) R̂ cd = -S^Fcd> 3) Rabcd = A% -  FbcFad -  S?S«; 4) Rabcd = FabFcd -  2S?cSbd].

Аналоги тождеств Грея тензора римановой кривизны SG-КГ-многообразий I рода

Контактными аналогами тождеств А.Грея R1,R2 и R3 кривизны почти эрмитовых многооб­
разий для тензора римановой кривизны являются тождества кривизны CRlt CR2 и CR3 для почти 
контактных метрических многообразий:

СДХ: (11(ФХ,ФУ)Фг,Ф]/\?) = {R(<t>2X,<t>2Y)<t>Z,<t>W)-,
CR2: {R(<t>X,<t>Y)<t>Z,<t>W) = {R(<5>2X,<5>2Y)<5>Z,<5>W) + (R(Ф2Х, <PY)<P2Z, <$>W) + ^ (Ф 2Х,ФУ)Фг,Ф2ШУ, 

CR3: (fi(0 X ,0 7 )0 Z ,0 M/) = \^{Ф2Х,Ф2¥)Ф2г ,Ф 2ШУ,Х,¥,Z  e X(M).
Назовем S GK- м н о100б p аз и e I рода, обладающее тождествами CRU CR2 и CR3, соответствен­

но, CRlt CR2 и  CR3 -  многообразием.
Исследуем эти тождества.
Теорема 4. Пусть S = ( ,̂т],Ф,д = (у)) -  AC-структура. Тогда:

(1) S = (<f, г], Ф, д = (у)) структура класса CR1 тогда и только тогда, когда на пространстве присоеди­
ненной G-структуры Rabcd = Rabcd = Rabcd = 0 ;
(2) S = 0f,?7, Ф,g  = (■/}) структура класса CR2 тогда и только тогда, когда на пространстве присоеди­
ненной G-структуры Rabcd = Rdbcd = 0 ;
(3) S = (<f, ?],Ф, g = (у)) структура класса CR3 тогда и только тогда, когда на пространстве присоеди­
ненной G-структуры Rabcd = 0.

Доказательство данной теоремы проводится аналогично доказательству соответствующей 
теоремы для почти эрмитовых многообразий [2].

Теорема 5. SGX-многообразие I рода является CR3 -  многообразием тогда и только то­
гда, когда оно канонически конциркулярно многообразию Сп х R, снабженному косимплекти- 
ческой структурой.

Д оказат ельст во. Пусть S GK- м н о гоо б р аз и е I рода является CR3 -многообразием, тогда 
согласно Теореме 4 и (18), имеем fiabcd = - 5 “Fcd = 0 . Свернем это равенство по индексам b и с, то­
гда nFcd = 0 , т.е. Fcd = 0 . Согласно Предложения 3 SGK- м н о гоо б р аз и е I рода является многообра­
зием Кенмоцу. Поскольку многообразие Кенмоцу является SGK- м н о гоо бр аз и е м I рода для которо­
го Rdbcd = т0 учитывая Теорему 5.2 [l, стр. 424], можно сказать, что SG-K-многообразие I рода 
является CR3 -многообразием тогда и только тогда, когда оно канонически конциркулярно много­
образию Сп х R, снабженному косимплектической структурой. □

Теорема 6. S GK- м н о го о б р аз и е I рода является CR2 -  многообразием тогда и только тогда, 
когда оно является CR3 -многообразием.

Д оказат ельст во. Поскольку для SGX-многообразия I рода Rbcd = 0 , согласно Теореме 4 
SGK-многообразия I рода являющееся CR2 -  многообразием является CR3-многообразием. Но по­
скольку CR3 э  CR2 э  CR±, т о  SG-K-многообразие I рода являющееся CR3 -  многообразием является 
CR 2-многообразием. □

С учетом теоремы 5 теорему 6 можно сформулировать следующим образом.
Теорема 7. SGX-многообразие I рода является CR2 -  многообразием тогда и только то­

гда, когда оно канонически конциркулярно многообразию Сп х R, снабженному косимплекти­
ческой структурой.

Теорема 8. SGK-многообразие I рода является CR1 -  многообразием тогда и только тогда, ко­
гда оно является трехмерным многообразием Кенмоцу.
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Д оказат ельст во. Согласно теореме 4 почти контактная метрическая структура является структу­
рой класса СЙ, тогда и только тогда, когда на пространстве присоединенной G-структуры Rabcd = 
Rabcci = Rabcci = 0- Тогда согласно теореме 3 SGK-структура I рода является структурой класса CR1 тогда 
и только тогда, когда на пространстве присоединенной G-структуры: 1) Rbcd = - S bFcd = 0 ; 2) R~cd = 
FabFcd -  2S?cSbd] = 0 . Как бьшо показано выше выполнение равенства Rbcd = S £ F cd = 0 влечет, что 
SGK-структура I рода является структурой Кенмоцу. Рассмотрим равенство RBcd = FabFcd — Щ З ЬЛ] = 0. 
Свернем это равенство сначала по индексам а и с, а затем по индексам b u d ,  тогда получим FabFab = 
п{п — 1). Так как Fab = 0, то п(п — 1) = 0 , т.е. п = 1 . Таким образом, SGK-многообразие I рода являю­
щееся класса CR1 является многообразием Кенмоцу размерности 3.

Обратно, поскольку для трехмерного многообразия Кенмоцу имеем, что Rabcd = Rabcd = 
Rabcd = 0 , то оно является SGK- м н  о l o  о б р аз и е м I рода являющееся CR1 -  многообразием.
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