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Аннотация
Устанавливается априорная оценка решения задачи Дирихле для линейного дифференциального 
уравнения высокого порядка с двумя вырождающимися эллиптическими операторами, позволяю­
щая исследовать однозначную разрешимость этой задачи.

Abstract
A priori estimate of the solution of the Dirichlet problem for a linear differential equation of high order 
with two degenerate elliptic operators is established, which makes it possible to investigate the unique 
solvability of this problem.

Ключевые слова: вырождающиеся дифференциальные уравнения высокого порядка, задача Ди­
рихле, априорная оценка решения.
Keywords: degenerate differential equations of high order, the Dirichlet problem, a priori estimate of the 
solution.

Введение

Дифференциальные уравнения с обращающимся в нуль коэффициентом при стар­
шей производной не вписываются в рамки стандартной теории обыкновенных дифферен­
циальных уравнений и давно привлекали внимание широкого круга исследователей. От­
дельные виды таких уравнений, например, обыкновенные дифференциальные уравнения 
Эйлера, Бесселя и др., подробно и глубоко изучены. Обзор уравнений с неотрицательной 
характеристической формой, которые, в частности, включают вырождающиеся диффе­
ренциальные уравнения второго порядка в частных производных можно найти в [1]. По 
данной тематике отметим также работы [2 -  6], появившиеся в последнее время. Подроб­
ная библиография работ по вырождающимся эллиптическим уравнениям высокого поряд­
ка содержится в [7]. Однако и до настоящего времени для вырождающихся дифференци­
альных уравнений в частных производных высокого порядка определенные моменты раз­
решимости исследованы не полностью.

Из теории регулярных эллиптических задач известно, что эти задачи устойчивы по 
отношению к младшим членам входящих в формулировку задач операторов. Аналогичная 
ситуация возникает, если к вырождающемуся эллиптическому оператору порядка 2т при­
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бавить вырождающийся эллиптический оператор порядка 2р < 2т с не меньшей скоростью 
вырождения. Если же к такому оператору прибавить оператор порядка 2р с меньшим по­
рядком вырождения, то полученный оператор уже не будет подчинённым по отношению к 
исходному, и доказательство разрешимости граничных задач для суммы операторов тако­
го вида становится нетривиальной задачей.

В настоящей статье в пространствах типа Соболева с весом устанавливается апри­
орная оценка решения задачи Дирихле для дифференциального уравнения высокого по­
рядка с двумя вырождающимися эллиптическими операторами, позволяющая в дальней­
шем исследовать однозначную разрешимость этой задачи.

Постановка задачи

В полосеD = [0,d]xRn рассмотрим задачу Дирихле для дифференциального уравне­
ния высокого порядка, содержащего два вырождающихся эллиптических оператора также 
высокого порядка и с постоянными коэффициентами

L2m(DaM yp ( x , y )  + L2p(DpM yp ( x , v )  = F{x,y% (1)

U(d,  у) = 8xU(d, у) = ••• = 8 T lU(d,  у) = 0, (2)

где р <т -  натуральные числа, ц = (ц1,...,ц„) -  мультииндекс,

^ > a- A > (* .y )  = ^ а Л У 1 У С ( х . у ) .  1 2> р. / ) > ( х .у )  = ^1к.1У1ГС(х.у) .
j+|n|<2m 7+|ц|<2р

D^U(x,y) = d^ ■■■dy"U(x,y), DJU(x.y) = i j a ( x ) d x( ja{x )U (x.y))[ a(x) e C2m\0,d\  a(0) = 0, a (x )> 0

при x > 0. Аналогично D a определяется оператор I){, .
Коэффициенты ам (/' + |ц| < 2/и). bju_ (/ +|ц| < 2р) -  действительные постоянные числа.
Условие 1. МногочленыZ2m(x.^Z2 (т.^) положительны при любых (т. с) е Rril.

ос(х  ̂ осГх̂Условие 2. Пуст lim—— = 0, a (x). B(x)eC2"[0,rf], а функция ш(х) = — — такова, что
■'̂ °+ р(х) р(х)

wpl((m-p\ x ) e C 2p[0,d].
Введём в рассмотрение функциональные пространства, в которых будет доказы­

ваться априорная оценка, а затем и разрешимость граничной задачи (1), (2).
Обозначим через H ^ f p{D) пространство функцийU{x,у) e L 2(D),  для которых коне­

чен квадрат нормы

= Z  J K 1 + \ t f ) m~j \DJM x A i  dxd^ + S  f  }(l + \ ^ Щ и { х Л ) \  dxd%,

где г/(х,£,) = F T_  ̂[с/(x,у)] = |[ / ( х ,у ) е х р ( - /^ ) ф  -  преобразование Фурье функции U(x,v) <e L2(D)
—00

по переменной y^R„.
Наряду с задачей (1), (2) рассмотрим задачу

L2j D a& i { x £ )  + L2p (dp4 / ( x ^ )  = /(*,!&  (3)
u(d,Q = dxii(d,£,) = • • • = = 0, (4)

полученную из задачи (1), (2) после применения преобразования Фурье FV̂J-] по пере­
менной у eR„.

Через FH;'"fp{D) мы будем обозначать пространство образов Фурье по переменной 
у е R„ функций из пространства Н 2̂ 2р ( D ) .
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Априорная оценка

Лемма 1. Пусть выполнены условия 1 и 2. Тогда для функции и(х,^) е РН1”̂2р (D), яв­
ляющейся решением задачи (3), (4), выполнена оценка

,7 lP( I'lbp-Jn 11 П П
Z l 1 + N 7  ^  + Z l 1 + N 7  I\DPU(XM  d x< cx\ \ f { x ^ ) \ d x ,  (5)
'=0 О j=°  0 0

с постоянной Cj>0 не зависящей от м(х,£) и / (х.£) е FL2(D).
Доказательство. На функциях v(x) е Ь2 (0, d) определим (см. [7]) интегральное пре­

образование Fa по формуле

K V](T) = jv(x)exp - /хj"~ ~ ~  ,аХ • (6)a(s)
dx

Преобразование К. обладает (см. [7]) следующими свойствами:
да d

а) —  J |Fav|' dx =J |v|' dx (равенство Парсеваля),
—-Л О

б) для функций v(i-)eCf [0 i] , удовлетворяющих условиям 
vul) = dxv(d) = ■■■ = д>' v(d) = 0 , справедливо равенство [/•,, ( i y \ ) \ x )  = хр [/•;, у](т).

Поскольку функции класса C2m+p[0,d] плотны в H;m{0,d)(cM. [8]), то в дальнейшем, 
не ограничивая общности, будем считать, что u(x.i) е C2'v+p[Q,d\ при почти всех

Умножим уравнение (3) на функцию ;7(х,^)и проинтегрируем полученное равен­
ство по х е (0, d ) . В результате получим

(L2m (Da , О, «(*, У) + {L2p (^р , Ф ( Х> О, «(*, &)=(/(X, Q, М(Х, ̂ )),
d

где скалярное произведение определено равенством (/(х,£,),г/(х,£,)) = J /(х,£,) й(х,£,) dx .
О

Из перечисленных ранее свойств интегрального преобразования (6) дляs<m выте­
кает

U

( d > ( x ,  £,), и(х, £,)) = J £>>(х, £,) ?7(х, £,) dx = J г*  [iy/](x, £,) [1\,и\(т. £,) dx
О - о о

и, следовательно,
{L2m {Da , Q  «(*, £)) + (Ь2р (Dp , ̂ )/(Х, О, М(Х. £)) =

00 00

= \ L2,AX*C\FA  di+ \ Ь 2Р^ Л \ р ^ и \  dx = ( f { x ^ \ u { x ^ ) ) .  (7)
—00 —00

Заметим, что из условия 1 вытекает (см. [9]) справедливость неравенств 

|Z2m(T.q>M(l + | |̂2 +|т|2)". |А Д т .ф м (1  + | |̂2 +|т|2)Р.
поэтому из (7) получим оценку

+ + + ' \ \Щ и(.хЛ ) \  dx<
<=О 0 j=° О

< М Х j ( l  + |^|2 +|т|2) \Fai i f d x + M 2 j ( l  + |£f + |т|2 ̂  \Рри\  dx<c0|( /(x , £,), г/(х, £,))). (8)
—00 —00

Теперь для доказательства априорной оценки (5) достаточно в (8) воспользоваться 
очевидным неравенством

|(/C*\^«C*\£))| ^ s(l + |£,|2) J|z/(x,£,)|2dx + , C(s\  J |/(x ,^ )|2dx
11 + Ш  0

и выбрать о < е < — . Лемма доказана.
2
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Лемма 2 [10]. Пусть v(x) eC J[0,J]. Тогда при любых e>(X0 <m<s справедливо 
мультипликативное неравенство

|K 'v(*)|„ < ^ 1 K v ( x ) | |o + с ( г -  + s - |v ( x ) | |o (9)

d

где ||v(x)||  ̂ = J|v(x)|2rfx, C > 0  не зависит от v(x) и s .
0

Следствие 1 [10]. Пусть v(x)eC2”[0,rf|. Тогда при любых е>(Х 0<s <2т^&Яп спра­
ведлива оценка

(l + v (x | + + |^Г|Их)Ц: , (10)

где с > 0 не зависит от v(x) и s .
Лемма 3. Пусть 0<к<2т и Эта(0) = Эт(3(0) = 0. Тогда для любой функции 

м<х) е С2'" '|(Ы | справедливо тождество
к—1 к

DpDaw(x) = DaDpw(x) + Z ,V/ (x)DJaDpMix) + (x)£>>(x),
j=0 j=0

где функции Sj (x) и Q* (x) зависят лишь от функций а(х) и (3(х) и их производных, при­
чём ^ (0 ) = 0*(0) = 0.

Доказательство леммы не представляет больших трудностей и проводится по ин­
дукции.

Для дальнейших оценок введём в рассмотрение функцию cp(x) e C"[0:J] равную
d  3  dчислу 1 при 0 < х < — и равную нулю при —  < х < d  . Обозначим через (х. £,) = ср(х)м(х,£,),

через ч-, (х. с) = (1 — ф(х))//(х. 1) и рассмотрим скалярное произведение (l)^"u(x. i). I)2pu(x.l)). 
Лемма 4. Пусть м(х,Е,) е FH; ’̂ lp ( D ) . Тогда справедливо представление

d  _________________

( d > ( x .  $), Dlpu(x, о )  = I D T D fa  (x. § 1  + J{th (x, &  щ (x. ̂ )) + j  (x. %) (x, Q dx  +
0

d  ________________

+ j( i ix (x, £,), u2 (x, £,)) + J u2 (x, £,) u{ (x, £,) dx + j( i i2 (x, £,), u{ (x, £,)) +
0

J 2
+ f a 2'" (x)p2p (x)| dn; pu2 (x, £,)Г dx + J l (u2 (x, £,)) + r (u 2 ( x , £,)), (11)

dt  4

где для 2  < i  +  j  < 4

d    d  _____________

j ( u i( x ^ l i i j ( x ^ ) ) = j D p (x, £,) D piij (x, £,) dx -  J D *"DP ui (x, £,) D p iij (x, £,) d x ,

Д(н2(хД ))= £ ( - 1 Г / ) > 2(х ^ ) ^  'Dlpiij(x,%)

Jl(u2(x,^))= J 2 ] 5 > 2(x,^ )J x,
d  / 4 n + v < 2 (m + p )- l  

jj,<w+ />, v<m+/>

<I>|IV (x) -  некоторые ограниченные функции. При этом для любого е > 0 имеют место оценки
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[/?(м2(х,^))| < s | | э 2'”г/2(х,£,)| dx + c(s) ||г/2(х,£,)|~ d x , (13)
d / 4  d / 4

d  2 ^  2 ^
\JX (г/2(х, £,)))< sj"|.D2m!/2(x,£,)| dx + sj"|.Dp^/2(x,£,)| dx + с(е)||г/2(х,£,)|~ d x . (14)

0 0 0

Доказательство. Запишем очевидное равенство

( d > ( x ,  S), t f pu(x, q )  = {р2™щ (X , О, ЯР2Ч  (X , q )+  ( d > ,  (X , О, ( X ,  Ф  ( d > 2 ( x ,  &  /)р2Ч  (x, ̂ ))+

ф 1 тщ(хЛ\Б1Рщ(хЛ)). (15)

Интегрируя в ( 1 5 )  по частям, для 2  < /  +  j  < 4  установим соотношение

{ Z ) > ,  (х. §  'D l % { x , Q  dx = j  D ^ u ,  (x. Я 'н /х Д )  dx =
0 0

d  ________________
= j D”D%tit(x&) D"Dpiij(x,Qclx + j{iiXx,Q,iij(x,t,)), (16)

0
где j{tti (x, E,), Uj (x, введены в (11).

Оценка (12) вытекает из лемм 2, 3 и элементарного неравенства, справедливого для в > О
d  d  d

|ср(х)\|/(х)й&с < s j^ x )]*  Jx + c(s)j|\|/(x)|"' dx . (17)
0 0 0

Рассмотрим далее скалярное произведение Интегрируя по
частям, получим

{ р Т и 2 (*= О ,  Щ Y l l 2 (*= О )  =  J d T Pu 2 (*= Q  ° Г РЦ Y u 2 (*= О  d x  +  r (u 2 ( х , £ , ) ) ,  ( 1 8 )
d / 4

где r (u2(x,E,)) определено в (11). Поэтому оценка (13) для r (u2(x,E,)) вытекает из извест­
ной теоремы о следах [11].

Интеграл, стоящий в правой части (18), преобразуем к виду

ГD™+Pun (х,Q D™ FDpPiin (х,Qdx = fa2"1 (x)p2̂  (x)d™+pu0 (x,£,) d™+pu0 (x,£,)dx + (un (x ,£,)) , (19)
d / 4  d / 4

причём для введённого в (11) ^ (и 2(х,Е,)) справедлива оценка (14).
Таким образом, из (16), (18), (19) вытекает представление (11). Лемма доказана. 
Лемма 5. Пусть выполнены условия 1 и 2. Тогда при любом в>0 для функции 

г<(Х£) <b F'h I’i-2p(D') , являющейся решением задачи (3), (4), выполнена оценка

\Dtfu{x,Zj[Q < s||D >(x,!;)|[ + c(e)\\f(x,E)fo, (20)

с постоянной с(е) > о , не зависящей от u(x,E,),f(x,E,) ■

Доказательство. Умножим скалярно уравнение (3) на п~ри(х,£,). После элемен­
тарных преобразований будем иметь

«2т,о j D ;au(x,  £,) DpPu(x, £,) dx + b2pSS J |D 2pu(x,  £,)| dx = J f ( x ,  £,) D 2pu(x ,£,)<*-
0 0 0 

d    d

X  a J ^ \ D i u { ^ ) D l Tu{xX)dx-  £  ^ \D ^ u (x ^ )D ^ u ( x ^ )d x .  (21)
0<у+|ц|<2т о 0<у+|ц|<2̂

j * 2 m  j ^ 2 p

Для оценки слагаемых, стоящих в правой части равенства (21), применим след­
ствие 1 и неравенство (17). С помощью элементарных оценок получим
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D lPu{x,^)dx + b2p 0\D lPu{x,^)\a < + с(е 1)||/(л:,0 |  ̂ + е 1||/)р2рг<(л:,о|

+ C(Sl) Y j (1 + |C ) H||^ a“ (-Ŷ ) | |o +S l | N P“ (-Ŷ t  +C(Sl) Y j (l + | ^ r ) l N » ( X̂ ) |0<y+|fi.|<2w j l̂m 0<у+|ц|<2Рj 2̂p

^ 3 El| |D ^ « ( x ,0 |[  + c (8 1| / ( x ^ ) | | o  +4D;’"u(x, ^ 1  + 8 | | ^ M( x ^ ) |[  + q ( 8 ,8 1)(l + |^|2)r,”||M(x ^ ) |o  +

'1 (e= S1 )(i + Щ2 JP |»<x Olio • (22)+ c.

Выбирая в (22) е1 > о достаточно малым и применяя оценку (5), доказанную в лем­
ме 1, установим неравенство

а 2т,0 R e ( O a  ”М( Х’ Щ Р и ( Х ,  Q )  +  ~ ^ 2 р , 0  Ц -^р ( Х- ^ ) ||д  -  5 | ^ а  ”М( Х^ ) | [  +  С 2 (8 ) | / ( Х’ ^ ) |д  • (23)

Используя представление (11), а также неравенства (12) -  (14) и (5), из (23) выво­
дим оценку

\D;pi t ( x ^ o < s|Z )>(x,Q [ + Ci \D:D;ih{x£)D':D;ih {x£)dx + c I

Чтобы завершить доказательство леммы 5, достаточно заметить, что подынте­
гральное выражение в правой части последнего неравенства

D : D pUl{x£)  D : D pu2 (х£ )  = D ’”D p(q>(x)u(x£))'D'”D pu(x £ )  -  (q>(x)u(x£)\

содержит произведения производных от функции м(х,£.) только до порядка т  + р < 2т  и 
поэтому сам интеграл, с учётом элементарного неравенства (17), может быть оценен сле­
дующим образом

\D:Dpih{x£)D:Dpii2{x£)dx
d / 4

< s |Z )> (x ,d r+ C(s|/(x ,Q |[.

Теорема. Пусть выполнены условия 1, 2 и F(x,y )eL2(D). Тогда для функций 
Ф ^ ) е ж у р(Д) и fj(X.y)(E являющихся соответственно решениями задач (3),
(4) и (1), (2), выполнены априорные оценки

(24)
7=0 ■ Щ2 } т J \\DM X’ ь)|[ + Z  I1 + |bf ) P J s)|[ c\\f(x,  ̂ )|[ ,

>=0

с постоянной c> О не зависящей от и(х.%). J\x.%). iJ(x.y). 1<\х.у).
Доказательство теоремы вытекает из лемм 1, 5 и следствия 1. Действительно, из 

уравнения (3) оценим |Д;"'ы(х,^)|о. Имеем

\ К « м \ 1  < Y h +\ ^ T к + Ё (1+1^гГ А|К м(х^)|1о+ \ \ f M t ) -

Для оценки слагаемых, стоящих в правой части последнего неравенства, применим 
следствие 1 и леммы 1,5. Получим

\D;m» (х ^ )|[  < 8||Ц Г u ( x , d [  + c (8) | | / ( x ^ f  . 

Выбирая в (26) в > 0 достаточно малым, выводим неравенство

(26)
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которое вместе с (5), (10) и (20) приводит к оценке (24).
Оценка (25) вытекает из неравенства (24) после интегрирования его по е, е  R n  и тео­

рема тем самым доказана.
Работа выполнена при поддержке Российского фонда фундаментальных 

исследований, грант № 16-01-00197.
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