
НАУЧНЫЕ ВЕДОМОСТИ ' I Серия Математика. Физика. 2017. №6 (255). Выпуск 46

МАТЕМАТИКА
У Д К  517.95

З А Д А Ч А  С  И Н Т Е Г Р А Л Ь Н Ы М  У С Л О В И Е М  Д Л Я  У Р А В Н Е Н И Я  Д Р О Б Н О Й
Д И Ф Ф У З И И

A  P R O B L E M  W I T H  A N  IN T E G R A L  C O N D IT IO N  F O R  F R A C T IO N A L  D IF F U S IO N
E Q U A T IO N

Ф .М . Л о с а н о в а  
F .M . L o s a n o v a

Институт прикладной математики и автоматизации, Россия, 360000, г. Нальчик, ул. Шортанова, д. 8дА 
Institute o f Applied Mathematics and Automation, 8gA, Shortanov St, Nalchik, 360000, Russia

E-mail: losanovaf@gmail.com

Аннотация. В данной работе рассматривается нелокальная краевая задача с интегральным условием 
для уравнения дробной диффузии. Доказана теорема существования решения исследуемой задачи.

Abstract. In this paper we consider a nonlocal boundary value problem with integral condition. The theorems 
of existence and uniqueness of the problem are proved.
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В вед ен и е

Дифференциальные уравнения с частными производными дробного порядка являются 
обобщением уравнений с частными производными целого порядка и имеют не только огромный 
теоретический интерес, но и большое практическое значение. Такие уравнения могут выступать в 
качестве математических моделей, описывающих различные процессы, в том числе в средах с 
фрактальной структурой [l], [2].

В области Q = {(х. v): 0 < х < х.О < у < / } евклидовой плоскости независимых переменных 

(х,у) рассмотрим уравнение

V. V! -  £>„“ 11{Х,Ц) = f{x,y), (1)

а < 0, 

а  = 0,

п -1  < а  < п, п е N

-  оператор дробного интегродифференцирования (в смысле Римана-Лиувилля) порядка а  
[1, с. 9], Г(а) -  гамма функция Эйлера, 0 < а  < 1 .

Уравнения вида (l) как с дробной производной Капуто, так и с дробной производной Рима- 
на-Лиувилля исследовались ранее многими зарубежными и отечественными учеными. В работе 
[3] для уравнения (l) рассматривались первая краевая задача в прямоугольной области, задача 
Коши и краевая задача в бесконечной области, а в [4, с. 104] методом редукции к системе уравне­
ний меньшего порядка построено решение задачи Коши и первой краевой задачи для уравнения

A d>  (*=>') =

1
j -

у(х,Г|)й?Г|
r ( - a ) ° ( y - r i ) “'
u{x,y\

dy" ■

mailto:losanovaf@gmail.com


(l). Также в работе [4, с. 115] построено общее представление решения уравнения (l) в прямоуголь­
ной области, решены основные краевые задачи и найдены соответствующие функции Грина. Для 
обобщенного уравнения (l) с младшими членами доказан принцип экстремума в работе [5].

Краевые задачи с интегральными условиями для параболических уравнений, в том числе с 
дробной производной, исследовались в работах [6] - [9].

Решение и(х,у) уравнения (l) назовем регулярным в области Q , если У  " / / ( х . у ) е  ('(о), 

и(х,у) имеет непрерывные производные до 2-го порядка по х , d^~1u(x, г|) - непрерывную произ­

водную по у в области Q .
В работе исследуется следующая задача.

В области Q требуется найти регулярное решение и =и(х,у) уравнения (1), удовлетворяющее 
следующим условиям:

lim /У'. »(х.г|) = т(х), 0 < х < оо , (2)
.у—>0 у

00

I к ( х ,  у ) м ( х ,y )dx  =  у ( у ) , 0 < у  < Т , ( з )
О

где т(х), \|/(у), К(х.у) -  заданные достаточно-гладкие функции.

Без ограничения общности можно считать, что f(x,y) = 0 , т(х) = 0 . Действительно рассмот­
рим задачу

ил, (*= V) -  Dl\V{x, Т1) = f ix ,  V), (4)

lim  ,D“ -1u (x ,r |)  = т ( х ) ,  0 < х  < со, (5 )
у—* О У

ф .> ’) = 0. о <у<Т. (6)

Тогда решение задачи (4)-(6) имеет вид [3]
оо у  00

и(х, у)  = I G(x, v, | , 0 ) т -  }  | ti)g(x, у ^ л \ ) сГс, с1г \ .
О 0 0

Искомое решение ищем в виде ti(х. у) = и (х. у)+и(х. у),

” w С > 0  — .D "л, г7 ( а- , т!) = 0, (7)

lim  (х , г|) = О, (8 )
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j  к(х, у)и (х, y)dx = vj/(v), 0 < у  < 7\ (9)

оо

где vj/(v) = v(.v)- JK(x,.v)u(x,.v)a'x.

Таким образом задача (i)-(3) эквивалента задаче (7)-(9).
Поэтому далее будем рассматривать следующую задачу.

В области Q требуется найти регулярное решение и=и(х, у) однородного уравнения

" '  V. л-) -  £>„“  и(х,г\) = 0, (1)

удовлетворяющее следующим условиям:

lim  D ^ u ( х ,r|) = О, 0 <  х  <  оо , (2 ) ’
у—> О У

оо

| к(х, у)и (х, y)dx = у ( у ) , 0 < у  < Т , (з)’
О

где M'G’) , К(х. у) -  заданные функции.

Т ео р ем а сущ ествован и я . Пусть К ( х . у ) е  с (о ) , К , ( х . у ) е  г(о ), K(0,y) S О,

j-yx-i у (у )  /1 limn»-1 ^О-') _п
0v K(0,y) 1™ D°V К (о, у) ~~
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причем К (х. I’) = о
(  ( 
ехр

v v
-рх- и K v(x,v)=o

(  (
ехр

V V
- рх- некоторая положительная кон­

станта. Тогда существует регулярное решение уравнения (i) ’ в области Q , удовлетворяющее 
краевым условиям (2) (з) и представимое в виде

o . v - r i ( .V -  r i ) ' x
ф(лУл- (10)

где q>(v) = D?vg(v), a g(y) -  является решением интегрального уравнения Волыперра 2-го рода

где G (v,.v-')=  л/ '

Д оказат ельст во.
Используя представление решения задачи (ю ) с условиями (з) и и(().у) = ср(у) для одно­

родного уравнения (l) [3, с. 38] и удовлетворив условию (9), получим
Ю 'X V 1 (  у

J k ( x ,  v)m(x, v)dx=  J k ( x ,  y ) j  ^
0 0 o .v -r | ^ ( v - л )

ф(л ]dr\dx = y(v)

здесь e^(z) -  функция типа Райта [4, с. 22]. 

Перепишем (и) в виде

J Ki (v. ri)cp(ri)c/n = vk(v) ,

где
со 1

К 1 (v- л) = J К (x. у)------
0 v - r i

dx.

(И)

(12)

(13)

Уравнение (12) является интегральным уравнением Вольтерра l -го рода с ядром К , (у. л) и 

правой частью 'к(>) •
Проинтегрировав (13) по частям, получим

К1 (v, л) = к (°- .v)^ r M  + ^  * e‘l“Г“ ( Х У К  ̂  У^Х'Д а )  „  ̂ ( v - л )

Подставим К, (у,п) в (12)

ф(лУл +|ф(л)К2(к у - лУ л =v(v),
о Д а ) J

где К 2 (V, v -  л) = J (v -  л Г ‘ <с К v (х, y)dx.
( v - л Г

к(о, у)Оо7 ф(у)+|ф(л)к 2(к v -л У л  = v(v) • (14)

В силу формулы дробного интегрирования функции Райта [4, с. 26], второе слагаемое в левой ча­
сти уравнения (14) можно записать в виде

} ф(л)К2 (v, v -  лУл = } ф ( л К ;к 3 (v, v -  лУл = J К 3 (.V, у  -  tp~? cp(t)dL (15)

где K 3(v.у~л) = J"
1

( v -л )" ' Ч  ( v -л ) '
K v(x, y)dx.

Далее обозначив g(y) = D0 “cp(y) с учетом (15), равенство (14) перепишем в виде

К(0, v)g(v)+|K3(v, y-t)g(t)dt = \|/(у).
О

Так как по условию К(0, у) S 0 , то соотношение (16) принимает вид

g(y)+ 1 к 4 {v,y-t)g(t)dt = ^ ( v ) ,

(16)

(17)



где К (v у - А = КзЬ ’ У -*)  ш (у)=
Д 4lb> ’  К.(0, v) ,ЧМЯ К.(0, v ) '

Уравнение (17) является интегральным уравнением Вольтерра 2-го рода. Из теории инте­
грального уравнения Вольтерра второго рода известно [ю , с. 227], что для любых функций 
K 4(v ,v -f)e  C(D) и 'К,O’) — / |0 .7 | существует единственное решение #(v)e 1\0.7'| уравнения (17) и 
выписывается в виде

У

ё(у) = Vi (v)-  }R(v j )\\i1 {t)dt,
О

где -  резольвента ядра К 4(v. y -t) .

Учитывая условия теоремы, накладываемые на Ч'О’) и на К{х,у), получим что

ф(у) = -Оо“,£ (у).
Теорема доказана.
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