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Аннотация. В данной работе рассматриваются нелокальные краевые задачи для уравнения смешан­
ного типа третьего порядка с кратными характеристиками в области ограниченной отрезками заданных 
прямых. Ставится задача - определить функцию, обладающую определенными свойствами и удовлетворяю­
щую определенными граничными условиями. Доказывается существование единственности решения постав­
ленной задачи.

Abstract. In this paper, we consider nonlocal boundary value problem for a mixed-type equation of the third 
order with multiple characteristics within the domain bounded by given line segments. We state the problem to de­
termine function with specific features that satisfies certain boundary conditions. The existence of solution unique­
ness to the stated problem is proved.

Ключевые слова: определить функцию, граничные условия, относительно коэффициентов уравне­
ния, справедливо равенство, путем дифференцирования, в результате преобразований.

Key words: to define the function, border conditions, regarding the coefficients of the equation, true equali­
ty, by differentiation, as a result of reforms.

Рассмотрим уравнение

o= s

a* +  Ul (X> J ’) ' ,  +  a 0 (X-> У ) 1 ~ 11 у ■' У  > 0-'

f  d a d Y  д2и д2гЛ
a  —  + /?—  — ^ ------  ̂ , >><0

1 &  И д у 1 дх2 dy2

(1)

в области Q , ограниченной отрезками A A 0 , A 0 В 0, B 0 В  прямых x = о, у =h, x = 1, соответ­

ственно, и характеристиками AC: х + у = о, ВС: х -  у = 1, уравнения (l), при у<о выходящими из то­

чек А(о;о), В(1;о). Пусть Г2+ = С 1гл {у > О), Q, = Q, ГЛ (у < О), = г(л'), Uy (х,0) = v ( x ) .

Задача 1. Определить функцию и(х, у), обладающую следующими свойствами: 

1) 2) u(x,y) -  решение уравнения (2.1.1) в

Q + u Q _ , 3 )  u { x ,y )  удовлетворяет граничным условиям:

и (о,у) = (рх (у), и(1, у) = (р2 (у),

и А ^ у ) - и А 1’ У ) = ( р А у \ 0

ди
и\

А С
=  ц/1 ( 4

дп
= ц/2 (х), 0 < х  < 1  /2 ,

(2)

(з)
А С
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где(рх (у), <Р2 (у), ^з(у) и у/ ! (х), у/2{х) -  известные функции, причем

( у ) е С 1 [0,h\ (рхз( у )е С [0 ,h\ щ ( х ) е С 2[0,112], щ2( х ) е С 1 [о, 1/2 ], (рх(о) = у/х(о ).

Относительно коэффициентов уравнения (l) в дальнейшем предполагается, что

а. ,(х,у), ал(х,у), а1х( х ,у ) е С ( П 1), а ,/3  = co n st, ос2 + f i 2 Ф 0. 

Вначале рассмотрим случай, когда сс = 1, /? = 0  .

У > 0,
Пусть г/(х,у) =

и ( х ,у \  у <  0.

(4 )

Тогда любое решение уравнения (l) в области f l  при у ф о представимо в виде [l]

U2{x ,y ) = и2{х ,у ) + а>2(у\
где и 2(х, у) -  регулярное решение уравнения

^2,, -  Щуу = 0 , У < 0 , (5)

СО 2 О О -  дважды непрерывно дифференцируемая функция, причем без ограничения

общности считаем, что Сд2 (®) =  ' (0 ) =  0 .
Очевидно, что функция

V2 (х, у) = f  {х + у ) + /2 (х -  у )
является общим решением уравнения (5), а следовательно, из (4) находим:

U, : О ,  У) = f i ( x  + у )  +  / 2 (*-> > )+  (у )  •
(6)

Удовлетворяя (6) условиям (3), а также условию ^2 v (^ ’ ^ ) = ^ O'-)  > приходим к следую­

щей системе относительно f 2( x ) , e o 2 ( x) :

ru 2( x , y \ Ac = v A x \

д и 2( х , у )  I

дп
A C = [//  2 ( 4

и 2у

Решая систему (7), находим

(х ,0 )=  f ( x)

(7)

,/lo)= JV:'■v f  + л + i x с
- -------- 7=
2 )  2 2 V 2 J  v

\dt

f

/2

0 ) = Wx f^ -j -  /1 (0) -  | V 2 №  -  f { o>

a% W = - r  f '/72 O M  -  2 / ;(o >
V 2  Jn

Подставляя найденные значения искомых функций /j (л'), /20 ) и <У20 ) в общее реше­
ние (6), находим

и .(х,у) =
Х + У

+ V i
х - у 1

¥ ' {0 )- ^ 2  !  '
¥2 

о v~2) +



х-У
х+7 Л  -у 1 2 Х+У
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2 л_гл 1 1 у
—j= J* \j/2 (t)dt + —j= J* \j/2 {t)dt — j= J* \j/2 (t)dt + |  v(t)dt
y Z  0 y Z  0 v Z 0 0

(8)
Справедлива следующая

I n ^Лемма l. Если г/9 = U.
\ AC dn

= 0, то для любого решения задачи 1 в области О  _
АС

справедливо равенство
/

/ = j  z(t)v(t)dt = 0,
о

(9 )
где Х\тих{х,у) = т{х\ lim ии (х,у) = v (x).

у -> + 0 У ~>+о

Доказательство. При 1//] (х) = 1//2 (л') = 0  из представления (8) имеем
х+у

и2(х,у) = \v{t)dt,
о

откуда
.V

, (х, О) = J v(t)dt = г(х).I I 2 \

Путем дифференцирования из последнего соотношения находим

п

Вычислим теперь интеграл вида
/

/ = J z(t)v(t)dt.
о

(И)
С учетом соотношения (ю ) имеем

/ = J г = j  T(t)r'(t)dt = ^  ' = Г ^  Г ^  •
0 0 I I

Но в силу условия согласования г(о) = (рх (о) = 0 , г(/) = (р2 (о) = 0 , откуда получаем (9).
Далее займемся исследованием вопроса о поведении интеграла (и) при предельном пере­

ходе из области Г2+ на линию у  — 0 . Здесь справедлива следующая

Лемма 2. Пусть коэффициенты а0( х, у)  и (х ,у)  уравнения (l) таковы, что 

2а0 (х, О) Ф ct\ (х, О) и выполняются равенства

lim их (х,0)и1хх (х,0) = 0, lim //, (х,0)г/1та (х,0) = 0 (12)
х-Н -0  х->1- 0

Тогда равенство (9) может иметь место в том и только в том случае когда г(х) = 0 .

Доказательство. Переходя в уравнении (l) к пределу у  —> +0 , получим фундаментальное 

соотношение между функциями и2(%, О) = г(х) и и2у (х, О) = v(x)  следующего вида

r " ( x ) + a 1(x ,o )r '(x )+ а 0 (х,о)г(х) = v(x). (13)

С учетом однородных граничных условий, соответствующих условиям (2) из (13) находим 
I I I  I

I  = J z(x)v(x)dx = J т(х)т"'(х)йк + J а х{х, о)г(х) z'{x)dx + \а0(х ,6)т2 (x)dx =
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7 ' ' ( Т2(Х\Л '
г(х)г"(х)|о -  J z'{x)r''{x)dx + Jах(х, 0)d  ------  +Jа0 (х, 0)т2(x)dx ■■

о
/

т (х)

О V

J г'(х)ь/(г'(х)) + °л г2 (х)| о -  — j а[ (л-, О) г2 {x)dx + \aQ (х, 0) г2 {x)dx 
п 2 I 2 п о

/
J [2 а0 (х, О) -  а[ (х, 0)]r2 (x)dxг ' 2 ( о ) - г ' 2 ( / )  ал(1, I 1

' о2 2 2 ;

I I
—j [2а0 (х, О) -  а[ (х, О)]г2 (x)dx. (14)

' о2 ;

Из равенства (14), в силу условия 2а0(х ,6)^  и\(х, О) леммы 2 равенство (9) может иметь 

место в том и только в том случае, когда г(х) = 0 . При этом из соотношений (ю ) и (13) получаем, 

что и v(x) = 0  . При этом из формулы (8) следует, что и2 (х, у ) = 0  в области D _ . С учетом того, 

что г(х) = 0, а также с учетом однородных условий, соответствующих граничным условиям (2), в 

области Q + приходим к следующей задаче

и\ххх +  Ф > У ) и\х + % { ^ у )и 1 - и 1у = 0 ,  (15)

/1( 0 ,^ ) = 0 ,  Mlx (0 ,^ ) -M lx (/ ,^ ) =  0 , ?/l(/,j;) = 0, (16)

/1(х,0) = 0. (17)

и.

и ]

Справедлива следующая
Теорема 1. Задача (15) -  (17) имеет только тривиальное решение, И\{х, у) = 0  в Г2+ .

Методом от противного, доказываем, что и ( х ,у ) =  0  в области Q , откуда вытекает един­
ственность решения исследуемой задачи 1.

Докажем теперь существование решения задачи1, когда а 0 (х, у ) = const = Я, ал (х, у ) = 0 .  

Переходя в уравнении (l) к пределу при у  —> +0 , получим

t '"{x ) - v {x ) + Ят{х) =  0 . (18)

Соотношение между г(х) и v ( x ) , принесенное из гиперболической части П  на линию
у=0, имеет вид

= (19)

Исключая из равенств (18) и (19) v ( x ) , получим двухточечную нелокальную краевую зада­
чу для обыкновенного дифференциального уравнения третьего порядка со спектральным пара­
метром

тт(х )~  т'(х) +Ат(х) = р ( х ) , (20)

г(0) = <рх (0), г(/) = (р2 (0), г'(0) -  т\1) = сръ (0), (21)

где р {х)  = -)//,' (х / 2) + 0)\ {х 17) .
Решение задачи (20), (21) существенно зависит от расположения корней характеристиче­

ского уравнения

к ̂  -  к + Л = 0 , (22)
соответствующему однородному уравнению

т"'(х)~ т'(х) + Ат(х) = 0. (23)
Введем обозначение

а Л2 1



Известно [2], что уравнение (22) имеет один действительный и два комплексных корня, ес­
ли S  > 0  . Оно имеет три различных действительных корня, если S  < 0 . При S  = 0  все три корня 
действительны, причем два из них равны.

Теорема 2. Пусть выполняются условия
А 0 = -2ch 2kl + k l(1 -  3kl) + (l + 3 Ф 0 , если S  = 0 ; (25)

A 1 = { K - ki t e 'ki + e ,[kl+k2))+(ki ~ ki t e 'ki + e ,[h+h))+
+ (k3 -  kx ^ е1к> + e 1(kl+h ’) *  0 e a m S <  0; (26)

A 2 = 2shal(b co sb l -  3a sin b l) - b e ~ 2al Ф 0, если S  > 0 , (27)

где к  = | Л, k t = 1,2b, k 2 = - 2 ,4 b -  1,0 4 л/] - / r ,  k 3 = 2 ,4 b + 1,0 4 л/1 - 6 2, a = й  + ^

b = л/з(м + v )l2 , и = —  + и  = —  при S  = 0 , S < 0  и a = (l / y/J^sin 2cp,

b = ctgcp при S  > 0  , тогда задача (20), (21) разрешима, притом единственным образом.

Рассмотрим теперь случай, когда а0(х, у ) Ф const, а1{х ,у )ф  0 , а  = 0, /? = 1 .

Положим, что
Mi (^,0) = Л (х), иху (х,0) = уг (х ), (28)

и 2(х,0) = т2(х), и2у (х,0) = v 2 (х), (29)

тогда условия согласования принимают вид Тх (0 ) = (рх (0 ), тх (/) = ср2 (0 ),

т[(0) -  т[(!) = сръ (0), т'2 (0) + v 2 (0) = Л р ,  (0).

Воспользуемся тем, что любое регулярное решение уравнения (l) в области П 2 представи-

в виде и 2 (х, у) = и(х, у) + С0(у) , где и(х, у) -  регулярное решение уравнения L v = v rr -  v vv = 0 ,

а (О (у) -  дважды непрерывно дифференцируемая функция, которую можно подчинить условию

< у (о )  =  '(О )  =  0  .

Пользуясь общим представлением

и 2(х, у) = F l (x + y) + F 2( х - у )  + со{у) 

решения уравнения (l) в области f l  , находим, что решение уравнения (l), удовлетворяющее 
условиям (3), имеет вид

и 2(х, у) = F 1 (х  + у) + ц/х ^  j  + 1  /->/2 JjV2if /2)dt -

- 2 . v

- 1  / л/2 j V 2 (t 12 )dt -  (x + > ^ '( 0 ) -  F x (0 ).
0

Отсюда получаем функциональное соотношение между Т1 (х) и V1 (х) в виде

=£(-*)>
(3 0 )

где ^ (х)=  ^ j'(x/2 )+  42\f/ 2{х 1 2 ) -  л/2^2(о).

Переходя к пределу в уравнении (l) при у  +0  , получим соотношение между тх (х) и Ух (х ) :

г ^ ) -  Vi {х) + ал (х,о)г'(х) + а0 (л^о)  ̂(х) = 0. (31)

По условию задачи, т'2 (х) = т[ (х) = г'(х), уг (х) = v2 (л-) = v ( x ) .
Тогда, учитывая граничные условия (2), приходим к нелокальной двухточечной краевой 

задаче для обыкновенного дифференциального уравнения третьего порядка
r m(x) + (a1(x ,0 )- l) r '(x )  + a 0(x,0)r(x) = g (x), (32)
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г(°) = <рх (О), г(/) = (р2 (О), г '(о) -  г'(/) = (ръ (О). (33)

Справедливы следующие леммы.

Лемма 3- Если и(х,—х ) = 0 , — (лг,—лг) = 0  , то для любого решения уравнения (l) имеет
дп

место неравенство
л;

J  = \ r 2( t y 2(t)d t> 0  при любом X G М -
о

Доказательство. Действительно, если (//, (х) = 0 , )//2 (х) = 0 , то < (̂х) = 0 . Используя 

Т2(х) — v2(x) = <^(х), получим

J  = ^T2(t)v2(t)dt = ^ ^ - > 0 . (34)
о 2

Лемма 4. Если а[(х,6) — 2а0(х,0 ) > 0  и

lim г/(х,о)/хх (х,о) = 0, lim и(х,o)/xv (х,о) = 0, (р] (о) = <рп (о) = <ръ (о) = 0, то для любого
х —»+0 х —>1-0

решения уравнения (l) справедливо неравенство
л:

J  = |  тх (t)dt < 0  , Vx g  M -
0

Доказательство. Из равенства

г^ х ) -  Vj (х) + ал (х,0)г'(х) + а 0 (х,0)гх (х) = 0
имеем

/ /

,/ = J* г, (t)y] (t)dt = |  г, (х^г^х) + ал (х,0)г{ (х)+ а 0 (х,0)г, (х)]с/х.
о о

В результате простых преобразований будем иметь

J  = - —\ (a[-2a 0)r l(x )d x -—{T[2( l ) - т[2(о))= f(а[(х,0)-  2а{)(х,0))г2(x)clx < 0 ,
2 0 2  2 0

(35)
так как т'(/)= Г^О). Сравнивая (34), (35) заключаем, что J  — 0  или, с учетом вида правой 

части (34), имеем тх (х) = г 2 (х) = 0.

Доказывается [1=3 ] следующая

Теорема 3. Пусть ?/(х, у ) -  решение в области Г2 однородной задачи 1. Тогда ?/(х, у ) = 0  в Q . 

Опираясь на найденную функцию г (х ) , в области Г2 приходим к задаче 2.

Задача 2. Определить решение в области Q  уравнения (l) при у  > 0 , непрерывное в 

замкнутой области Q  + и удовлетворяющее граничным условиям (2) и ?/(х,0) = г (х ) .

А  в области решаем задачу 3. [4 ,5]

Задача 3. Определить решение уравнения (l) в области П  при у  < 0 , непрерывное в

замкнутой области Q_ , удовлетворяющее граничным условиям (3) и ?/(х,0) = г(х).

Опираясь на все проведенные доказательства, имеет место

Теорема 4. Если ^ ( v ) e  С '[ 0 ,й ]  <р2(v). (p3{ v )e  С [0 ,й], )//,( х ) G ( ' 2[О,/ / 2 ],

^ 2( x ) g C 1[0,//2], ci0(x ,y \  cix(x ,y \  (рх{0) = ^ ( 0 ) , сс ,Р  = const, ,

а 2 + р 2 ф о , А  (у) ^ 0 , то существует единственное решение задачи 1.
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