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А н н о та ц и я
Исследовано двумерное уравнение, содержащее произведение частных производных любых порядков. С по­
мощью метода разделения переменных получены псевдополиномиальные решения этого уравнения, которые 
выражаются через полиномы от независимых переменных и функции одной переменной, которые либо оп­
ределяются как решения некоторых обыкновенных дифференциальных уравнений, либо являются произ­
вольными. Доказана теорема, позволяющая на основании известного частного решения данного уравнения 
получить новое семейство решений.

A b stra c t
There is investigated two-dimensional equation containing the production of partial derivatives of any order. Pseudo­
polynomial solutions of this equation have been received with the help of variables separation method. These solu­
tions are expressed through the polynomials of independent variables and the functions of one variable which either 
define as the solutions of some ordinary differential equations or are arbitrary. There is proved the theorem which 
allows to receive a new family of solutions on the base of known particular solution of the given equation.

К л ю ч е в ы е  сл о ва : дифференциальное уравнение, частная производная, разделение переменных, псевдопо- 
линомиальное решение.
K e y w o rd s : differential equation, partial derivative, separation of variables, pseudo-polynomial solution.____________

Введение

В настоящее время известно достаточно много работ, посвященных нахождению полино­
миальных решений для уравнений в частных производных. В большинстве из них изучались ре­
шения такого типа для линейных уравнений [1-4]. При этом существенный интерес представляют 
нелинейные уравнения, в том числе содержащие произведение частных производных. Так, в ра­
ботах
[5 "91 изучались решения нелинейных уравнений, содержащих произведение степеней частных 
производных первого порядка. Целью данной работы является исследование псевдополиномиаль- 
ных решений двумерных уравнений в частных производных, содержащих произведение частных 
производных любого порядка. Псевдополиномиальными будем называть решения, выражающие­
ся через полиномы от независимых переменных и функции, которые либо определяются как ре­
шения некоторых обыкновенных дифференциальных уравнений (ОДУ), либо являются произ­
вольными.

1. Постановка задачи

Рассмотрим класс двумерных уравнений относительно неизвестной функции l l(x ,  у  ) , со­
держащих произведение частных производных:

К Я
= А * М у ) .  СОП

k=1 дхщ ду’
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Здесь Д х ) ,  g ( y )  -  некоторые заданные функции, а УПк ,У1к удовлетворяют условию:

щ  + W A. > 1 ,

при всех к  Е И, где — =  {l , . . . ,  АГ } — множество значений индекса к .
Уравнение (i) имеет семейства решений, которые будут приведены в следующем разделе.

2. Основные результаты

Теорема 1
1. Пусть 777, 77 £  N  — такие, что для каждого к  Е И имеет место одна из двух ситуаций:

т < тк. п > пк, (2)

либо

т > тк, п < п к. (3)

При этом оба подмножества ^  CL а ,  d  а  значений индекса к , для которых вы­
полняются условия (2) и (з) соответственно, предполагаются непустыми.

Тогда уравнение (l) имеет следующие решения:

и ( х , у )  =  Р т ( х ) Г  ( у )  +  О п ( у ) Х  ( х ) , (4)

где Р т (х) ,  О п ( у  ) -  полиномы степеней М. Y1 с произвольными коэффициентами, а функции 

X (х ), Y ( у ) являются решениями следующих ОДУ:

П ^ (” ‘ |М  =  т = г ;т т —  • П ^ " ‘ Ч>') =  1 = г ® г т — • (5)•'(*) ■' Г \о У (у )
причем постоянные JLl, V удовлетворяют условию JLiV =  1 .

2. Пусть 777, 77 £  N  — такие, что для каждого к  Е И выполняются условия (2), т. е. 

l^2 = 0 . Тогда уравнение (l) имеет решение вида (4) при дополнительном условии, что 

g(y) ,  Qn(y)  удовлетворяют соотношению:

YlQ(„"l \y )  = g(y)- (6)
к=1

При этом Y {у )  -  произвольная функция, дифференцируемая достаточное число раз, а 

функция J f ( x )  должна удовлетворять следующему ОДУ:

Y \ X {mt\ x )  =  \ i f { x )  (7)
к = \

Аналогично, если 777, 77 £  N  -  такие, что для каждого к  Е 5  выполняются условия (3), 

т. е. ^  =  0 ,  то уравнение (l) имеет решение вида (4) при дополнительном условии, что 

f ( x  ), Рт (х)  удовлетворяют соотношению:

Т \ Р , 11Щ ) ( Х )  =  Я Х ) .  (8)
к=1

При этом Х ( х ) ~  произвольная функция, дифференцируемая достаточное число раз, а 

функция У (у )  должна удовлетворять следующему ОДУ:

f l 7 (" * ' ( y )  =  g ( > ) .  (9 )

к=1
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Доказат ельст во
1. Рассмотрим функцию вида (4) и запишем выражение для производных, входящих в ле­

вую часть уравнения (l):
~\mk+nk

= P ^ {x ) Y ^ \ y )  +  X ' " ’' ' ( x ) Q ) ; ' ' \ y ) .  (ю)
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дхщ ду

Для к  Е i i j  из первого условия (2) следует: Р^ t '> ( х )  =  0, поэтому для таких к
Д пи +11 г.

Далее, для к G из второго условия (3) следует: О п к ( у )  =  О, поэтому для данных к

дЩ+Я' и = K mk\ x ) Y {,h\ y ) .  (12)
дхщ ду

Используя (и) и (12), левую часть уравнения (l) можно представить в виде:

к = 1 ОХ б у  A -eSj к е  Н 2

Используя соотношение (13), уравнение (l) можно преобразовать так:

Ш Г ’ М -  П 0У ( у >  П ^ ’ Су)
ке"В0 &е5, &е5, ке

 =  1 • (14)
/ О )  u g(y)

Левая часть уравнения (14) представляет собой произведение двух сомножителей, первый 
из которых зависит от х , а второй от у  . Поэтому, в соответствии с известным методом разделе­
ния переменных [10,11], уравнение (14) можно удовлетворить только в том случае, если

п ^ ч *) -  п  т (,ч\у)
ке^--------------^ =  ^  ке^-------------- ^ ------------ =  у  (i5)

f i x )  g ( y )
где \Х, V -  постоянные, удовлетворяющие условию JLiV =  1 . Из (15) непосредственно сле­

дуют уравнения (5).
2. Пусть для некоторых Ш, И £  N при всех к  Е И выполнены условия (2), т. е. =  0 .

Тогда при всех к  Е И производные, входящие в (l), выражаются с помощью соотношения (и). 
Проводя рассуждения, аналогичные предыдущему пункту, получаем, что уравнение (l) в этом слу­
чае можно представить в виде:

П х ' - ’ м  Y l Q l '- ’ iy )
ке3 ке3

 =  1 (1б)
/ О )  g(y)

Разделяя переменные в (16), приходим к уравнениям (6) и (7). Для случая — ] = 0  доказа­
тельство проводится полностью аналогично. Теорема доказана.

Теорема 2
Пусть UQ (х„ у ) -  любое решение уравнения (l),

т = ш п (т к )|^s - 1, n = min( nk )|^s - 1. (17)

Пусть также существуют такие тп', П' Е N  , что для каждого А- Е И выполнено хотя бы 
одно из условий:



т ' < т к, п ' < п к. (18)
Тогда функция

и(х,  у )  =  и0 (х, у )  +  Р~ (х)Г0 ( у)  +  Q~ ( у ) Х 0(х) + R mW (х, у )  (19)

также является решением уравнения (l), где Р~ (х), О - ( у )  — полиномы с произвольными коэф­

фициентами, причём Р~ ( х )  =  0 при т  =  —1, и 0~(у)  =  0 при П =  — 1; R m>„> (х , у )  -  поли­

ном степени т  по X и степени п ' по у с произвольными коэффициентами; X {) (х), Y(j (у )  — 
произвольные функции, дифференцируемые достаточное число раз.

Доказательство
Запишем производные для функции (19), входящие в левую часть уравнения (l):

Ящ+щ и Я +п* у  Ящ+’h R
—------ — =   +  Р^щ ] (x )Y {n*] (у) +  Х {щ ] ( Х ) ф ] (у)  +   ------ ^  (20)
дхщ дущ дхщ дущ дхщ дущ

Так как ffl, Л определяются выражениями (17), то при всех k  G И

0 . (2D

Далее, из того, что при каждом к  Е И выполнено хотя бы одно из условий (18), следует:
ъ п ц + щ  Г )

 ^  =  0 .  ( 2 2 )
дхщ д у щ 

д щ+'ч и д щ+'ч и0
Из (20) -  (22) имеем, что ------------- —--------------- . Тогда, если UQ (х , у )  является реше-

дхщ д у щ дхщ дущ
нием уравнения (l), то и ll(x, у  ) также удовлетворяет этому уравнению. Теорема доказана.

Следствие
Уравнение (l) имеет следующие решения:

и (х , у )  = х ( x ) Y (у)  +  Р~(x)Y0(у)  +  Q~( у ) Х 0(х) + R mW( х , у ) . (23)

Здесь Р~ O '), Q- (У ), R mW (х, у ) ,  Х 0(х), Y0 (у )  определяются согласно условию тео­

ремы 2, а функции X (л-), Y {_у) удовлетворяют уравнениям:

Ц Х {щ)(х) =  цf ( x ) ,  Y \ Y 04)(y) = v g ( y ) ,  (24)
к=1 к=1

где JLl, V — постоянные, удовлетворяющие условию JLiV =  1 .
Доказательство
Подставим функцию и0 (х, у )  = X ( x ) Y (у)  в уравнение (l) и представим его в виде:

к к
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П ^ ч *) П7 О)
*=!-------------  . ±=1------------  =  1 (25)

№  s(y)
Разделяя переменные в (25) аналогично (14), (16), получаем, что функция

u0( x , y )  = X ( x ) Y ( y )  является решением уравнения (l) только в том случае, если

X{_x \Y  (у )  удовлетворяют уравнениям (24). Тогда, согласно теореме 2, функция, определяемая 
выражением (23), также является решением уравнения (l). Следствие доказано.



Пример
Рассмотрим уравнение, не содержащее смешанных производных:

  Р //   Р / /
П— -П— = /«£00- <2»L i d x "  t i d y ”  ' 5 '

Для уравнения (26) Пк =  0  при всех к  е  ^ 1 , и  т к = 0  при всех к  Е: а  2 .Согласно дока­
занным выше теоремам 1,2, уравнение (26) имеет следующие семейства решений:

Семейство 1 :

и(х,  у )  =  Рт (х)Г (у)  + Оп ( у ) Х  ( * )  +  R mW (х, у ) , (27)

где степени полиномов ТП, W, 111 \  п '  удовлетворяют условиям:

0 <  т  <  inin( т к )|^„ — 1, 0 <  п <  min( пк )|^„ — 1 ,  (28а)

т’ =  min( тк )|^31 - 1 ,  п’ =  min( пк )|^з  ̂ - 1 , (286)

а функции X(yX)^Y ( у )  удовлетворяют уравнениям:

ПХ 1- ‘ )(х ) = Т^ Щ  , n ^ l0')=rvg0'l ■ С29)"  к м Г ' "  h o t
где К 1 , К 2 — число элементов в множествах соответственно.

Семейство 2 :

и(х,  у )  = Х  (x ) Y  (у)  + R mW (х, у ) , (30)

где ш ', И определяются условиями (286), а функции X (Л'), Y ( у ) удовлетворяют уравнениям:

Y \ X (nh\ x )  = \ i f ( x ) ,  П Y(ni\ y )  = vg (y ) ,  (31)
€̂1—2

Отметим, что в обоих семействах решений отсутствуют слагаемые
Р,п (x )Yo (У) +  Qn (У )Х <Ах ) > поскольку из (17) т  =  — 1 ,  У1 =  —1, и согласно теореме 2,

Рп,(х) = 0 и 0 „ Ы  =  0 .

З а к л ю ч ен и е
Таким образом, в настоящей работе исследовано дифференциальное уравнение с двумя 

независимыми переменными, содержащее произведение частных производных любых порядков. 
Получены псевдополиномиальные решения этого уравнения, которые выражаются через полино­
мы от независимых переменных и функции, которые либо определяются как решения некоторых 
ОДУ, либо являются произвольными. Доказана теорема, позволяющая на основании известного 
частного решения данного уравнения получить новое семейство решений. В качестве примера рас­
смотрены решения двумерного уравнения, не содержащего смешанных производных. Полученные 
в данной работе результаты могут быть обобщены на класс многомерных уравнений, содержащих 
произведение частных производных любых порядков.
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