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Аннотация. В данной работе рассматривается нелокальная задача для обобщенного уравнения Аллера, 
возникающая при математическом моделировании движения почвенной влаги. Зависимость фрактальной 
структуры почвы от влажности может существенно повлиять на процесс движения влаги в капилярно- 
пористой среде.
Resume. In this paper we study a nonlocal boundary value problem for generalized Aller's equation occurring at 
mathematical modeling of moisture motion. The dependence of the fractal dimension on the soil humidity can signif­
icantly affect the process of unsteady moisture motion in the Capillary-porous medium.
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Введение

Процессы перемещения влаги оказывают существенное влияние на весь ход развития сель­
скохозяйственных культур. Одним из основных факторов, определяющих урожай является струк­
тура почвы, которая оказывает влияние на растения функционально через формирование водного, 
воздушного, питательного и теплового режимов. Система растение-почва-воздух относится к 
фрактальным диффузионным системам. На процесс нестационарного движения влаги в почве су­
щественно может повлиять зависимость фрактальной размерности почвы [1].

Пусть: и = n(x,t) - влажность в точке х слоя 0 < х < г  пористой почвы толщиной г > 0 в мо­
мент времени z е |0. 7 \|/г = \|/ (л./)- эффективный, по терминологии Аллера [2], потенциал, свя­
занный с капиллярным потенциалом у  = \|/(.\%f) и влажностью u(x,t) формулой

V, = у+яЛ >С*'-г1), а)
где аа = const > 0 ,

Г(1-ос)" (t-Ц)
- регуляризованный оператор дробного дифференцирования Римана-Лиувилля порядка 

а  е Ы  с началом в точке t = 0 и предполагается, что структура почвы имеет фрактальную органи­
зацию с потенциалами влаги у  и \|/ г в тонких и магистральных капиллярах соответственно.

В качестве уравнения движения однокомпонентной жидкости в почве с фрактальной гео­
метрией рассматривается нагруженное уравнение

д (V0>(.Y,T1) = —  К — ^  L 0 < х < г, 0 < t < T ,  (2 )
дх   ̂ дх )

где К = const > 0 - коэффициент влагопроводности.
Подставляя в уравнение (2) \|/ г из формулы (l) и принимая во внимание формулу

дц/ <5\|/ ди D(n) ди 
дх ди дх  К  дх ’

получим нагруженное дифференциальное уравнение
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да01и(х, л) = —
ОХ ОХ ох

дц/
где А а  =  « , К .  1 ) ( н  ) = К — ! -  - коэффициент диффузитивности.

ди
Уравнение (3) при а  = 1 переходит в уравнение Аллера и в работе [з] для него

(3)

методом
разделения переменных решена смешанная задача.

Задача расчета нестационарного движения влаги в слое почвы толщины г сводится к про­
блеме отыскания решения уравнения (3) , удовлетворяющее следующим условиям

—  fu{x,t)dx =f(t), 0 < t < ’
Fit ^dt

(4 )

du (x, /)
=  0 , 0 < ? < T ,  

0 <x <r .

(5)

(6)
dx

u(x, О ) = ф ( х ) ,  

где /(f) и cp(.v) - заданные функции.
Условие (5) характеризует отсутствие перетока влаги из нижнего слоя в глубину, а внут­

реннекраевое условие (4), по терминологии А.М. Нахушева [4], задает скорость изменения влаго-

содержания (скорость иссушения) в (/)=  J u(x,t)dx в почвенном слое о < х < г .
0

Интегрируя уравнение (з) по х в пределах от о до г и меняя слева порядок интегрирова­
ния и дробного дифференцирования, получим

0 “ В ( п )  = D( ,) | L +A„a” M b 3 l'
UX ОХ

Отсюда, учитывая (5) можно записать внутреннекраевое условие (4 ) в виде

Z > ( i < ( ( U ) k ( ( U ) +  A a 5 > v ( 0 . n )  =  - Д Т ' Л л )  •

Далее будем предполагать, что d (u) = const > 0 . Это часто имеет место, если влажность и 

меняется в небольшом диапазоне. В этом случае уравнение (з) можно записать в виде

d>(.v,Ti) = -T-r[Dl1 + К до,и(х’ ’п)1
ОХ

0 < х < г, 0 < / < Т . (?)

Уравнение (7 ) относится к классу нагруженных уравнений в частных производных дроб­

ного порядка, исследованному А.М. Нахушевым в работе [5].
В уравнении (7 ) совершим переход к новой зависимой переменной и = и(.т,/) по формуле

Э„,г/(х,г|)-Ал/(х,?) = и ( х Д  X = -D / A a . (8)

Предполагая u(.v. /) известной найдем функцию и(х. /) из уравнения (8), удовлетворяющая 

начальному условию (б). Тогда решение запишется в виде [б]

(9)

где Е , М  = функция типа Миттаг-Леффлера [7].kJ Г(|_1 + А-/р)
В силу формулы дифференцирования интеграла с переменным верхним пределом и 

свойств функции типа Миттаг-Леффлера

^ ■ j  Е 1/а [4  -  т,) “  ^  J Е 1/а [/-•! “  ; l k  = Е 1/а М ] ,
dt •

d_ с
~dt

Гс Р> I. V■ t 9  'f E 1/a[x(f-r|)a;l],nr
j  a ^  ^  “  dt I r(a) j  (л -  4)*-“

'  1 | т | т ‘'5{ (’1' ? r  E''" ' ,l)" "

= g r(»)r(i+ » t ) a l " (v-0 ^ ( l l 4 )
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*  §  * п . « ) Ы u(v- _ t r "‘  d" • =

можно переписать в видеформулу (9)

u(xj)=  J (/ — ri)'x ‘Е̂ ,̂  [>̂(г — ri)'x; сх]и(л-. r()c/ri . (ю)
0

Как следует из (lо), замена (8) отображает решение u = u(x,t) уравнения (7 ) с начальным 

условием (б) в решении и = и(х. () уравнения

А а = и + M x)E i/a [xta :l]+ X j (it - ri)a_1 E 1/a [l(t -  ri)a ; ot]u(x, r|)<fr| . (l l)

Перепишем условия (4 ) и (5) в терминах функции и (x,t) с помощью замены (8). Тогда

du(x, t)

дх
= дсг

дг/(х,г|)

дх
- X

ди(х, i)

дх
=  0 (12)

в силу (5) .

Проинтегрируем обе части равенства (7 ) по х в пределах от 0 до г . В результате с учетом 
замены (8) и условия (4 ) будем иметь

А Г  = А Г / (л )=  А а^
ОГ| • г'̂

Зи
дх

или же
d v (xj)

дх

d v(x j)

дх
= D °;1f( v i)/A a .

Отсюда в силу (12) получаем условие

du(x, t)

дх
(13)

(14)

=/.(0, f ( t ) = D t 1M l K

Перепишем уравнение (l l) в виде

u vv - ц 2и = ^ц2ф(х)Е1/а[̂ /“ ;1]+^ц2р[и;х,/], 

где М-2А а = 1 ,

F [o ; х j ]  = J {t -  ri)a_1E 1/a [x(? -  r|)a ; a]u[x, r|]rfr|.
0

Уравнение (l4) с краевыми условиями (l2), (l3) эквивалентно интегральному уравнению

и(х\ t)-  Хц2 J d%J (t -  ri)a4E 1/a [x(? -  ri)a; cx]g(x, |)o(|. r|)tfr| = q(x, t)
0 0

(1 5 )

с правой частью

q(x, t) = f x (?)g(x.o) + Хц2Е1/а [Xt° ;l]| ср (ф (х. ̂  ,

где

G(x,Z) = -
с/гц^[ехр(рс) + ехр(2цг -  ре)], xE, < 

ц(ехр(2цг)-1) [ с/г|±г[ехр(ц^) + ехр(2цг-ц^)],х > Е,,

143

Пусть r (x, V. с. ri; X\v ) - резольвента ядра

К(х, t: 2,, 1]) = (t -  ri)^1 E 1/a [х(? -  r|)“ ; < ф (х, 2,)
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интегрального уравнения (15). Тогда единственное его решение и(х./) задается формулой
г t

о(х, t) = q(x, /) + А,ц2J* J* i?(x, г|; А,ц2 rj)jri.
о о

(16)

Следовательно, с помощью обратимой замены (8) нелокальная задача (4 ) -  (7 ) эквива­

лентно сводится к задаче (l2) - (l4), решение которой определяется формулой (1б).
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