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Аннотация
Устанавливается разрешимость задачи Дирихле для линейного дифференциального уравнения вы­
сокого порядка с двумя вырождающимися эллиптическими операторами.
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Введение

Дифференциальные уравнения с обращающимся в нуль коэффициентом при стар­
шей производной не вписываются в рамки стандартной теории обыкновенных дифферен­
циальных уравнений и давно привлекали внимание широкого круга исследователей. От­
дельные виды таких уравнений, например, обыкновенные дифференциальные уравнения 
Эйлера, Бесселя и др., подробно и глубоко изучены. Обзор уравнений с неотрицательной 
характеристической формой, которые, в частности, включают вырождающиеся диффе­
ренциальные уравнения второго порядка в частных производных можно найти в [1]. По 
данной тематике отметим также работы [2 -  6], появившиеся в последнее время. Подроб­
ная библиография работ по вырождающимся эллиптическим уравнениям высокого поряд­
ка содержится в [7]. Однако и до настоящего времени для вырождающихся дифференци­
альных уравнений в частных производных высокого порядка определенные моменты раз­
решимости исследованы не полностью.



Из теории регулярных эллиптических задач известно, что эти задачи устойчивы по 
отношению к младшим членам входящих в формулировку задач операторов. Аналогичная 
ситуация возникает, если к вырождающемуся эллиптическому оператору порядка 2 т при­
бавить вырождающийся эллиптический оператор порядка 2р< 2т с не меньшей скоростью 
вырождения. Если же к такому оператору прибавить оператор порядка 2р с меньшим по­
рядком вырождения, то полученный оператор уже не будет подчинённым по отношению к 
исходному, и доказательство разрешимости граничных задач для суммы операторов тако­
го вида становится нетривиальной задачей.

В настоящей статье предложен метод доказательства однозначной разрешимости 
задачи Дирихле для дифференциального уравнения высокого порядка с двумя вырож­
дающимися эллиптическими операторами.

Постановка задачи

В полосе D = [0, </] х  r h рассмотрим задачу Дирихле для дифференциального уравне­
ния высокого порядка, содержащего два вырождающихся эллиптических оператора также 
высокого порядка и с постоянными коэффициентами

L2m{Da,Dyp ( x , y )  + L2p(Dp,Dyp ( x , y )  = F(x,y),  (1)

U{d, у) = dlJ{d,  }>) = ■■■ = d ^ U { d ,  у) = 0, (2)

где р <т -  натуральные числа, ц = (ц......ц„) -  мультииндекс,

h M , - D y) j { x , y ) =  Х я , ца д £ / ( * . у ) .  Z2> p. £ > ( * . y )  = Y bj A D P ( x , y ) ,
,/+|ц|<2т J+|n|s2p

D yl l ( x .y )  = <5̂  • • • 3^"£/(x,y), D aU(x ,y ) = iyla(x)dv{yJa(x)U(.v,y)]i a(x)  e  C lm\Q,d], a(0) = 0, a(x )  > 0

при x > о. Аналогично Da определяется оператор £>р.
Коэффициенты aJfL (/ + |ц|<2от), bM{j + \\^\<2p) -  действительные постоянные числа. 
Условие 1. Многочлены с) положительны при любых (z.'i) е R:i].

Условие 2. Пусть lim-^^- = 0, а (х),В(х)еС'2"'Г0,йГ], а функция ю(х) = ^ 1  такова, что 
*->0+ р(х) |3(х)

a pl((m-p)( x ) e C 2p[0,d].

( ат (х )\'(тр)Условие 3. Пусть Зг(3(0) = 0, функция 8(х) = — —  принадлежитC2p[0,d] и

5,8(0) = 0 .
Введём необходимые для дальнейшего обозначения. Для 0 < j  < т - 1, 0 < к < р по­

ложим
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Г Г х1 По, (t)exp(-itx)dtdx
= I  J U >-оо-оо ^2р,0 а2тЛ Z

где П -  оператор продолжения функции из пространства Соболева Н 2р(0,со) в Н2р(-со,со), а

ьп Г̂ 7“ Г ^  exp f 1 / P(s) ds) dX
функции рДо получаются из функций р/;(х) = — —- [------- ——-----------  —  после замены

271 V Р М  го 2 /^  j* + 0< j<2p

d dsх = х5 (/), где x = x5 U) -  функция обратная функции t = f , y0 -  контур на комплексной плос-
v 80 )

кости, охватывающий корни многочлена ^/>(0/./ + а00, лежащие в верхней полуплоскости.
0< j<2p



yJ+k-\
Для 0< j  < т - 1, р+ 1< к < т положим <p = f / \ / где Х\,...Хт_р-

h  а 2 ш , 0 \ к ~  к ш - р )

корни многочленаа2т0Х2(т̂р) + Ь2рЛ, лежащие в верхней полуплоскости, а у -  контур на ком­
плексной плоскости, охватывающий эти корни.

Условие 4. Определитель det (<р;/.) отличен от нуля.
\<к<т
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Введём в рассмотрение функциональные пространства, в которых будет доказы­
ваться априорная оценка, а затем и разрешимость граничной задачи (1), (2).

Обозначим через H;mf p{D) пространство функций £/(х,у) е L2(D), для которых коне­
чен квадрат нормы

l l b 'M I L j , ,  = I  J К1 + И  dxdi+ | } | ( +|sf ckdi,

где г/(х,|) = FT̂ ..[(7(x,v)]= J(7(x, v)exp(-/^v)rfv -  преобразование Фурье функции U{х,у) е L2(D)
—оо

по переменной у е Rn .

Наряду с задачей (1), (2) рассмотрим задачу
L lm (А* = £ )U (X , 5) + F p (,Dp , % )lt(x , Е,) = / ( х ,  £), (3 )

u{d£)  = dxii(d,£,) = ■■■ = d ^ ' u ( d ^ )  = 0, (4)

полученную из задачи (1), (2) после применения преобразования Фурье Fv̂ .[ ] по перемен­
ной v s  Д„.

Через FH'-"{;2p(D) мы будем обозначать пространство образов Фурье по переменной 
у  s R n функций из пространства H l mf p( D ) .

Априорная оценка

Теорема 1. Пусть выполнены условия 1, 2 и F(x,v)  е L2(D). Тогда для функций 
и (х ^ )  е FHlmf p(D) и и (х, у) е H 2mf p(D ) , являющихся соответственно решениями задач (3 ), (4) 

и (1), (2), выполнены априорные оценки

}=О }=о

-  4 flF(x-v)l2 dxdy  (6)
D

с постоянной с > о не зависящей от и(х, |), / (х, |), и (х, у), F(x,  у ) .
Доказательство теоремы 1 приведено в [8].

Представление оператора в виде суперпозиции 

Определение. Будем говорить, что оператор L2m(Da,£,)+L2p(d?,^) при |||<Х0 принад­
лежит классу эквивалентности .\/2Д/.)|;. у)о, \/2fm / .(l)o.x .у), порождённому композицией опе­
раторов М 2р(о р,£,) и M 2(m_p)(Ds,x,E,), если для любого е0 > 0  существует такое d = d ( k 0) ,  что 
при 0 < x < d ( X 0) имеет место представление

М 2р (ор, %) о М 2(т_р) ( Д , X, о  -  L2m (Da, %)u{t, %) -  L2p (ор 4 4  %) = Т (р а, Dp, x, %)u{t, ̂

где для любых u{x^)& FH ^fp{D) и |||<X0 справедлива оценка

d f  2m 2 р Л
-  еоj 1L\d «u(~x& Г +£К «(х^)|- dx

о V J=° J=° j



Лемма 1. Пусть выполнены условия 1 - 3 .  Тогда существуют такие операторы
M 2p[Pi,%), M 2im_p){D„x£) и число Х0 > 0 , что сумма L2m{Da,Z)+L2pip9&) при |||<Х0 принад­
лежит классу э кв и вале нтности \12/1 (/)|;.;) °.\ / Vm ;j| (l) .. х.%), порождённому композицией этих 
операторов.

Доказательство. Операторы М2р(ор,^) и M 2(m_p)(Ds,E,) будем разыскивать в виде

8 Н А У Ч Н Ы Е  В Е Д О М О С Т И  1 ' ^ '  С е р и я  М атем ати ка . Ф изи ка . 2 01 7  №  27  (276). В ы пуск 49

2 р  2 ( т- р )

м 2(т_р){ог,хЛ)=
к=0 к=0

где неизвестные коэффициенты ск(с). 0 < к <2р и с/, (х.с). ()<к < 2(т-  р) подлежат определе­
нию.

Рассмотрим композицию операторов
2р 2 ( т- р )  , .

M 2p{D ^)°M 2lm_pi{Dd̂ ) = Y
к=0 j =о

и найдём неизвестные коэффициенты ск(£) и с/,(х.%) из условия принадлежности опера­
тора Z2m(Z)a^)+ Z 2p(Dp̂ )  классу эквивалентности M lp[p9&)oMUm_p̂ Ds,x&).

В дальнейшем мы будем использовать следующие обозначения:
«°Й) = I > ^ ,  0 < j < 2 m ,  Ь°&)= 0<Lj<L2p,

\]l \<2m-j |ц| < 2 p - j

DlDlu{x,%)= т(хГ(х)дТ"и(хЛ). где е^(х) = 1, 0^,(0) = 0 при m+n<k + j ,
0<т<к 0 <п< j

и очевидное равенство рА (х)5у(х) = а А+>(х)оз®,("' р) к(х) (обозначения см. в условиях 2 и 3).
Слагаемое с производной порядка 2т у оператора М 2р (р<,л)°м  2 (т-р) (Ръ=ХЛ}< <Х £,) 

имеет вид
c2p(%)d2(̂ p)(x£) ̂ р(х)Ъ2{т-р\х)д2-и{х:о = c2p̂ )d 2(m_p}(x/q)a2m(x)d;'"u(x,0 =

'  2 т - \  N

= c2p& d2(m-p)(x^ )  D;mu(x£)+ ^a jjx )D iu (x£ )  , (7)
V J=°

а у  оператора L2m(Da,$,<(x^) + L2p(D^}<(x^) -  a°2m(%)D^u(x,%), при ЭТОМ a2'm(0) = 0J0< j  < 2m -\.
Как следует из (7), для того, Для того, чтобы оператор L2m(Da,£)+Ь2р(р^£) принад­

лежал классу эквивалентности \12р (/)|;.%) о \/, .ю ; . (/).. х.%), потребуем выполнения равенства

С2р&^21ш-р)(ХЛ) = <4Д) •

Далее, слагаемое с производной порядка 2 т -I  у оператора
M 2 p { D ^ ^ ) ° M 2im_p)(Db,x,^y,{x^)  имеет вид

f-p{x)b2tm-p)-l{x)d2r lu{x:^ + 

k - !  & d2lm-p ы (*• S) + с2р& d2{m-P) > (*))Р2М МЗ2" ^ ’ (х)д2Г 1и(хЛ) =
= {(с2р( ^ 2(т-рУ1(хЛ) + c2p̂ )d 2{m_p){ x :o V l{p-m\x )  + (c2p̂ ) d 2(m_p}(x,^) + С2,( |)^ 2(̂ Д х ^ )0^ (Х), )(х)>3(х))>

f  2т-2 N
х  £ » ;" 'ч м ( х ^ ) +  ,

 ̂ >=° У
а У оператора L2m(Da,^)ii(x^) + L2p{D ^)i(x^) -  a ^ & D ^ u ix /q ) , при этом
2Vm-i(°) = о, 0 < у <2 т - 2 .

Для того, чтобы оператор /.2„,(д,.:;)+ L2p{l)[t,%) принадлежал классу эквивалентности 
.\/2;, А / 2(„, х.с), потребуем выполнения равенства

с2р& d2(m-p) (X, М  + С2р ̂ )d 2(m_pyl (х, О = a0̂  ( ^ pl(p-m) (X) .



Поступая аналогично с остальными производными, получим систему 2т +1 урав­
нений с 2т+ 2 неизвестными

C2r (f№ ,„ -r,(X. f )  = aL( f ) .
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2 (т-р)

c2t £ d ,(* ,# X > £ I„ _ ,(_, (х) = a?,,-,,
j = 2 ( m - p ) - r 1

2 (т-р)

2(т-р)-гх 2 {т-р)

с = , - , +c2r Y . dA x- ^ L - M -< = a L , _ l( ^ v ,■*l , № ' ,,
j = 2 ( m - p ) - r 2 /=2(т - р ) - } \  -1

2 ( т - р ) - г 1 р _1 2 { т - р ) - у ,

с ,а 2" " '- ' ' - ' - - ( х )  + • • • + +
./=2̂  ./=3

2(m-p)-rl 2 (т-р)

+ c2p_ ^ m-p\x )  + C2P = < +1( £ У ^ 2' - 1,м* - '’(*),

c2p(£)d0(x,t;) = b°ptf),

clm x ^ ) = b i x a
{ с ,Ш Х х ^ )  = Ь{:М ) + а{;М \

где rx = Ш
r2 = 2г1-г2 I = (2p -  \)rx.

P
Поскольку число уравнений на одно меньше числа неизвестных, то, положив 

С2 р = 1 ,  определим d0=b°_p(^) = b2p0, причём 62/М)* 0 в  силу условия 1, ^ ( 0 =  2r‘ q
2р,0

2р,0 2р,0
Теперь нам осталось определить <^(х,^),1< j< 2(m -p )  из 2(т -р) уравнений, полу­

ченных из системы (8) путём отбрасывания последних 2/> +1 уравнений.
Так как матрица системы уравнений для нахождения j  <2(т-р) тре­

угольная с определителем равным числу - 1, то существуют функции dx( x , d Um_p)(x,%), 
принадлежащие C2p[0,d] и представляющие решение этой системы. Функции 
dj (х, ̂ ), 1 < j  < 2(т -  р) легко определяются из рекуррентных соотношений, причём 
dj(0,5) = ОД < j  < 2(т - р ) - 1 И d2(m_p)(О,£) = а"„©  = а2т 0.

Проведённые рассуждения доказывают, что оператор А/2р(орД) °M 2(m_p)(Ds,x£) при­
надлежит классу эквивалентности {£2Д д д ) + 12р(ор,£)}. А поскольку два класса эквива­
лентности, имеющие хотя бы один общий элемент, совпадают, то тем самым справедли­
вость леммы установлена.

Следствие 1. Пусть выполнены условия леммы 1. Тогда при достаточно малом 
Х0>0 многочлены по г| Л/2р(п,£) и л /2(я, Р)(г|,х,^) отличны от нуля при любых
ц 6 i?j, % 6 Rn : || | < Х0, х  е [O.rf], d < X 0.

Доказательство. Из леммы 1 следуют представления для рассматриваемых много­
членов
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М 2р (п. §  = J  с, (S)TI* = j -  [ (S)TI* + й2р>0т г ' + «0° © 1  = J -  (z2p (п. S) + «0° © ) ,I / у /С v J/ I 1 и v 1
®2р,0 \к=0 J ®2р,0

2 ( т- р)

М 2(т-рМ М )=  1 ^ -(0  , Ы  =Ь2р,а+С,2т,Л{т-Р\
к=0

из которых, учитывая условие 1, и вытекает требуемое утверждение.

Разрешимость задачи Дирихле

Как будет показано ниже, для разрешимости задачи (3), (4) достаточно установить 
разрешимость при |̂ | < следующей граничной задачи с постоянными коэффициентами

M lp[ p 9,%) o M 2(m_p)(Ds, 0 , & M  = f M ,  f M ^ L 2(0,d),  (9)

u(d,%) = dxu(d,%) = ■■■ = d ^ u i d  ,£) = 0. (Ю )

Для дальнейшего удобно ввести обозначение M 2(rn_p)(Ds,0,£,)u(x,%) = v(x,£), и тогда уравнение 
(9) можно записать в виде системы

М 2р{ р ^ и хЛ) = ПхЛ), (П )
M 2fm-P){DoS>^)u(x^) = b2p0u(x^) + a2mfiD:lm~p)u(x^) = v(x£). (12)

Уравнение (11) после замены неизвестной функции v(x,£) =2Li=l1 и введения новой
VPM

переменной г = сводится к обыкновенному дифференциальному уравнению порядка
,  PW

2р с постоянными коэффициентами

М 2 p{D:,t)w(z,t,) = g(z,t,\ ze[  0, СО), (13)
2 р  d  ^

где М2Д£>_Д) = £ с ,  (£)£>*, w(z,£) = w’(xp(z),^), xp(z) -  функция обратная ф ункцииг=[——,
к=0 х PW

Я(Х^) = Л/Р М /(Х ^), причём g(z,S)eZ2(0,oo), т.к.

со d  i d

j  |g(z, £)f dz = j  |g(x. £,)f = j  I f i x ,  £,)f d x < 0О .
о о PvxJ о

Как известно (см. [9]), общее решение уравнения (13) в Z2(0,co) имеет вид

>и--.4)=f  j С(^ ” p(f;z)+ * .h w >-
2Ку0 М 2 рО'"Л)

Р

где С(Х,) = ^ у ^ -1 -  некоторый многочлен степени р -  1, М2Д ^ ^  = М2+Д ^ ) л /2Д ^ )  -ф акто-
к=1

ризация по х эллиптического в силу следствия 1 многочлена .\/2/,(/.. с), у0 -  контур на ком­
плексной плоскости, охватывающий корни многочлена оператор сужения на

(о,®),

Л)[#](^)= ^~s  f I ехр(~ н>¥ус1х •2л L m 2p(t^ ) j0
Заметим, что при построении оператора R0 мы продолжили функцию g(z,£) нулём 

на все отрицательные значения z .
Поэтому для решения уравнения (11) справедливо представление
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v(x.|)  =  !------[— —̂ expf; 'X [-^- d l  + [g](y.|)
2 п ^ ) { м : р(хл) ч  I P ^ J  a/pw

(14)

a
где i?0[g](x,|) = i?0[g](z^),z = J ds

POO
Отметим также, что

-P м |2 -P d
s j K v(x'^ l dx=T.t=0 0 t=0 0
^ j | l ) p v(x^) |‘dY = ^  j|(p(x)d J 4 i ’(x,^)| = ̂ \ D kzw{zX)\dz  = ||w(z^)||Н2р( 0,'Ю)

P M  a-=o о ■

Аналогично для решения уравнения (12) справедливо представление

г/(х,|) = ----- 1-----f— ------exp f , x [ - ^ -  dX + r-L= R [/?](x.I)

< 00 .

(15)

где 7(b) = I X /  1 -  некоторый многочлен степени т - р - 1, М 2(т_р)(х) = Ь2рЛ + а2тЛХ2(т р),
к=1

Yi _ контур на комплексной плоскости, охватывающий корни 
многочлена П - оператор продолжения функции из Н 2р(0, со) в / / 2/,( - х . х )  (см.

[Ю]),

i?i [/?](х, 5) = Д [/? / = J , /7,[/?]«.') = -U v j J xp(/t?) j  п /7 (л. с)ехр(- /т.?)<Ыт,
JC -<х>М 2 (т -р )  W -0 0

___  а
Л (/. £,) = /?(х,|)I = J5(x)v(x,|) , х5(0 -  функция обратная функции ? = Г

|Л—Л®'/) Flffl J■v=i>,w " *" * *" 1-3(5)
Чтобы определяемое формулой (15) решение уравнения (9) удовлетворяло началь­

ным условиям (10), следует выбрать постоянные v*. к■ = 1,2,....от таким образом, чтобы вы­
полнялись следующие соотношения

[ r f r )  Л. * f [ Й й = 0,
а  м -л-г, ы )

7JYQ,) ^  , } гг' ПИ(1. :)е\р(- /7т)

(16)

f—   — d\+  f [ — v\ -  - / _ q j  _ 12 m - l .
l ^ L - PA )  L i  м 2(т-Р)(*Л)

(17)

Заметим, что интегралы в левой части (17) сходятся, поскольку nhd.%) е II2''(- х. х) 
И т —1 — 2р  < 2(от -  р ) .

Рассмотрим введённую ранее функцию h (t£) = Л(х,|)|г=г (t) = 5(x)v(x,|) 

(14) для неё справедливо представление
l=.V6W. В силу

(
Н<Л) =

d лdsf—̂ ----- expl /Л,Г — (A, +i?0[g](x,^)
27iV pw trTJ ^ ( ^ - ^ )  Ч  i P ^ J l=.V6W

V§(x)
2ttVPW

= Z  V*P* 5) + ^ ^ - R0 № ,  5) ,
271VFio (18)

где
 ̂ 7 Дds dk

г4 й ; , м : , ( Ц )  Я  { м .
Учитывая (18), из (17) получим линейную алгебраическую систему уравнений

т

Х У*ФУ*Й) = J = 0Л,...ли -1 , (19)



1 , ,к. г г х^П/7(/^)ехр(-;/х) , , Г Я/+*_1гЛ,где для 1 < А- < р = j j -----^  dtch , а для ^ + 1 < A- < m Фд(|) = J — ----- —  ,
^  2 (от-/») V е ’ Ъ )  Yl ^  2 (m -p )  ( Л )
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—  00— 00

j / 5) = }
2 n ^ ( t ) M 2(m_p}(x)

Неизвестные vk,k  = будут однозначно определены, если для |||<Х0 определи­
тель det (фЛ(^))^ 0 . Заметим, что при достаточно малых Х0 > 0 и й  < Х0 это требование вы-

0 <  /< 7 И -1  J0< j< m -  
\<к<т

полнено в силу условия 4, означающего что det ( ф  Д 0 ) ) ^ 0 .  Таким образом доказана еле-
0< j<m - 1 J 
\<к<т

дующая теорема.
Теорема 2. Пусть выполнены условия 1 - 4 .  Тогда при любых 

f ( x ^ ) e L 2{o,d) , \^\<X0, d < X 0 и достаточно малом Х0 > О существует единственное решение 
и(х,|) задачи (9), (10), причём справедлива оценка

2т  2 рХ||в>м>[+ХК»м>||0 <2°)по
1=0 1=0

где постоянная о  о не зависит от и(х,|) и /(*,£).
Доказательство. Как вытекает из следствия 1, корни многочленов 

Л/2(я, р)(х) комплексны. Проведём факторизацию этих многочленов
М2р{Х,£) = м :р(Х,ф1-р(Х,%) и Л/2(я_р)(X) = Л/2+(я_р)(>-).\/, , (х).

Формула (15) даёт решение рассматриваемой задачи (9), (10), причём постоянные 
V*. А- = 1,2,..., т находятся из уравнений (16), (17) и нам только остаётся установить справед­
ливость оценки (20).

Для оценки слагаемых, стоящих в левой части неравенства (20), используем равен­
ство (7) и мультипликативное неравенство

II/);Мх)||о < в-||/)>(х)||о + с(г- + s-)|v(x)||o, 0 < т < s, s > 0 . (21)

Будем иметь
2т 2 р  /  \

t \ \ DJA xM\o +1 |К^(х^)||о < С1|д > (х ,^ ) |о + | |^ ( х ,^ ) |о + |м(х,^)||оj;
1=0 1=0 

(
<сх p l > D ^ u { x , % i 0 +с2 S | |^ « ( x . | ) | |o +||Dp2̂ (x ^ ) || + ||и (х .|) |

1=0

■л I p f D ^ M x A )  ||0 +  \ \ ф ^  ^)||0) +  4 ° ' : ’и ( х Щ  +  С(8)||Н(Х ,^ ) |0 ,

1=0

< c f  ............  " '

и, выбирая s < 1, получим
2т 2 р  /  \

U DJA xM l  + £ |K « M „  ^ c2\ d?D?”-»«(x, ^  + | |^ ( х ^ ) | |о + |K x^)|J. (22)
1=0 1=0

Таким образом, в задаче (10) -  (12) осталось оценить производные D2pu(x^) и
!)l'!D-‘m ,!'u(x.i) . Применив к (12) оператор получим

a ^ D ^ D l^ u ix A )  + b2pfiDlPu{x,%) = D ^ x ,® , (23)
u(d,%) = dxu(d,%) = ■■■ = dx^u(d,S,) = 0. (24)

На основании леммы 3 [8], прокоммутируем операторы D\p и D:{m~p), после чего 
рассмотрим задачу с зафиксированными в нуле коэффициентами

a2mfiD:im-p)DlPu{x, + Ь2р̂ ри(х, = Djpv(x,%), (25)
u{d&) = dxii(d,£,) = ■■■ = dx-'u(d,^) = 0. (26)



Также, как и при доказательстве леммы 1, причём со значительными упрощениями,
устанавливается неравенство

||^ н (х ^ ) ||о< Сз||/)^ (х^)||о, (27)

где и(х^) -  решение задачи (25), (26), а с, > 0 не зависит от u(x/q) И v(x/q).
Следовательно, для решения задачи (23), (24), которая в силу условия d <Х0 явля­

ется задачей с мало изменяющимися коэффициентами по отношению к задаче (25), (26), 
также справедлива оценка (27). Кроме того, из уравнения (23) оценим DlPDlim̂p)u{x^). С 
помощью неравенства (27) получим оценку

||z)^a2,̂ >«(x^)||o< C4||z)p2M x^)||0. (28)

Учитывая, что функция v(x,^) е L2(p,d) является решением уравнения (11), для неё 
запишем неравенство, которое устанавливается аналогично неравенству (5), а именно:

Г р-1 Л
|К М ^ ) | 0 ^ С5 ||/(Х̂ )||0 + X |5vV(X' fi,)|

V J=°

с постоянной с5 > 0 ,  не зависящей от v(x,£) и /(х ,£ ).
Для оценки производных |s^v(x,f/)| в последнем неравенстве применим теорему о

следах и мультипликативное неравенство (21). Будем иметь

<с/||/(.т^)||0 +§|5>(^?)|1<С 5 ||/(.т^)||о + £||£>рЛфг,5)||о <
V i=0 J V J=° о

< 6||Dp2M * , 4 t  + ■ (29>

Выбирая s < 1, из (29) выводим неравенство

+!/(* ,41). (30)

Объединяя оценки (22), (27) с заменой DlPu{x£) на и(х£) и DlPv(x£) -  на v(x^), (28), (30), 
получим

2 т 2 р , ч
Х |а м х^ ) |0 + £ И м х^ ) |0 ^ c7 f '(x^ ) |0 + 1И х'^ 1о)<о° • (31)
j =О j =о

Таким образом, найденное решение и{х&) при Е,<10 принадлежит пространству с 

конечной нормой ]Г|с>'м(х,£)|| + X |DpM(x'4)||0 • Следовательно, в силу установленного в тео-
j =о 0 j =о 0

реме 1 неравенства (5), для решения и(х£) задачи (9), (10), которая в силу леммы 5 [8] яв­
ляется задачей с мало изменяющимися коэффициентами по отношению к задаче (3), (4), 
выполнена (см. [9]) оценка (20). Теорема 2 доказана.

Сформулируем, наконец, основную теорему настоящей работы.
Теорема 3. Пусть выполнены условия 1 - 4 .  Тогда найдется такое число d0 > 0 , что 

при любых F(x,y) е L2(d) и  d < d0 существует единственное решение U ( x , y ) e H l f p(D) за­
дачи (1), (2), причём справедлива оценка

- сЯ И х--у)12 сЫу
D

с постоянной с > о не зависящей от U (х, у) и F(x, v ).
Доказательство основной теоремы вытекает из следующих трёх замечаний:
1) задача (3), (4) в силу леммы 5 является задачей с мало изменяющимися коэффи­

циентами по отношению к задаче (19), (20), следовательно (см. [9]), для неё справедливо 
утверждение аналогичное теореме 2;

2) из установленной в теореме 1 оценки (5) и только что сделанного замечания 1) 
следует однозначная разрешимость задачи (3), (4) при любых £, е Rn;
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3) если ы(.х&) -  единственное решение задачи (3), (4), то U{x,y) = Kj.v[M(x-4)] -  един­
ственное решение задачи ( 1), (2).

Работа выполнена при поддержке Российского фонда фундаментальных 
исследований, грант №16-01-00197.
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