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Аннотация
Изучаются свойства решетки всех т -замкнутых тотально со -насыщенных формаций конечных 
групп. Установлено, что для любого подгруппового функтора т решетка всех т -замкнутых 
тотально о  -насыщенных формаций является модулярной и алгебраической. Доказана 
G -отделимость решетки всех тотально со -насыщенных формаций. Исходя ю вложимости 
решетки всех т -замкнутых тотально со -насыщенных формаций в решетку всех тотально 
со -насыщенных формаций показано, что решетка всех т -замкнутых тотально со -насыщенных 
формаций является G -отделимой. В качестве следствия полученных результатов установлены 
модулярность, алгебраичность и G -отделимость решетки всех т -замкнутых тотально 
р  -насыщенных формаций, а также решетки всех т -замкнутых тотально насыщенных формаций
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Abstract
All groups under consideration are finite. The paper studies some properties of the lattice of all т -closed 
totally со -saturated formations. We show that for any subgroup functor т , the lattice of all т -closed
totally со -saturated formations is modular and algebraic. We also prove that the lattice of all totally
o) -saturated formations is G -separable. This strengthens a theorem of V.G. Safonov. Using 
embeddability the lattice of all т -closed totally со -saturated formations in the lattice of all totally 
со -saturated formation, we establish that the lattice of all т -closed totally со -saturated formations is
G -separable. In particular, we show that the lattice of all т -closed totally p  -saturated formations is
modular, algebraic, and G -separable as well as the lattice of all т -closed totally saturated formations.

Ключевые слова: формация конечных групп, тотально со -насыщенная формация, решетка 
формаций, т -замкнутая формация, модулярная решетка, алгебраическая решетка, отделимая 
решетка формаций.
Keywords: formation of finite groups, totally со -saturated formation, lattice of formations, т -closed 
formation, modular lattice, algebraic lattice, separable lattice of formations.

Введение

Все рассматриваемые в работе группы предполагаются конечными. Мы будем 
придерживаться терминологии, принятой в работах Л. А. Шеметкова, А.Н. Скибы и других 
авторов [Шеметков, 1978; Шеметков, Скиба, 1989; Doerk, Hawkes, 1992; Скиба, 1997; 
Skiba, Shemetkov, 2000; Воробьев, 2012].
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Одним из интенсивно развивающихся направлений теории классов конечных групп 
является направление, связанное с исследованием алгебры классов конечных групп и 
нахождением ее приложений для решения различных задач теории групп. Существенная 
часть таких исследований состоит в алгебраизации системы исследуемых классов 
конечных групп, что позволяет использовать методы общей алгебры, в частности, 
теоремы о решетках и полугруппах [Шеметков, Скиба, 1989; Скиба, 1997].

Модулярность решетки всех формаций, а также решетки всех насыщенных 
формаций, установленная А.Н. Скибой [1986], стала основой для разработки решеточных 
методов в теории формаций конечных групп. Конструкции и результаты общей теории 
решеток позволяют использовать свойства естественно возникающих решеток формаций, 
находить более компактные схемы доказательств как уже известных фактов, так и новых 
результатов [Шеметков, Скиба, 1989; Doerk, Hawkes, 1992; Скиба, 1997; Guo, 2000; 
Ballester-Bolinches, Ezquerro, 2006; Воробьев, 2012; Guo, 2015].

Изучению ряда свойств решетки всех тотально насыщенных формаций, а также 
структурного строения тотально насыщенных формаций с заданными ограничениями на 
решетку их тотально насыщенных подформаций посвящены работы Н.Н. Воробьева,
В.Г. Сафонова и других авторов [Воробьев, 2000; Safonov, 2006а, b; Safonov, 2007; 
Сафонов, 2008; Сафонов, Шеметков, 2008; Safonov, 2010].

A.Н. Скибой [1997] доказано, что решетка всех г-замкнутых и-кратно 
насыщенных формаций является модулярной и алгебраической, а также установлена 
G -отделимость этой решетки. Модулярность, алгебраичность и G -отделимость решетки 
всех т -замкнутых тотально насыщенных формаций доказана В.Г. Сафоновым [Safonov, 
2006а, b; Safonov, 2010].

В теории частично насыщенных формаций А.Н. Скиба и ДА . Шеметков [2000] 
доказали модулярность решетки всех п -кратно со -насыщенных формаций при любом 
натуральном п . В последующем И.П. Шабалина [2002, 2003] доказала алгебраичность и 
модулярность решетки всех т -замкнутых п -кратно со -насыщенных формаций. 
G -отделимость решетки всех т -замкнутых п -кратно со -насыщенных формаций 
установлена Н.Н. Воробьевым, А.Н. Скибой и Д А . Шеметковым [2009] (см. также 
[Shemetkov et al., 2009]).

B.Г. Сафоновым [2004] доказана модулярность решетки всех тотально со - 
насыщенных формаций, а также установлена алгебраичность этой решетки. Исследование 
различных свойств решетки частично тотально насыщенных формаций проведено в 
работах В.Г. Сафонова и других авторов [Сафонов, 2004; Сафонов, Сафонова, 2014; 
Сафонов, Сафонова, 2017; Щербина, Сафонов, 2019].

В настоящей работе мы покажем, что решетка / г всех т -замкнутых тотально0̂0
о? -насыщенных формаций является модулярной и алгебраической, а также установим 

G -отделимость решетки всех тотально со -насыщенных формаций. В качестве

следствия последнего результата покажем, что решетка / г всех т -замкнутых тотально0̂0
со -насыщенных формаций является G -отделимой.

1. Определения и обозначения

В дальнейшем символ со обозначает некоторое непустое множество простых 
чисел, р  -  простое число, \К \А  -  полупрямое произведение группы К  с некоторой 
группой операторов А  этой группы, А  и г В -  стандартное сплетение группы А  с 
группой В  . Для каждого множества простых чисел к  через л ' обозначается дополнение 
к л- во множестве всех простых чисел. Символами Fp (G )  и 0 Ж( 0 )  обозначают 

соответственно наибольшую нормальную р  -нильпотентную подгруппу группы G  и



наибольшую нормальную /г-подгруппу группы G , а символом 71(G)  -  множество всех 
простых делителей порядка группы G . Символы N , N ж и S  ж обозначают класс всех 
р  -групп, нильпотентных л--групп и разрешимых л--групп соответственно.

Символом Gaci обозначают наибольшую нормальную в G подгруппу К  со 

свойством (0 Глп{Н/ N) Ф 0  для каждого композиционного фактора Н / N  из К  (Gad = 1

, если со ni^(Soc(G)) = 0 )  [Skiba, Shemetkov, 2000].
Напомним, что формацией называется класс групп, замкнутый относительно 

гомоморфных образов и конечных подпрямых произведений.
Всякую функцию вида /  —» {формации групп} называют со-локальным

спутником. Следуя [Skiba, Shemetkov, 2000], сопоставим произвольному со -локальному 
спутнику f  класс групп

LFffl ( / )  = {G | GlGad е  / (со') и G/Fp (G) е  f ( p )  для всех простых р е с о г л 7t(G)} .

Если формация F такова, что F = LFffl ( / )  для некоторого со -локального спутника 
f , то формация F называется со -локальной, a f  -  со -локальным спутником этой 
формации [Skiba, Shemetkov, 2000]. Если при этом все значения f  лежат в F , то f  
называется внутренним (или приведенным) спутником.

Формацию F называют со -насыщенной, если ей принадлежит всякая группа G ,
удовлетворяющая условию G /L e  F , где L с: O(G) п  Oa,(G).

Пусть А , В  -  группы, <р\А —» В -  эпиморфизм, f l  и Е -  некоторые системы

подгрупп в А и В  соответственно. Тогда через обозначается множество [Н9 \Не Q},

а через -  множество {Н ^  \Hg Е} всех полных прообразов в А  всех групп из Е .
Пусть X -  произвольный непустой класс групп и всякой группе G е  X 

сопоставлена некоторая система ее подгрупп r(G ). Следуя А.Н. Скибе [1997], будем
говорить, что т -  подгрупповой X -функтор (или, иначе, т -  подгрупповой функтор на
X ), если для всякого эпиморфизма ср :А —» В , где А, В  е  X , выполнены включения

( T (A ) fd T ( B ) ,  (Т(В )Г  ’ d z (A )  и, кроме того, для любой группы G е  X имеет место 
G е  r (G ) . Если X = G -  класс всех групп, то символ X опускают и говорят просто о 
подгрупповом функторе.

Через >S{G} обозначают сово^пность всех подгрупп группы G , через Sn{G} -  
совокупность всех нормальных подгрупп группы G . Подгрупповой функтор т 

называется тривиальным, если r(G) = {G}, единичным, если r(G) = S{G} для любой 
группы G . Класс групп F называется т -замкнутым, если r ( G ) c F  для любой 
группы G g F .

Напомним, что решеткой называется частично упорядоченное множество L , в 
котором любые два элемента имеют точную нижнюю грань, обозначаемую х л у , и
точную верхнюю грань, обозначаемую x v  у  [Биркгоф, 1984]. Решетка L называется 
полной, если любое ее подмножество X  имеет в L точные верхнюю и нижнюю грани. 
Подрешеткой решетки L называется подмножество Y cz L , такое, что если а е  Y , b е 7 , 
то а л Ь ^ У  и а /  b . Подрешетка решетки сама является решеткой с теми же 
операциями объединения и пересечения. Решетка называется модулярной, если из условия 
x < z  следует равенство x v ( v a z )  = (х v  v) a z  для любого у [Биркгоф, 1984]. Э лем ента 
решетки L называется компактным, если из a < v ( x ; / е ./) следует а < \/(х у- | j  е  F)
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для некоторого конечного подмножества /*' a  J  . Решетка L называется алгебраической, 
если каждый элемент а е  L является объединением компактных элементов решетки L 
[Биркгоф, 1984].

Непустую систему формаций 0 называют полной решеткой формаций, если 
пересечение любой совокупности формаций из 0 снова принадлежит 0 и во множестве О 
имеется такая формация F , что Н c :F  для любой формации Н е  в . Всякая полная 
решетка формаций является полной решеткой в обычном смысле. Формации из в 
называют в-формациями. Спутник f  называется в -значным, если все его значения

принадлежат в.  Символом 6°' обозначается совокупность всех формаций, которые 
обладают о-локальным в  -значным спутником.

Всякую формацию считают 0-кратно со -локальной. При п > 1 формацию F 
называют п -кратно со -локальной, если F = LFm( f ) ,  где все значения f  являются ( п - \ )  
-кратно о-локальными формациями. Формацию F называют тотально со -локальной, 
если она и-кратно со-локальна для всех п [Скиба, 1987]. Если при этом формация F 
является т -замкнутой, то F называют т -замкнутой п -кратно со -локальной и 
соответственно т -замкнутой тотально со -локальной.

Ввиду теоремы 1 [Skiba, Shemetkov, 2000] формация F является со -локальной 
тогда и только тогда, когда она со -насыщена. Поэтому п -кратно со -локальные и тотально 
со -локальные формации называют также п -кратно со -насыщенными и, соответственно, 
тотально со-насыщенными формациями.

Символом 1ТС0 обозначают совокупность всех т -замкнутых тотально 

со -насыщенных формаций. Наряду с символом 1а для обозначения совокупности всех

тотально со -насыщенных формаций также используют символ .

Пусть X -  некоторая совокупность групп. Через 1г(0 formX обозначают

пересечение всех т -замкнутых тотально со -насыщенных формаций, содержащих X . 
Формацию 1ТС0 formX называют т -замкнутой тотально со -насыщенной формацией,

порожденной совокупностью групп X . Если X = {G}, то l Tm formX = l Tm formG

называют однопорожденной т -замкнутой тотально со -насыщенной формацией.
Для любых т -замкнутых тотально со -насыщенных формаций М и Н  полагают

М v , r , Н = l r,)f form(M ^jH) .  Вместе с символом для обозначения верхней грани в

решетке lm = Iе’ также используют символ V ® . Относительно операций vjr) и о  

совокупность всех т -замкнутых тотально о> -насыщенных формаций 1ТС0 , частично

упорядоченная по включению с  з является полной решеткой формаций 
(см. теорема 1.5.4 [Воробьев, 2012, с. 54]). В этой решетке

v r (F ( | / e / )  = / r f o r m ( ^ F ( ) и n>F,  являются соответственно точной верхней и«v ieI jeI
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точной нижней гранями для подмножества {F (- | /’ е  /} из /(

со -локальный спутник, все значения которого -  1Т -формации, называется 1ТС0 - 

значным спутником.
Пусть { f j  \ i е 1} — некоторая система 1Тт -значных спутников. Тогда через 

v '  (fj  1 1 е  I)  обозначается такой 1Тт -значный спутник f , что



f ( a )  = lтт form(^,-e / /j(a ))  для всех а е ю и { ю '} , если по крайней мере одна из формаций

f t  (а) Ф 0 .  В противном случае полагают / ( а )  = 0  .
Для всякой совокупности групп X полагают X (Fp ) = forrn(G //'/; (G) | G е  X ), если

р  G ;г(Х) и X (Fp ) = 0 ,  если р  £ ;г(Х).

Для произвольной т -замкнутой тотально со -насыщенной формации F через F !,* 0̂0
обозначают ее минимальный со-локальный 1Т -значный спутник, т. е. пересечение всех0̂0
со-локальных Л -значных спутников формации F . Наряду с символом F для 

обозначения минимального со -локального I™, -значного спутника формации F также
F CO 

00 •
Для произвольной (тотально) со -насыщенной формации F через F  обозначают ее 

канонический (максимальный внутренний со-локальный) спутник. Согласно замечанию 1 
[Skiba, Shemetkov, 2000] (см. также замечание 1.2.17 [Воробьев, 2012, с. 23]), если
F = LFffl (F) и f  — произвольный внутренний со -локальный спутник формации F , то 
справедливо неравенство f  < F .

Полная решетка формаций в  называется частичной алгеброй формаций 
[Скиба, 1997] (см. также [Воробьев, 2000; Воробьев, 2012]), если для любого простого 
числа р  и для любой формации F g  6? имеет место N pF е в .

Ввиду леммы 11 [Щербина, Сафонов, 2019] (см. также лемма 3.4 [Сафонов, 
Сафонова, 2017]) решетка / г всех г-замкнутых тотально со -насыщенных формацийй?оо
является частичной алгеброй формаций.

Полная решетка формаций в а называется индуктивной (см. [Скиба, 1997; 

Воробьев, 2 0 1 2 ]), если для любого набора { F (- | / е  1} формаций F , е  в 0’ и для всякого 

набора {ft | i e l }  внутренних 0 -значных со -локальных спутников / (-, где F ( = LFffl ( / ’),  
имеет место

\ /g(0 (F j \ i e l )  = LFffl ( у в ( £  \ i е  / )) .

Ввиду леммы 21 [Щербина, Сафонов, 2019] решетка / г всех г-замкнутых*>оо
тотально о? -насыщенных формаций индуктивна.

Пусть X -  некоторый непустой класс групп. Полная решетка формаций в 
называется X -отделимой [Скиба, 1997], если для любых терма и(х^,...,хп) сигнатруры

{n, Vg»}, формаций Fj , . . . , Fи из в  и группы ^ е Х  n u ( F 1 ; . . . , F n) найдутся такие

X -группы А1 е  F-|, . . Ап g F п, что A  g ^ (^ fo n n ^ j, . . 6formA71).

2. Вспомогательные результаты

Нам понадобятся некоторые известные факты теории формаций конечных групп, 
которые мы сформулируем в виде следующих лемм.

Лемма 1 [Щербина, Сафонов, 2019]. Решетка 1Т всех г-замкнутых тотально
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со-насыщенных формаций является полной подрешеткой решетки I", всех тотально 
со - насыщенных формаций.

Лемма 2 [Сафонов, 2004]. Решетка является модулярной и алгебраической.



Лемма 3 [Skiba, Shemetkov, 2000]. Пусть F = n /e /F , ,  где F ( =LFm( fj ) .  Тогда 

F = LF® (/) , гДе f  = r ^ i f i .
Лемма 4 [Щербина, Сафонов, 2019]. Решетка / г всех т -замкнутых тотально0̂0

со -насыщенных формаций индуктивна.
Лемма 5 [Сафонов, 2004]. Пусть М -радикальная формация и {F(- | / e / } -  

некоторое множество формаций. Тогда сл (MF ,  )  =  М ( сл F j ) .

/е/ /е/
Лемма 6 [Щербина, Сафонов, 2019]. Пусть М -  т -замкнутая тотально 

со -насыщенная формация, / е /  и п -  такое непустое множество простых чисел, что 
к  qco . Тогда

VL  (N i M / | / еЕ /)  = N K(y TCOii (М , | / е  /)).

Лемма 7 [Сафонов, Сафонова, 2017; Щербина, Сафонов, 2019]. Пусть F -  непустая 
г-замкнутая формация, л --такое множество простых чисел, что ;r(F )г\со с: п . Тогда

произведение S TF является г-замкнутой тотально о> -насыщенной формацией.

Лемма 8 [Скиба, 1997, с. 159]. Решетка \ тп G -отделима, а решетка разрешимых 
тотально насыщенных формаций S -отделима.

Лемма 9 [Щербина, Сафонов, 2019]. Пусть F = l T0) form (X), где X -непустой

класс групп. Тогда если f  -  минимальный ю -локальный 1ТС0 -значный спутник 

формации F , то справедливы следующие утверждения:

1) f(co’) = Гпк form(G/Gmd | G e X );

2) f ( p )  = T  form(X (F )) для всех р е  со;J 0̂0 *
3) если h -  произвольный m -локальный 1ТС0 -значный спутник формации F и р  —

некоторое фиксированное число из со, то F =LFffl( / 1), где f i(a )  = h(a) для всех 
ске(со\ {р}) {со'},

Л (р )  = lL№ form (GIG e h (p ) r ^ F , Op (G) = 1), 

кроме того, f \ ( p )  = f ( p ) .
Лемма 10 [Щербина, Сафонов, 2019]. Пусть J) -  минимальный со-локальный 

1Т -значный спутник г-замкнутой тотально со -насыщенной формации F ,■, где / е / .
аО

Тогда (fj 11 е  I ) -  минимальный со-локальный 1тсд -значный спутник формации

F = (F

Лемма 11 [Щербина, Сафонов, 2019]. Решетка / г всех т -замкнутых тотально0̂0
со -насыщенных формаций является частичной алгеброй формаций.

Следующая лемма является частным случаем леммы 14 [Щербина, Сафонов, 2019]. 
Лемма 12 [Щербина, Сафонов, 2019]. Пусть Р  -  неединичная р  -группа для

некоторого простого числа р  , W\ = К  • В\ < W  = P w r В  = К  • В , где

К  = Р {1{) = { /  | /  : В —» Р} -  база регулярного сплетения W , группа В ^  1, By -  подгруппа 
группы В . Пусть также v -  такое непустое множество простых чисел, что р  е  v .
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Тогда

Fp (№'i) = F , ( W , )  = F(IVt ) - O p (W^) = K - O p ( B l) = P <S) ■О  „ ( В ,).
Лемма 13 [Skiba, Shemetkov, 2000]. Если F = LFw( f )  и G /0 /)( G )e F  r ^ f ( p )  для 

некоторого р е  со, то G e F  .
Лемма 14 [Скиба, 1997, с. 152]. Пусть x . . . x N k =Soc(G ), где k >  1 и G -  

груииа с Ор (G) = 1. Пусть М ( -  наибольшая нормальная в G группа, содержащая 

N\ х .. .х 7V,_| x/V(+|X. . .x А'/., но не содержащая N ,. Тогда справедливы следующие 
утверждения:

1 ) для любого / е { 1 , ф а к т о р г р у п п а  G/Mj монолитична и ее монолит 

NjMj  /M j G -изоморфен N, и Ор (G/Mj) = 1;

2) М х гл ...слМ к = 1.

2. Модулярность и алгебранчность решетки т -замкнутых тотально
со -насыщенных формаций

Лемма 15. Пусть в -  полная решетка формаций, ц -  полная подрешетка решетки 
в , vn(xl , . . . , x 11) -те р м  сигнатуры { r \ v , ; }, ов (хъ . . . ,х п) -т е р м  сигнатуры { r ^v ^ } ,

получаемый из терма v t] заменой каждого вхождения символа v ;/ на символ . Тогда 

для любых формаций F , е  г] , / = 1 ,.. ,,и имеет место

^ ( F i , . . . , F „ )  = ^ ( F 1 , . . . , F „ ) e ^ .

Доказательство. Проведем индукцию по числу 1 вхождений символов из 
{ r^v^}  и { o ,v ^ }  соответственно в термы ot] и Vq.

Если t = 0, то утверждение леммы очевидно.
Пусть t = 1. Тогда либо F j n  F 2 = F i n F 2 е / 7 , либо F 1 v 77F 2 = F 1 v 6, F 2 e 77 , 

причем последнее соотношение следует из того, что т} -  полная подрешетка решетки в  и 

F , i  =  1, 2 .

Предположим теперь, что термы ь»;/ и и() имеют 1 > 1 вхождений символов из 

{ r^v^}  и { o ,v ^ }  соответственно и для термов с меньшим числом вхождений 

утверждение леммы верно. Пусть

(xh ...,xn) = vbj Ц ,.. .,xir )А tlu2]1 (хА ,.. .,xJs), 

ив (хъ ...,хп) = uw (xh, . . .,xjf )Ави2в(xA ,.. ;XJs),

где А $ = 1̂ 1, если А ̂  = гл и A q=Vq,  если Л?/ = v ?/, причем и .̂д -  терм сигнатуры 

\ r \ v п j , получаемый из терма заменой каждого вхождения символа v ;/ на

символ Vgi, к  = 1, 2, r,s  е  N  и

{xh , . . . ,xh }vj{xh , . . . ,x js } = {xx, . . . ,xn} .

Согласно предположению индукции,

v 2 >;(F Л F >,) = U2 й (F F Л ) е  V .
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Следовательно,
Уц(F 15• • -5F п) — l>ijj( F jr ) \ JjV2ц ( F F ) —

= 4 e ( F / , . - , F fr) A nu 2e( F j l , . . . , F j i ) =

= '-'I/.1F , , ......F , )Л „о; , , (F Л, . , F ( ) = u , ( F ,  F „ ) € //

Лемма доказана.
Лемма 16. Пусть 0 -  полная решетка формаций, г] -  полная подрешетка решетки

О. Тогда любое тождество сигнатуры {n, v^} истинно в г].
Доказательство. Зафиксируем некоторое тождество

v w (xh , . . . ,Xir ) =  v 2e (xA , . . . , x j s )

сигнатуры {п, \/о j , где г, s е  N . Пусть

vh](xh ,. . . ,xir ) = v2,1(xA ,. . . ,x js )

-  то же самое тождество, но уже в сигнатуре {г\ / г/}.
Пусть

F.,  F, . F  F - , , . 4
По условию

°w  (F /j, • • •, F ) = l>25) (F ̂ F j s).
Ввиду леммы 15 имеют место соотношения

°\rj (F /j > • • •> F ir ) = vw (F ; i F ̂ ), 

v2t1 (F j i ,• • •, F j s) = vw (F h , . . F j s).
Следовательно,

(F /j 5 • • -5 F ̂ ) — Vyg (F ̂ , ..., F ̂ ) —1>20 (F A F ̂ ) — v2 ̂  (F ̂ F  ̂ ),
т. e.

v\ij (F /j, • • •> F jr ) -  v2ll (F л , . . F Js).
Лемма доказана.
Учитывая леммы 1 и 2, из леммы 16 получаем следующую теорему.
Теорема 1. Решетка / г всех т -замкнутых тотально со -насыщенных формаций0̂0

является модулярной.
Отметим некоторые следствия теоремы 1.
Если со = Р — множество всех простых чисел, из теоремы 1 получаем

Следствие 1 [Safonov, 2006а]. Решетка 1ТХ всех т -замкнутых тотально
насыщенных формаций является модулярной.

В случае, когда со = {р}, из теоремы 1 имеем
Следствие 2. Решетка / г всех г-замкнутых тотально р  -насыщенных формаций

Р 00
является модулярной.

Следствие 3. Для любых двух т -замкнутых тотально со -насыщенных формаций 
М и Н имеет место решеточный изоморфизм

М  v r  F / r  M = F / r  M n F .CO.t j 0),r, 1 CO
Если cd = {p}, из следствия 3 вытекает
Следствие 4. Для любых двух т -замкнутых тотально р  -насыщенных формаций

М и Н имеет место решеточный изоморфизм
М  v r  F / r  M = F / r  M n F .  p, / p, / p,



В случае, когда со = Р -  множество всех простых чисел, из следствия 3 получаем 
Следствие 5 [Safonov, 2006а]. Для любых двух т -замкнутых тотально 

насыщенных формаций М и Н имеет место решеточный изоморфизм

М v ; F / i M  = F / ; M  n F .
Лемма 17. Пусть в -  алгебраическая решетка формаций, rj -  полная подрешетка 

решетки в. Тогда 7/ -  алгебраическая решетка формаций.
Доказательство. Заметим, что ввиду полноты решетки rj любая 7/ -формация 

является решеточным объединением своих однопорожденных // -подформаций в 
решетке г) . Следовательно, достаточно доказать, что для любой группы G 
однопорожденная 7/ -формация F = г/ formG является компактным элементом решетки ц . 

Пусть
F = rj formG с: vr/ (F , | / е  / ) ,

где F , g  rj для любого / е  / .  Поскольку rj -  полная подрешетка решетки в , то

Vff (F ,■ | 1 G  / )  G  lj и, кроме того,

V,, ( F ,■ I / e / )  = v 0 ( F / I / е / ) .
Значит,

F c v ^ F ,  | / g  / ) .

Поскольку в  -  алгебраическая решетка и формация F ( g  7j cl в , /' е  / , то

существует такой конечный набор индексов ,/ = {/’| , . j (к  е  N ), что

F с  v 0 ( F y | 7  еУ) .

Снова учитывая, что rj -  полная подрешетка решетки в  и F е  /7 для любого 

j  е J , имеем
v v (Fy | j  е У) = v 0(Fy | j  е У).

Следовательно,
F c v e ( F ;- | y e y )  = v 7 ( F y | 7  е  J ) .

Таким образом, решетка т} алгебраична. Заметим, что ввиду леммы 4.8.1 
[Воробьев, 2012, с. 247] компактными элементами алгебраической решетки т} являются в 
точности однопорожденные формации из rj. Лемма доказана.

Ввиду лемм 1 и 2 из леммы 17 вытекает следующий результат.
Теорема 2. Решетка / г всех г-замкнутых тотально со -насыщенных формаций

^00

является алгебраической.
Отметим основные следствия теоремы 2.
Применяя теорему 2 к случаю, когда со = { р } , получаем

Следствие 6. Решетка / г всех т -замкнутых тотально р  -насыщенных формаций
Р  00

является алгебраической.
Если со = Р -  множество всех простых чисел, из теоремы 2 вытекает

Следствие 7 [Safonov, 2006Ь]. Решетка 1ТХ всех т -замкнутых тотально 
насыщенных формаций является алгебраической.

2. G -отделимость решетки тотально со -насыщенных формаций

Доказательство основной теоремы предварим несколькими леммами, первые две из 
которых являются простыми следствиями уже доказанных утверждений.
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Лемма 18. Пусть и(х^,...,хп) -т е р м  сигнатуры {n, v®},  / ’■ -  внутренний со - 

локальный /®-значный спутник формации F ,, / = 1 , Тогда

L>(Fi,...,F„) = LFfl,(L>(/b.

Доказательство. Проведем индукцию по числу I вхождений символов из {n,v®} 
в терм и .

При t = 0 утверждение леммы очевидно.
Утверждение леммы для случая t = 1 следует из леммы 3 и леммы 4 для 

тривиального подгруппового функтора т .

Предположим теперь, что терм о имеет t > 1 вхождений символов из {n, V®}. 
Пусть терм и имеет вид

и(хг,.. . ,x tl) = ul (xl , . . . ,x ir )Аи2(хА , . . ,,xJs), 

где A e { n ,  v®}, r , s e N ,

{xh ,. . . ,x i r } u  {xh ,. . . ,x js } = {xx,. . . ,xn} 

и лемма для термов V\ и и2 выполняется. Тогда

u1(F/],...,F)r) = LFffl(u1(/ i,...,/.)), 

b»2 ( F 7|, . --,F / ) -  L¥a (v2( fA, . . . J Js)).

Понятно, что со-локальные /®-значные спутники Ц (Д Д  ) и 

являются внутренними. Следовательно, по индукции,
iXF-|, . . F „) = ц  (F ̂ F ̂  )Al>2 (F 7), . . F л ) =

= LFffl (ц (Д ,..., Д ) Al>2 {fh = LFffl (v{fx
Лемма доказана.

Лемма 19. Пусть v{x\, . . . ,xn ) -  терм сигнатуры {n, V®} . Тогда для любых 

тотально со-насыщенных формаций F [,..., F /7 и всякого непустого множества простых 
чисел 71 с  со имеет место равенство

u(N ^F b ...,N я-F„) = N JZ-t»(F1,...,F„).

Доказательство. Проведем индукцию по числу 1 вхождений символов из V®} 
в терм и .

При t = 0 утверждение леммы очевидно.
Пусть t = 1. Поскольку N к -  радикальная формация, то ввиду леммы 5 имеем

N ;rF l n N  ;rF 2 = N ;r(F l ^ F 2)
Из леммы 6  для тривиального подгруппового функтора г следует, что

N ^F ] v® N д-F2 = N ^(F ! v® F 2) .

Предположим теперь, что терм и имеет / > 1 вхождений символов из {i^,v®}. 
Пусть терм и имеет вид

и(х{,...,хп) = ц (*,• )Ау2 ,..;XJs),

где A e { n ,  v®}, r , s e N ,

Ц  , . . . ,x i r } v j { x h , . . . ,x js} = {xx,. . . ,xn}
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и лемма для термов V\ и и-> выполняется. Тогда

Ц(М ^F;i,...,N KF ir ) = N ^ , ( F У] ,...,F /( ),

^2(N л-F jj >• • ->N ^F /v) -  N ^ ( F  7i, . . F Л ).
Следовательно, ввиду предположения индукции

и(N ^Fb ...,N я-F,,) = ц(Ы ^F;i,...,N ^  )Al>2(N *F yi,...,N J 1 js ) = 

= N ^ ( F ;i,---,F/r)AN ;rL>2(F_/ i,...,F_/ i ) = 

= N ^ (^ (F /l,...,F,r )AL>2(F_/ i,...,F_/ i )) = N ^ (F i, . . . ,F „ ) .
Лемма доказана.
Л ем м а 20. Пусть б? -  полная решетка формаций, -  терм

сигнатуры {n, v , ; j , X , и F, -  такие 0 -формации, что X ( c F p  / = 1 , . . . ,и.  Тогда

u(Xb ... ,X „ )c u (F b ...,F „).
Доказательство. Проведем индукцию по числу 1 вхождений символов из {r \  v f/} 

в терм и .
Если t = 0, то утверждение леммы очевидно.
Пусть t = 1. Тогда из условий X , с  F ,, / = 1 , 2  имеем

X | п Х  9 с  F | о  F 9, Х ^ Х 2 с  F j v# F 2.

Предположим теперь, что терм и имеет ?>1 вхождений символов из { o , v ^} .  
Пусть терм о имеет вид

=L>i(Xj )АU2(Xj ...,X j ),

где A g {o , v ^},

{ х ^ . . . , х ^ } и { х А ,. . . ,хА } = {хь .. . ,хп}

и лемма для термов 1)\ и и2 выполняется.
Тогда

m X ,| ,...,X ,i ) c t ) |( F ii, . . . ,F i ),

!' " Х  Х л ) =  ^ 2 <РЛ . - - - Р Л )-
Следовательно, по индукции,

ц(X  /j....х /()Аи2(X А ,...,Х  А ) с  ц (F;i, . . , F ,■ )Ai>2(F a ,...,F  h ),
u(Xb ...,X „)e u (F b ...,F „).

Лемма доказана.

Полагая в лемме 20 в  = 1® и учитывая, что -  полная решетка формаций (см. 
теорема 1.5.4 [Воробьев, 2012, с. 54] для тривиального подгруппового функтора г ) , 
получаем следующую лемму.

Л ем м а 21. Пусть и(хь . . . ,хи) - т е р м  сигнатуры {n, V®}, Х ( и F ; -таки е

/* -формации, что X , c F , ' ,  /' = 1 , . . и . Тогда

^(Х Ь...,Х и) е  o (F j, ...,F п).

Теорема 3. Решетка I®. всех тотально со -насыщенных формаций является 
G -отделимой.

НАУЧНЫЕ ВЕДОМОСТИ |.Г. ,| Серия: Математика. Физика. 2019. Том 51, № 2 237



о н

Доказательство. Допустим, что теорема неверна, и пусть группа G -  контрпример 

минимального порядка. Тогда найдутся терм и(хь . . . ,хи) сигнатуры (n , V® ] и /®- 

формации F b . . . ,F„,  такие, что G g  l>(Fl 3. . . , F „ ) ,  но не существует групп Ау,...,Ап ,

таких, что Ах е  F 1,.. . ,А п е  F п и G е и(1® formal , . . .,/® formАп).

Заметим, что O(G) n  От (G) = 1. Действительно, если Ф((7) n  От (G) -ф-1, то в силу 

выбора группы G получаем, что для группы G/(cD(G) n O ^ G ) )  утверждение теоремы 

верно. Поскольку G е  и (F j , . . F п ) и u(F j , . . F п) -  формация, то

G / ( 0 ( G ) o G ffl( G ) ) e u ( F b . . . , F j .

Значит, найдутся такие группы /?[ g  F j , . . В„ g F „ ,  ч т о

G /(0 (G ) n  Оа (G)) е form/?! form/?„).
В силу со - насыщенности формации

и{Гг' form/?!, . . /® form/?,,)
имеет место

G е  form/?!, . . /® form/?„).

Противоречие. Таким образом, O(G) п  °т (G) -  1 .

Пусть М =L>(Fb . . . ,F п).  Покажем, что утверждение теоремы верно, если в терм о

входит всего один символ. Действительно, если G e F ! n F 2 , то G g  F ,,  / = 1 , 2 . 
Следовательно, имеет место

G е  formG п  form G .

Пусть G e F ! V ® F 2 =M . Предположим, что G -  монолитическая группа.
Пусть сначала Р = Soc(G) -  неабелева группа или абелева со'-группа. Положим 

к  = ;r(form(F j u  F 2)) ^  со. В силу леммы 7 (для тривиального подгруппового функтора т )

формация S ж form(F \ u F 2 ) e / ®.  Следовательно,

F i v x. F 2 = / « f o r m( F i  u F 2 ) c S  ж form(F x u F 2).

Поэтому G g S  n form(F j u F 2). Так как P = Soc(G) является неабелевой группой 
или абелевой со' -группой, то

G е form(F ! u F 2) = F ! v F 2 .

Ввиду леммы 8 существуют такие группы Gj G F j и G2 е  F 2 , что

G е formGi vform G2.
Поэтому ввиду включения

formGi v  formG2 с  formGj v® formG2
имеем

G е formG! v® formG2 .

Пусть теперь Р -  абелева р  -группа для некоторого простого числа р  G  со. 
Поскольку 0 (G ) n  Om (G) = 1, то Р <х O (G) и Р = CG (Р ) = Fp (G) = F(G) = Ор ( G ) . Так 

как G е  М , то в силу леммы 9 (для тривиального подгруппового функтора т ) имеем
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Ввиду леммы 10 (для тривиального подгруппового функтора т ) справедливо равенство

М  Z  (р ) = F  (р )  v ®  F  2оо (р ) ■

Поскольку | G/Fp(G) |<| G |, то по индукции для группы G/Fp (G) теорема верна. 

Поэтому найдутся такие группы Д  е  F (р) и 1)2 g  F , (/;), что

G/FpiG)  е  form/J, v Z l “ fo n n D 2 .

Пусть Cj = DjJOpiDj), / e l ,  2 . Тогда Д  g  N ^/® fo rm Q . Ввиду леммы 11 (для 

тривиального подгруппового функтора т ) N /® formQ g  /®, / е  1 , 2  . Следовательно,

/® form/J, с :N form Q , 

где / е  1 , 2 . Применяя теперь лемму 21, получаем следующее включение:

/® form/), v®  /® form/Л  cz N pt°J> form Q v®  N pt°’ formC2 .
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Д алее, ввиду леммы 19 им еет место равенство

N р1® fo rm Q  v®  N ^/® form C 2 =  N ^(/®  form Q  v®  /® form C 2 ) .

Значит,

G/Р  = G/Fp (G) g  N p (/® form Q  v® form C2 )

Так как P  = Op ( G ) , t o  Op (G/P)  =  1. Поэтому

G / i3 e  /® form Q  v®  /® form C 2 .

Пусть R j  = Z p w r C j  =  [Kt ]Q , где Z -  группа порядка p  , K t -  база регулярного 

сплетения /Q  / = 1,2 .  Поскольку Op (Cj) = 1, то ввиду леммы 12 имеем

Fp {Rj)  = F{Rj )  = Op {Rj )  = Kj ,

где / = 1, 2.  Так как

Ri/ ° Р(Ri) = Ri l K i = c i e  С  formД  c F , > ) ,  

то в силу леммы 13 имеем Rj е F ( , / = 1 , 2 . Пусть, далее, X , = / ® form , / = 1 , 2  и

L = X l X 2 . По лемме 10 (для тривиального подгруппового функтора т )
I® = У ® v® Y ^*—оо 100 V 00 '  4 2 00 •

Следовательно,

L WX (Р) = X ®оо (/?) V® X f  да (/?) =

= /® f o r m a l F p (Rx)) v® С form(tf2 / ^ ( t f 2)) =

=  /® form Q  v®  /® form C2 .

Значит,

G/Op(G) = G / P e L “ (р ) .

В силу леммы 13

G  е  L = Х  j v®  X  2 =  /® fo n n /^  v®  /® formi?2 .

Пусть теперь G не является монолитической группой и

Soc(G ) =  7V1 x . . . x N k ,

где jV, -  минимальная нормальная подгруппа группы G , i = \,...,k  (Аг е  N, к >2). 
Обозначим через M j  наибольшую нормальную подгруппу группы G , содержащую



Ny x...xNj_y x N j+l x . . . x N k и не содержащую N t . Ввиду леммы 14 группа Bt = Gj М  t 
является монолитической и ее монолит N jM jM j  G -изоморфен N, и Му сл...слМ к = 1 .

Поскольку Bj е М = F j v® F 2 и | В, |<| Сг |, то по индукции для группы В; найдутся такие 

группы Л’,1 g F | и Sj2 е F 2 , что

Bj е С  form^, v® /® formas',-2,
где / е /  = { 1 , 2 ,

Положим Sx S x у х iS*2 у x ... x И iS*2 <Si2 ^ *$22 X...X ̂ A-2 • Поскольку ,V,| G F J и

5 ,2  e F 2 при любом i e / , то ,S’| e F j  и 5'2 g F 2 . Так как Л’,| e  /® formal и Л’,2 е С form Л 2 
для любого / е / ,  то

/® formal с  /® formal, /® forms',-2 £= С  formV2 .

Учитывая лемму 21, заключаем, что для любого i е /  имеет место включение 

/® formal V® /® forms',2 с /®  forms', v® /® forrrkSV 

Далее, из условия 5,- = G/Mt е/®  form al v® /® fonn.V,^ в силу леммы 14 следует,
что

G е /® formal v® /,® formS^ 
как подпрямое произведение групп, изоморфных группам Ву,...,Вк . Этим самым 
доказано утверждение теоремы для случая, когда в терм и входит один символ.

Таким образом, можно считать, что число t вхождений символов из [o,v® } в терм 
и(х-[,...,хп) больше 1 и для термов с меньшим числом вхождений утверждение теоремы 
верно. Пусть терм и имеет вид

ul(xh,...txir)Au2(xJi,...,xjs),

где A e { n , v ® }  и

Ц ... x ir }^ {яд,...,x js } = {хъ .. . ,хп } ■
Имеем

G euyiF  ir)Au2(F is) .

Обозначим через И у формацию ^ (F , - , . . . , F , - ), а через H 2 -формацию 

U2(F j  j ) .  Тогда G g H j A H  2 , И, ввиду доказанной части утверждения, существуют

такие группы Ну е  Н j и Н 2 g Н 2, что

G е /® form/ / |  A//’ formН 2.

В каждом из термов Vy и и2 число вхождений символов из {n,v®} меньше I . 
Следовательно, исходя из выбора терма и , для термов Vy и и2 утверждение теоремы 

верно. Поэтому найдутся такие группы Ay е  F ^ , . . . ,А Г е  F  ̂ и /?i £ F у , . . G F ^ , что

Я,  е  Vy (/® form^, , . . . , /® fo rm ^ .) ,

Я 2 g о2(1" formBy,...,l® formfis) .
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ш а

Пусть Q  =  {дг, - Xj } ">xj s } • П олож им Rjk = Ак , если Лд g  Q ,

R , = P ,  = A k x B m, если х, = x  ■ е О и  P, = В , если Л' g Q ,  к = m = .
lk  Jm  n i lk Jm  Jm  tn Jm

Я сн о ,ч т о  R , eF,- и P t- eF , .
lk  к  Jm  Jm

П олож им  M . =  /® foxmR. , M . = /® form i5. , k = \ , . . . , r ,  m = \, . . . , s .  Поскольку
lk ™  lk Jm  ^  Jm

для любых k = l , . . . , r ,  m = \, . . . ,s  справедливы включения formAk c=M t и

/® formZ?„, с  M ,■ , то в силу леммы 21 имеем
00 т  —  Jm

ог(1® f o r m a l ,.,/® forint,.) cz l>| (М ),

o2dZ  f o r m S | , , / ®  form Bs) c= l>2 (M д  Ш ).

Значит, ввиду той ж е леммы 21 выполняется включение

ц(7®  fo r m a l,. . . , /®  form/4;. )Au2d x  form Z ?|,...,/®  formZ?5 )c=  

с ц ( М  У1, . . . , М ,• )Al>2 (M л , . . . , М л ) .

Из условий Я ! е  ц  (/® f o r m a l , . . /® form Д . ) ,  Я 2 е и 2 (7® formf i | , . . /® fo rm fis ) 

следую т включения

/® fo r m # j c l »i(/® f o r m ^ , . . . , /®  fo rm ^ 7.) ,

/® fo r m # 2 с  u 2 (7® fo r m i^ ,.. . , /®  fo rm fis ) .

С нова применяя лемму 21, имеем

/® form f/jA /®  form Я  2 с  

с ц ( У ®  fo r m a l,. . . , /®  form/4;.)A u 2 (7® fo r m fij ,.. . , /®  fo rm fis ).

П оэтом у справедливо включение

form Н |Д/® form Н 2 с  )Ди2 ( Ш1 д , . . . , Ш1 ^).

Учитывая, что G е /® form//j A/® form //2, получаем

С е ц ( М  jr )Al>2 (M д , . . . , М  л ) =  у(М  ь ...,М н ) ,

где М , -  однопорож денная тотально со -насыщ енная подформация формации F , ,  

i = \ ,. .. ,n.  П олученное противоречие завершает доказательство теоремы. Теорема  

доказана.
Л ем м а  22. Пусть X  -  некоторый непустой класс групп, в -  X  -отделимая решетка 

формаций, Т) -  полная подрешетка решетки в . Тогда // является X  -отделим ой решеткой 
формаций.

Д о к а за тел ь ств о . Пусть o ^ ix i , . . , ,хп) -  произвольны й терм сигнатуры { r ^ v ^ }  и 

группа А е Х  r \u r/(F „),  где формация F ,  gtj для лю бого i= \ , . . . ,n .  Покажем, что

сущ ествуют такие X  -группы Ах е  F 1 , . . .,АТ1 g F „ ,  что
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Пусть ов ( -  терм сигнатуры { r \ \ /n j , получаемый из терма ип заменой 

каждого вхождения символа на символ . Тогда ввиду леммы 15

u7(F,,...,F n) = ue(F\,...,F „)е/7.
Поэтому

/ 4 e X n u 7 ( F b . . . , F „ ) = X  n y e ( F b . . . , F„ ) .
Поскольку в -  X  -отделимая решетка формаций, то существуют такие X -группы 

A  e F b . . . , 4 7 e F „ , 4 T o
A  е  Vq(0 formAh . . . ,0 formAn) .

Так как по условию т) и F , е  г] , то

6 form А] с  //form ,4, с  F, 
для любого / = 1,.. ,,и . Ввиду леммы 20

oft (#form Ах, . . 6  form А п ) с: vn(i] formА х f orm А п ).
Из леммы 15 следует

Vf){TjformAx,.. ,,Tj formAn ) = (/7 form al, . . . ,rj formAn).
Тогда из последнего соотношения и предыдущего включения, учитывая, что 

A  g Off (^ fo rm ^ j, . . OformAn ), А  е  X ,
окончательно получаем

А е  X (/ / formal ,.. ,,/7 form^„ ).

Таким образом, полная решетка формаций в -  X  -отделима. Лемма доказана. 
Учитывая теорему 3 и лемму 1, из леммы 22 получаем следующую теорему. 
Теорема 4 [Сафонов, Сафонова, 2017]. Решетка / г всех г-замкнутых тотально

й?оо

го -насыщенных формаций является G -отделимой.
Отметим основные следствия теоремы 4.
Если т -  единичный подгрупповой функтор, то из теоремы 4 вытекает 
Следствие 8. Решетка всех наследственных тотально со -насыщенных формаций 

является G -отделимой.
Если t(G) = Sn{G} для любой группы G , то из теоремы 4 получаем
Следствие 9. Решетка всех нормально наследственных тотально со -насыщенных 

формаций является G -отделимой.
Если со = {р} , то из теоремы 4 имеем

Следствие 10. Решетка / г всех г-замкнутых тотально р  -насыщенных формаций
Рею

является G -отделимой.
Если со = Р — множество всех простых чисел, то из теоремы 4 вытекает

Следствие 11 [Safonov, 2010]. Решетка 1ТХ всех т -замкнутых тотально
насыщенных формаций является G -отделимой.

Заключение

В работе изучены некоторые свойства решетки функгорно замкнутых частично 
тотально насыщенных формаций конечных групп. Исходя из вложимости для 
произвольного подгруппового функтора т решетки всех т -замкнутых тотально 
со -насыщенных формаций в решетку всех тотально со -насыщенных формаций, показано, 
что решетка всех т -замкнутых тотально о> -насыщенных формаций конечных групп 
является модулярной и алгебраической. Доказана G -отделимость решетки всех тотально 
со -насыщенных формаций. Аналогичный результат установлен для решетки всех
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т -замкнутых тотально со -насыщенных формаций. В качестве следствия полученных 
результатов установлены модулярность, алгебраичность и G -отделимость решетки всех 
т -замкнутых тотально р  -насыщенных формаций, а также решетки всех т -замкнутых 
тотально насыщенных формаций.

Полученные результаты могут быть использованы для дальнейшего развития 
теории частично насыщенных формаций конечных групп.

Исследование выполнено при поддержке Министерства образования Республики 
Беларусь (ГПНИ «Конвергенция» 1.1.03.02).
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