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Аннотация
В работе рассматривается аналог классической проблемы делителей Ингама. Изучается би­
нарная аддитивная задача с квадратичными формами. Для числа решений уравнения Qi{rn) — 
Q2 (k) =  1 была получена асимптотическая формула. Данное уравнение содержит бинарные по­
ложительно определенные примитивные квадратичные формы, соответствуюгцие классу идеа­
лов мнимого квадратичного поля Q{\/d). Дискриминант мнимого квадратичного поля являет­
ся растугцим параметром. Число решений уравнения игцется с весами ex.p{—{Qi{m)+Q 2 {k))/п) 
при росте параметра п. Доказательство асимптотической формулы проводится круговым ме­
тодом с использованием оценок для двойных сумм Гаусса с учетом растугцего дискриминанта 
и оценки А. Вейля для суммы Клостермана.

Abstract
In this article, an analogue of the Ingam binary additive divisor problem is considered. A binary 
additive problem with quadratic forms is studied. The asymptotical formula of the number of 
solution of diophantine equation Qi(rn) — Q2 {k) =  1 is received. This equation contains binary 
positive defined primitive quadratic forms Qi{m) and Q2 {k) corresponded to the ideal class of 
imaginary quadratic fields Q{Vd). The discriminant of an imaginary quadratic field is a growing 
parameter. The number of solutions searched with weights exp(—(Qi(m) +  Q2 {k))/n) with the 
growth of the parameter n. Proof of the asymptotical formula is carried out by the circular method. 
The estimation of Gauss double sums with growing discriminant and estimation of Kloosterman’s 
sum by A. Weil are used.

Ключевые слова: аддитивная задача, асимптотическая формула, число решений, двойная 
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Введение

В 1927 году А.Е. Ингам [Ingham, 1927] рассмотрел уравнение

Ж1Ж2 -ЖзЖ4 =  1, Х\Х2 <П,

где Ж1,Ж2,Жз,Ж4 € N, и элементарными методами получил асимптотическую формулу для 
числа его регпеппй J{n):

0
Jin) =  ~^n\v? п +  0(п\пп).7Г̂

Рассмотренная проблема получила название неопределенной бинарной аддитивной про­
блемы делителей.

Важным этапом в изучении данной проблемы является использование кругового метода. 
Т. Эстерман в своей работе [Estermann, 1931] получил асимптотическую формулу:

J{n) =  nP2(lnn) + R{n),

где Р2 {х) -  многочлен 2-ой степени, а R{n) =  В этой формуле остаточный
член имеет степенное понижение но сравнению с главным.

ДальнеЙЕпие исследования связаны с уточнением остатка в асимптотической формуле для

Отметим работы Д.И. Исмоилова [Исмоилов, 1979] и Д.Р. Хиз-Брауна [Heath-Brown, 1979], 
в которых была получена оценка: R{n) ^  где е > О -  сколь угодно малая постоянная.
В первой работе использовались улучшенные оценки для суммы Клостермана, а во второй -  
метод производящих функций.

Методами аналитической теории чисел Г.И. Архипов и В.Н. Чубариков [Архипов, Чубари- 
ков, 2006] получили новую оценку остатка: К{п) ^  1п"‘ п.

В результате развития теории коэффициентов Фурье собственных функций оператора Ла­
пласа, было получено новое представление суммы сумм Клоостермана. На основе этого пред­
ставления Ж.-М. Дезуйе и X. Иванец [Deshouillers, Iwaniec, 1982] доказали, что R{n)

Кроме задачи, связанной с улучгпеппем остаточного члена в проблеме делителей Ингама, 
рассматриваются различные обобгцеппя и аналоги данной проблемы.

Ю.В. Линник [Линник, 1961], используя дисперсионный метод, получил полное penie- 
пие неопределенной аддитивной проблемы делителей: ху — Х\Х2 ■ ■ ■ Xk =  1 , ху < п, где 
x , y , x i , x 2 , ■■■ ,XkeN .

Исследования автора посвящены бинарным аддитивным задачам с квадратичными фор­
мами, также относящимся к аналогам проблемы делителей Ингама.

В работе [Куртова, 2007] решена задача получения асимптотической формулы для числа 
решений уравнения Qi{m) — Q2 {k) =  1, содержащего бинарные положительно онределенные 
примитивные квадратичные формы, соответствующие классам идеалов мнимого квадратич­
ного поля F  =  Q(\/d), где d -  отрицательное бесквадратное число. Полученная формула 
справедлива при п —> оо. Нри этом дискриминант мнимого квадратичного поля является 
фиксированным параметром.

В данной работе рассматривается задача, когда дискриминант мнимого квадратичного 
поля является растущим параметром.

Пусть d -  отрицательное бесквадратное число, F =  Q{\/d) -  мнимое квадратичное поле, 
6 р =  —D -  дискриминант ноля _F; Qi{fn) =  ^fn^Aifn -  бинарные положительно онределенные 
примитивные квадратичные формы с матрицами Ai, det Aj =  D, г =  1,2.

Пусть
I { n , D ) =  g-('5l(™)+'52(fc))/ra_

Q i { m ) - Q 2 ( k )  =  l
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В работе проводится доказательство следующей теоремы.
Теорема. Пусть е -  произвольное положительное число, 5р =  —D -  дискриминант ноля 

F, п € N.
Тсжда при п ^  оо и D  i^i/8-е справедлива асимптотическая формула: 

о 2 +°° Ч

q = l  1=1,

где Gi{q,l,0) =  ex\>{2'KilQiijn)/q) {i =  1, 2) -  двойные суммы Гаусса. Сумма особого
т{  mod q)

ряда асимптотической формулы положительна. Константа в знаке О абсолютная.

2. Вспомогательные леммы

Лемма 1. (Функциональное уравнение для двумерного тета-ряда) [Ogg, 1969, глава VI]. 
Пусть 1тт > О, X G Q{n) -  положительно определеппая квадратичная форма дискрими­
нанта 5р с матрицей А,

в{т,х) =  ^  ехр(27ггг(5(й +  ж)).
raeZ2

Тогда

в(т, х) =  — ехр f +  2тггп*ж̂  .
V  ^  У

Лемма 2. [Лаврентьев, Шабат, 1958, глава VI]. Пусть q,q\q” < N. Тогда справедливо 
равенство

b(g+g')]̂ ^ ^-2тх ^
dx =  -  +  0{qN).

J +  4 т г 2 ж 2  2

Лемма 3. (Оценка суммы Клоостермана) [Estermann, 1961], [Малышев, 1962]. Пусть II* =
q

1( mod q), K{q, u,v) =  (2тгг(и/ +  vl*)/q) -  сумма Клоостермана. Справедлива оценка
1= 1 ,

{l,q) = l

K{q, и, v) <  T{q)q^/‘̂ {u, v, q)^/‘̂ .

Лемма 4. (Равенства и оценки для произведения двойных сумм Гаусса) Пусть D =  —5р; 
Q2 {k) -  бинарные положительно определеппые примитивные квадратичные формы с 

дискриминантом D; (l,q) =  1.
Пусть (q,D) =  Di, II* =  1( mod q), {D/Di) {D/Di)* =  1( mod q), q =  2°̂  ̂ . ..Pg“ . Тогда

Gi{q,l,fn)G2 {q , - l ,k )  =  Ci{q,D)q^exp (^-2 m - C 2 {q, D){Q[{fn) - Q a W ) )  •

Если Di =  1, TO Ci{q, D) =  I, C2 {q, D) =  D*.
Если Di > 1, TO \Ci{q, D)\ < Di, C2 {q, D) =  {D/Di)*/Di.
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□  Случай, когда (q,D) =  1, подробно изложен в [Куртова, 2019]. Для квадратичных форм 
разных дискриминантов было получено равенство:

Giiq,l,rn)G2 iq , - l ,k )  =  C{q, 5р,)д^ exp ( - 2 ш - -  D*^Q'^(k))) ,
\ Q /

(2-Sp_, -SpAa-,

С учетом условия =  ~D,  можем считать, что =  D 2 =  D* и C{q, Sp̂ ) =
(1 —(5p)cti

C\{q,D) = { - l ) ^ ^ .
(l — 5p)ai

Так как или 5p =  1( mod 4), или a\ =  0, to (—1) 2 =  1. Таким образом, если (q, D) =
1, TO

Gi{q,l,rn)G2 iq , - l ,k )  =  q̂  exp ( - 2 m - ^ i Q [ { r n )  - Q 2© )
\ Q /

Для случая, когда (q, D) > 1, будем использовать точные формулы для сумм Гаусса от сте­
пени простого числа, которые доказаны в работах С.А. Гриценко [Гриценко, 2003], [Гриценко, 
2012]. В работе [Куртова, 2014, с. 29] приводится равенство:

Gi{q,l,m)G2 {q, -1,к) =  Gi{q,D)q^exp ( -27ri-G2{q, D){Q[{fn) - Q 2W ) )  ,
q

где
Giiq, D) =  С з ( А ,  Q 'i(m ), Q'2{k))Di, G2{q, D) =  {D /D i)*/D i.

Параметр G:i{Di,Q'^{m),Q'2 {k)) <  1, тогда \G\{q,D)\ < Di. Ш
— Я _

Лемма5.  Пусть V{q,D,fn, к) =  E  e~‘̂ ^^ l̂4Gi{q,l, m)G2 {q,—l,k). Справедливы следую-
1= 1 ,

щие оценки:
V(q,D,0,0)  <  (q,D)q^,

V{q,D,m,k)4;:iq,D)q^/^+^.

□  Доказательство леммы будет проводится теми же методами, что и в работе [Куртова, 
2014, с. 33]. Нри получении оценок будем учитывать, что параметр D растугций. Пусть q =  qiq2 , 
(<?i)<?2) =  1, (qi,D) =  1 ] q2 -  либо 1, либо натуральное число, все простые делители которого 
делят D. Так как сумма Гаусса является вполне мультипликативной функцией, т. е.

Gi{qiq2,l,m) =  Gi{qi,liq^,m)Gi{q2,l2qf,rn),

то и функция V{q,D,m,k)  мультипликативна. Тогда

Viqiq2 ,D,m,k)  =  Vi{qi, D, q2 ,fn,k)V2 {q2 , D, qi,m,k).

Оценим каждую из функций Vi{qi,D,q2 ,m,k)  и V2 {q2 ,D,qi ,m,k).  Воспользуемся результата­
ми из леммы 4.

Так как (qi, D) =  1, то из равенства для произведений сумм Гаусса имеем

Vi{qi,D,q2 ,fn,k) =  qj V  exp (-2тгг— -27rz^^-^^B*((5i(m ) -  QaW ) •

(̂ l,9l) = l
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К полученной сумме Клостермана К  (̂ qi, —1, —{ q " ^ ) * D * — Q^ik))) применим оценку из
леммы 3. Тогда Vi{qi, D,q2 ,m,k) q\ ‘̂ '̂̂  ■

В случае, когда гп =  О , к =  О, можем улучгпить данную оценку. Имеем:

V,{q, ,D,q2 , m  =  qj «  <??•
h = l ,

{ h , q i ) = l

Так как {q2 ,D) >  1, то из равенства для произведений сумм Гаусса имеем 

V2 iq2 ,D,qi,m,k) =  Ci{q2 ,D)ql  V  exp -27гг^ -27гг^^^С 2((?2 , i5)(Q'i(m) -  Q 'W ) •
V <?2 <?2 J

( l2,q2)=l

К полученной сумме Клостермана К  (̂ qi, —1, —(<?i)*C'2(<?2, — Q2 {k))) применим оцен­
ку из леммы 3. Тогда V2 {q2 , D,qi,rn,k)  <  (<?2,

В случае, когда т =  О , к =  О, можем улучшить данную оценку. Имеем:
92

V2 {q2 , D , q i , m  =  {q2 ,D)ql  ^  «  (<?2,
«2 = 1,

(«2,<?2)=1

Объединяем нолученные оценки для Vi{qi,D,q2 ,m,k)  и V2 {q2 ,D,qi ,m,k) .  Так как q =  qiq2 , 
(qi,D) =  1, то (q2 ,D) =  {q,D). ■

3. Доказательство теоремы

1. Используя круговой метод, можем сумму I{n,D)  записать в виде интеграла:
1

I{n,D) =  J Sl{a)S2 {a)e~ ‘̂ '''̂ °‘da,
о

где
Siia) = Y1 S2 {a) = ^ ,(-l/n-27Tia)Q2(fc)

meZ2 fcgZ2

Выберем N =  [\/n], {од =  Разобьем промежуток [^, 1 — числами ряда Фарея,
отвечающего параметру N{cm. [Виноградов, 2004]). Пусть ^   ̂ ^ -  соседние дроби Фарея,
I < l ,q  < N, q̂  < N, q" < N.

Будем рассматривать промежутки =  [l/q — l/q{q +  q” ),l/q +  l/<?(<? +  q')), для которых
N  q - l

справедливы следуюгцие свойства: [— —; )̂ =  U U причем П =  0 при
q = l  1=0 ’

{ l ,q )=l

ihq) +  Тогда

I{n,D) =  j  Si{a)S2 {a)e-^^^^da =
q < N  1=1,

{l,q) =  l

q \q(q+q')]-̂
^  ^  g -2r f / ,  / Si{l/q +  x)S2 {l/q +  x)e- '̂^^^ulx.

м =1
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2. Для сумм 3\{1/q +  х) и 5*2(//<? +  ^) проведем преобразования, связанные с разбиени­
ем но арифметическим прогрессиям с разностью q, которые позволят использовать для нпх 
функциональное уравненпе из леммы 1.

Si{l/q +  х) =  ехр +  2 ml/q +  2'Kix)Qi(jn)] =

е(—га ^+2'Kix)Qi{m) _
S (m od q)

m = s  (mod q)

=  ( (ж +  ^ ) Q ^ s l q
s (mod q) ''

где для 9 ((ж +  ^^)(p,~s/q) применим функциональное уравнение из леммы 1. 
Тогда для S\{l/q + x) получим равенство

Si{— V х) — 2тг
_    ехр

q^VD{n-^ - 2тх)
(  2ж^д\{Ш) \

Dq^{n~^ — 2 т1 1х) у Gi{q,Um).

Из полученного равенства выделим главное слагаемое, когда т =  0. Тогда S\{l/q +  х) 
можно представить в виде суммы: S\{l/q +  ж) =  +  $ i, где

—

2тг

Ф1 =
2тг

— 2ттгх)

/  27r2Q'(m) \'I_____________  \  ^

q^^/D{n-  ̂ -  2тггж) V Dq^{n~  ̂ -  2tiix) )
т ^ О

Аналогичные иреобразованпя для второй суммы дают следуюгцее представление для 
S2 (l/q + x) =LP2 +  Ф2, где

2тг

ф о  =
2тг

^ 2  =  —  G 2 ( q ,  - I ,  0 ) ,
q^\/D[n-  ̂+  2тх)

/  27t2Q'2© ^„ ^  ехр
q^\fD{n~  ̂ +  2тггж)

k^'Zj
к^О

Dq^{n~  ̂+  2 'Kibx)
G2{q,-l ,k) .

3. В формулу для 1{п, D), нолученную в пункте 1, подставим представления для функций 
Si{l/q + х) и S2{l/q +  х) . Тогда

1{п, D) =  h  +  I2 +  h  +  li,

где

h =
4тг̂
D

Uq+q')Y
q < N  1=1, 

{ l ,q )=l

e~^^"'dx 
+  4тг2ж2 ’

-lq{q+q")]-

[q{q+q')]-'^
— 2тгй/д I , „ ЛЧ _ 2тггж,

q < N  1=1, 
{ l ,q )  =  l -[q{q+q")]-
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д  Ыя+я')]-̂
- 2жгх̂ 1dx, 

- 1

Интеграл 1\ является главным членом асимптотической формулы. Для оставшихся интегралов 
проведем оценку сверху.

4. Вычислим интеграл 1\, используя равенство из леммы 2. Тогда

= Е  e-̂^̂̂ /̂Gгiq,l,ЩG2iq,-l,Щ+Oih,г),
g < N  1=1,

{l,q) = l

где

q < N  1=1, q < N
{l,q) = l

Функцию V{q,D,0,0)  оценим, используя неравенство из леммы 5. Получаем следующую 
оценку:  ̂Е Д0,0)| « ̂ Y.̂ q,D)q-̂ «

g < N  g < N

< ̂ Е Е  ̂ < п1/2+7£>1-".
t|D

Оценим сумму

g>W  1=1, q > N
{l,q) = l

Снова используем лемму 5. Получаем, что

g>W  q < N

1|D ,>ff

Таким образом.

, 2  H~CXD Q

=  E  e - 2"*'/''Gi(<?,/,0)G2(<?,-/,0) +  0(n i/2+7i5i-^ ).
g=l 1=1,

il,q)=l
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5. Оценка остаточных слагаемых / 2, / 3, /4 существенно не отличается, поэтому рассмотрим 
доказательство только для / 4:

q b(g+g')]̂ ^f Ф1 Ф2С-^^^Чх.

Используем равенства для $ i, Ф2, полученные в пункте 2.

[9(9+9'
h  =

4тг̂
~D / 2̂.mxdx

-\q{q+q")Y
27r (̂5i(m)

q‘̂ D{n~^ -  2тггж
Е  ехр

к&7?
kjtO

27r‘̂ Q2{k)
\ q‘̂ D{n~^ +27rix) /

V{q,D,m, к).

Пусть 9 -  сколь угодно малое положительное число. Выделим интеграл малой длины:

l q { q + q ' ) ] - ^  _ [g„l/2+ 0]-l [g„l/2+0]-l [ q { q + q ') ] - ^

"  I  ^  I  ^
- [ q { q + q ' ' ) ] - ^  - [ q ( q + q ' ' ) ] - ^  _ [g„l/2+ 0]-l [ д п 1 / 2 + в ] - 1

После ироведенного разбиения /4 представляется в виде суммы: /4 =  / 4Д +  / 4̂ 2 +  -̂4,3-
6. Проведем оценку / 4 2̂- Прежде всего учтем, что V{q,D,fn,k) {q, . Тогда

[gnV2+0]-l

4̂,2 <  Y) '^ {4 .D )q  /̂2+̂
q < N

2тг‘̂  Q[{m)

dx

\

fn̂ O
q^D{n-^ +  4тг2ж2п) /  Jk£Z‘̂ 

kjtO

+ 4тг2ж2

27t2 Q '®
q^D{n-^ +  4тг2ж2п)

В полученной сумме по q выделим следующие слагаемые:

[gnV2+0]-l [ „̂1/2+0]-1Е / + Е / =Е« + Е-
д<гг,1/2-® о < q < N  о

Для ^ 4 1  учитываем, что q <  и О < ж < Получаем

/  27r2Q'(m) \ехр
q^D{n~^ +  4тг2ж2п) / <  exp(-cn^^/i:>).

где с -  постоянная, г =  1,2. Тогда

Е
тт^ О

2тт‘̂  Q[{m)
q^D{n~^ +  4тг2ж2п) =  0 (£>ехр(-ш^^)),
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Е  ехр
2тг 2п'

= 0 {D eM -cn^% )-q^D{n~  ̂ +  А'к̂ 'Х̂ 'п)

Проведем оценивание интеграла при условии, что q <

[gnV2+0]-l
dx

2тт[дп1 / 2 + 0 1 - 1

+ 4тг2ж2
dt

«П ^ /2- V -
О о

После проведенных рассуждений получаем:

^  3/2-6»41 «  е х р ( -ш " " )  ^  ((?, D)q-^/^+  ̂ «
д<гг,1/2-®

1+е

Рассмотрим ^ 42. в  данной сумме ( j ( < i V n O < a ; <  поэтому

ехр 2тг2(5 ' ( т ) <  exp(-cQ-(m)/L>),
q^D{n~^ +  4тг2ж2п) у 

где с -  постоянная, i =  1,2. Тогда

(  27r‘̂ Q[{m) \ (  2тг2(5'2® \

m€Z к & 7 /
к̂ О

Для интеграла справедлива тривиальная оценка: J
о

В итоге получаем следуюгцую оценку для суммы ^ 42:

Ьп1/2+в]-1

*  ^  «  п /  i S  «  »■

4 2  «  п о  Y1 (4.D)q-V^^’- «
„ 1/2- 0<̂ <ДГ

t\D q<f

Таким образом, / 4,2 =
7. Проведем оценку для / 4 3̂. Так как V{q, D,m,k)  ^  (<?, q < N  и <

ж < [<?(<? + <?')]“ ^ то

Е (- 27T^Q[{m)

т £  _  
т̂ О

q^Di{n~^ — 2 ттгх)
=  0{D) , Е « р ( -

-  _ГТ70 \

27T̂ Q'̂ ik)

к&1 /
к̂ О

q^D2 {n~  ̂ +  2 'кгх) =  0{D).

Кроме того, при q < N  справедлива следующая оценка интеграла:

[q{q+q')Y g -2TTihx̂ ^

П“ 2 + 4тг2ж2

+00
dx

<. qn.„l/2+б

[gral/2+0]-l [gral/2+0]-
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После произведенных оценок получаем, что

/ 4,3 <  g - l /2+e ^  ^3/4+e+S]jl+s_
q < N  t\D q<N/t

Интеграл / 4,1 оценивается также, как / 4 3̂. Объединяя оценки, полученные в пунктах 6 и 
7, можем утверждать, что /4 =  Следовательно, остаточный член асимптоти­
ческой формулы для I{n,D)  имеет оценку

4. Заключение

Доказана асимптотическая формула для числа решений уравнения Qi{fn) — Q2 {k) =  1 с ве­
сами ехр(—(Qi(m) +  Q2 {k))/п) при двух растущих параметрах п ^  оо и D D =  —5р
является дискриминантом мнимого квадратичного поля F =  Q{\/d), и связан с квадратич­
ными формами, входяЕцими в уравнение. Для доказательства применяются новые оценки для 
сумм Гаусса, содержагцих квадратичные формы, с учетом растущего дискриминанта.
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