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Аннотация
В настоящей статье рассматривается онисание пространства состояния идеального газа на 
основе регпеппя квазилинейного дифференциального уравнения в частных производных пер­
вого порядка методом характеристик. Выведена формула регпеппя в обгцем виде, а также ее 
варианты для случаев изохорного, адиабатного и изотермического процессов. Нри этом дан­
ные процессы описываются функциями времени. Предложена геометрическая интерпретация 
решений. С ирименением средств современной компьютерной математики представлены ре- 
гпения соответствуюгцих дифференциальных уравнений в виде поверхностей в трехмерном 
пространстве термодинамических неременных (Q,v,p).

Abstract
In this article we consider a special method of description the space of conditions of ideal gas. It is 
based on the solution of quasilinear partial differential equation of the fist order. Geometrically the 
solution of this equation represent a surface in the space of thermodynamic variables {Q,v,p). We 
solve this equation using method of characteristics which are defined by the system of the ordinary 
differential equations. We received the general solution’s formula, and also its variants for the cases 
of isochoric, adiabatic and isothermic processes. Cauchy problem for the said differential equation is 
connected with finding of the integrated surface passing through the set curve of any process which 
can be presented in a parametrical form. We describe such process as time functions. It is given 
the geometrical representation of the space of ideal gas conditions at isoprocesses. We construct the 
following integrated surfaces using means of computer mathematics.

Ключевые слова: квазилинейное дифференциальное уравнение, геометрическая интерпре­
тация, метод характеристик.
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1. Введение

Классическая термодинамика является основой многих физических наук. Между тем по­
строение ее теории имеет глубокую историю и до сих нор егце не завершено. Известно несколь­
ко попыток ее акспоматизацип: Афанасьевой-Эренфест [Афанасьева-Эренфест, 1928], Борна 
[Борн, 1964], Гухмана [1986], Каратеодори [Каратеодорп, 1964], Петрова и Бранкова [Пет­
ров, 1986], Франкфурта [Франкфурт, 1964], Дьярмати [Gyarmati, 1962], Ландсберга [Landsberg, 
1970], Лайеб [Lieb, 1999], Фалька и Юнга [Falk, 1959]. Однако вопрос аксиоматического обос­
нования системы изложения данной наукп на настоягцее время остается открытым: теория 
не является полной, многие ее аспекты противоречивы и запутаны, ряд положений не имеет 
логической ясности [Базаров, 1991], [Пригожин, 2002]. Решение этой проблемы позволило бы 
четко сформулировать и обосновать принципы существования энергии и энтроппп в термоди­
намическом нредставленпп, получить новые соотношения термодинамики и дать им область 
практического примененпя.

В работах авторов [Аверин, 2014(A), Averin, Zvyagintseva, 2016(E), Averin, Shevtsova, 
2017(F)] было предложено примененпе методов и средств дифференциальной геометрии при 
ностроенпп моделей термодинамических состояний, процессов, соотношений и закономерно­
стей. Перспективный подход в данном нанравлеппи лежпт в анализе решений дифференциаль­
ных уравнений в частных производных первого порядка и дифференциальных форм Пфаффа 
[Аверин, Звягинцева, 2016(C)], которые положены в основу теории термодинамики.

Модель идеального газа является эталонной, наглядной и простой, а главное, допускает 
геометрическую интерпретацию основных понятий и соотношений в трехмерном простран­
стве. Данное направленпе уже было затронуто в работе Млодзеевского [Млодзеевскпй, 1956]. 
Однако ясного представления о природе термодинамических процессов п их связи с простран­
ственными геометрическими структурами наука на настоягцпй момент не имеет. Пути постро­
ения геометрической аксиоматики термодинамики представлены в работе [Аверин, Шевцова, 
2016(D)]. Методы дифференциальной геометрии позволяют структурировать и четко описать 
пространство состояний термодинамических систем путем построения в трехмерном простран­
стве интегральных поверхностей, являюгцпхся решениями квазилинейных дифференциальных 
уравнений первого порядка.

Современные средства компьютерной математики позволяют численнымп методами по­
лучить результаты решения данных уравнений. Такие результаты для изобарного процесса 
были даны в работе [Аверин, Шевцова, 2019(B)]. В настоягцей статье рассмотрено аналити­
ческое решение задачи Коши для изохорного, адиабатного и изотермического процессов. В 
системе компьютерной математики построены соответствуюгцпе интегральные новерхностп.

2. Описание пространства состояний идеального газа

Одной из важнейших физических величин в термодинамике является количество теплоты 
Q, показывающее интенсивность теплового взаимодействия в результате теплообмена. Также 
на эмпирическом уровне вводится понятие теплоемкости q как теплофизической характери­
стики вещества. Для газов она обычно равна
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и представляет собой количество теплоты, необходимое для измепепия эмпирической темпе­
ратуры Т  термодинамической системы на один градус в некотором процессе I.

Известно, что между величинами Q и Т в любом процессе существует связь (1), при этом 
для идеального газа справедливы следующие равенства:

0 Q дт 0 Q дт
о — о — Сг; , (2 )dv dv др др

где Ср и Су -  теплоемкости идеального газа при постоянных давлении и объеме.
Поскольку, исходя из уравнения Клапейрона, температура имеет вид однородной функции 

второй степени и имеет частные производные, то:

Уравнение (3) с учетом (2) может быть представлено в виде квазилинейного уравнения в 
частных производных первого порядка относительно величины Q:

V 0 Q ^ ^

2 ср dv 2сг, др

Регпеппе Q =  Q(v,p) уравнения (4) геометрически представляет собой поверхность в про­
странстве {v,p,Q), которая называется интегральной поверхностью.

Будем решать данное уравнение методом характеристик, которые определяются системой 
обыкновенных дифференциальных уравнений [Кошляков, 1970]:

=  (5)
V р 1

где S -  некоторый вещественный параметр.
Задача Когпи для уравнения (4) связана с нахождением интегральной поверхности Q =

=  Q{v,p), проходящей через некоторую кривую процесса I, которая может быть представлена 
в параметрической форме относительно времени t: vi =  vi{t), pi =  pi{t), Qi =  Qi{t).

Общее решение системы уравнений (5) имеет вид:

рт / S
v =  viexp — I, p =  p iexp \ —  , Q =  Qi +  Cp/3i— [ exp — ^  -  1 , (6)

\2cpJ \ 2 c J   ̂ R \ \Cpfii) )

2 Cvгде /?1 =  ----------, К -  универсальная газовая постоянная. Чтобы получить интегральную по-
Cv +  Cp

верхность в пространстве {v,p, Q), задают кривую процесса в параметрическом виде и исклю­
чают величины s a t .

3. Изохорный процесс

Если процесс является изохорным, то линия процесса I, через которую должна проходить 
интегральная поверхность, может быть задана параметрическими уравнениями относительно 
времени t [Кириллин, Сычев, 1983]:

 ̂ ^  ^  Cv(pi +  apt)viVI =  VI =  const, Pi =  Pi +  apt, Q =  CvT = ---------   , (7)
К

где Vi^pi -  термодинамические параметры газа в начальной точке t =  0 .
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Из первого соотношения для удельного объема v:

eJ =

Подставим (7) в (6), учитывая последнее выражение, имеем:

V =  VI ехр ( —  , р =  (pi +  apt) exp
-р/ V2c-г) /

Поскольку

получим:

Заметим, что

Q —
{pi+apt)vi CpPi{pi +  apt)vi ( (  v \

R R V V .J

1 -  % .  =  = - A .  A  =  ‘ '”Cp +

Q =  c,
{pi +  apt)vi

R -/?2  +  ^ /?1  Cv

Cp +  ĉv

\VlJ

2 Cp +  Сг,
Pi Cv

Поэтому окончательно получаем:

— к 1 , Pi +  (Xpt —

CvPV
R

(  /  \ -fc+i

V^i/
/?2 +  fc/?l

/
(9)

Рассмотрим геометрическое penienne данной задачи, применяя средства компьютерной мате­
матики. Пусть состояние идеального газа в начальный момент времени имеет параметры -  
давление р\ =  101325 Па и объем v\ =  11,1272 м^/кг. Положим, что при изохорном тер­
модинамическом процессе в течение 100 секунд давление увеличилось до 299607,7043 Па, а 
температура изменилась от Т\ =  273,15 К до Тг =  373,15 К. Зададим линию, через которую 
проходит интегральная поверхность:

p =  pi +  apt, 1̂ =  11,1272, Q =  с,
{pi +  apt)vi

R

Учитывая, что процесс длится 100 секунд, можно рассчитать значение скр, подставляя кото­
рое в формулу для Q, получим окончательное задание интегральной кривой. Геометрическое 
представление решения (9) показано на рисунке 1.
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Рис. 1. Изохориый процесс 
Fig. 1. Isochoric process

4. Адиабатный процесс

В случае адиабатного процесса мы имеем постоянное значение величины Q. Линия процес­
са I, через которую должна проходить интегральная поверхность, может быть представлена 
следуюЕцим образом:

VI = v i  +  a^t, Pi = p i  +  apt, Q =  Qi =  const. 

Тогда общее penienne системы (5):

V =  {vi +  a^t) exp , p =  Pi exp ;
2c,,■v/

(pi +  apt)(vi +  a^t)

Подставляя p и v в выражение для Q, получим:

Cpf3ipv

exp -  1
\  \ C p P i J  У

Q — Qi exp
CpPlV'-P

- 1  =

— Qi +
Cp[3ipv

R
CpPipv

Eexp Cpl3i

Поскольку из (11)

=
2c„

В выражении для p получим:

p =  {pi +  apt)

vi +  a^t ̂

V У  _  jpi + apt)v'  ̂
\ v i+ a y t j  (vi+ayt)'^'

(10)

(11)

(12)
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Таким образом:

Pi +  apt =

Рассмотрим третье слагаемое в (12).

Cpf3ipv _  Cpfiipv

p{vi +  a.ut)

Cp[3ipv

Eexp Cp/3i R
i+fc R

v̂i+â ,t ̂

Будем использовать соотношение для адиабатного процесса [Кириллин, Сычев, 1983]:

PlVi = P 2 V2 -

Подставляя выражения р и v в (15), получим:

(vi +  avt)^ = PlVj 
Pi + apt

Используя (13), имеем:

vi +  a^t =
l/(2fc) 1/2 1/2

pl/ {2k)

Подставляя (17) в (14), a затем в (12), окончательно получаем:

Q  —  Qi  +
Cpfhpv

R
1 -

^̂ Pl\ '
\P \ V J

(13)

(14)

(15)

(16)

(17)

(18)

Рассмотрим геометрическое penienne данной задачи. Пусть состояние идеального газа в 
начальный момент времени имеет прежние параметры -  давление р\ =  101325 Па и объем 
V\ =  11,1272 м^/кг. Положим, что при адиабатном термодинамическом процессе в течении 100 
секунд давление увеличилось до 296239,7579 Па, а температура изменилась от Т\ =  273,15 К 
до Тг =  373,15 К. Зададим линию, через которую проходит интегральная поверхность:

р =  P i  +  apt, V =  v i +  a^t, Qi =  0.

Рассчитывая значения ар и а ,̂ получаем окончательное задание интегральной кривой. Гео­
метрическое представление решения (18) представлено на рисунке 2.

2 Ш 0 -

15 ()0 -

OlP.v)
iOOO-

5 0 0 -

Рис. 2 . Адиабатный процесс 
Fig. 2 . Adiabatic process
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5. Изотермический процесс

Будем использовать соотношение давления р и объема v для изотермического процесса 
[Кириллин, Сычев, 1983]:

PlVl =  P2V2 ^  . (19)
VI Р2

Известно [Кириллин, Сычев, 1983], что изменение Q в этом случае подчиняется закону:

V2Q =  RT\n

Так как Т  постоянна, то, применяя (19), имеем:

VI

PiVi In — =  P2 V2 In — .
Р2 Р2

Зададим линию процесса I для получения интегральной поверхности:

P i = P i +  apt, vi = v i  +  a^t, Qi =  pm  In — .
Vi

Подставим последние равенства в обгцее регпеппе (6) системы (5). Получим:

(20)

р =  {Р1 +  apt) exp —  , V =  (vi +  avt) exp
2c„■vj

(21)

Q — Qi ^
Cp(iipm

R
exp Д -  1 =  pm  In —

\CpPlJ )
vi , Cpi3ipm

R
exp

Cpl3i/
-  1

Поскольку из (21)

=
\ 2cp

T O

p =  {p i+  apt)

\vi +  a.,tj  

V _  (pi +  v ) v ^
Vi +  avtj {vi +  avt) к •

Отсюда имеем:

Pi +  apt =  

Рассмотрим выражение для Q из (21):

p{vi +  â t)'^
vk

Q =  pm  ( In —vi , Cp(3i êxp
R V \Cpf3iJ

pv

exp Cp/3i
In Vi +  a^t , Cp/3i

Vi
exp

R V \Cpf3i

- 1  =

-  1

Внесем экспоненту в скобки:

Q = p v
( vi +  avt\^^'"  ̂ vi +  a^t , c„/?i C p (ii (v i+ a v tIn +

\
\ V J V

Подставляя (22) в (19), имеем:

PiVi p{vi+avt)'^

R R

i+fc\

P i +  a p t =
vi +  a^t

(22)

(23)
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Будем использовать (23) в выводе выражения для Q:

Q =  pv
\

ру1 +к In pl/{k+l)v-^ +
Ср/?1 Cp(5ipiviv^\

R R pvЛ-\-к

Внесем множитель pv в скобки:

Q =  ^ l n
к 1

VI
\Р ) R

-pv — Ср/?1

и
- p i V i .

Таким образом, получаем окончательное выражение для Q:

/  . /
Q =

C'pPl
R

pv +  pivi
1

V
k +  1

In
V p

c-pfil
~R~ /

(24)

Геометрическое решение данной задачи включает задание интегральной кривой, исходя из 
соотношения для изотермического процесса (22). Состояние идеального газа в начальный мо­
мент времени имеет прежние параметры -  давление =  101325 На и объем v\ =  11,1272 м^/кг. 
Нри изотермическом процессе в течении 100 секунд давление увеличилось до 299607,7043 На, 
объем стал V2 =  3,7631, а температура осталась прежней -  273,15 К. Линия, через которую 
проходит интегральная поверхность:

р  =  P i  +  apt, V =  v i +  avt, Q =  { p i +  apt){v\ +  avt) In 

Геометрическое представление решения (24) показано на рисунке 3.

VI +  ayt
VI

i 00000-

soooo-

Й(ЮОО-

Q(p.v)
4 0 0 0 0 -

20000-

'20000
60000

i 201Ю0

Fnc. 3. Изотермический процесс 
Fig. 3. Isothermic process

6. З аклю ч ен и е

Таким образом, получена геометрическая интерпретация решения уравнения (4) в виде ин­
тегральной новерхности в пространстве состояний идеального газа (v,p,Q). Гешение задачи 
Коши для данного уравнения произведено путем задания интегральной кривой, которая рас­
сматривается как кривая процесса и задается функцией времени. Это дает возможность ввести 
в соотношения термодинамики время как параметрическую переменную, и тем самым пред­
ложить решение одного из проблемных вопросов классической термодинамики, связанного с
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отсутствием времени в термодинамических уравнениях. Нри таком подходе устанавливает­
ся взаимосвязь между физическими понятиями и их математическими аналогами. Нри этом 
геометрическое представление имеет иреимугцество ясности и наглядности.

Поставленная задача решена для заданных изохорного, адиабатного и изотермического 
процессов, которые в каждом случае описываются зависимостями от времени с учетом сохра­
нения постоянного значения но конкретному физическому параметру.

С помощью системы компьютерной математики представлено геометрическое решение за­
дачи в виде интегральной поверхности, проходящей через заданную кривую процесса.
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