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Аннотация. Исследованы вопросы разрешимости задачи типа Коши для квазилинейных уравнений, разрешенных 
относительно старшей дробной производной Римана -  Лиувилля, оператор в линейной части при неизвестной 
функции в уравнении предполагается секториальным. При этом нелинейный оператор зависит от дробных про
изводных младшего порядка с произвольной дробной частью. Получены теоремы о локальном и глобальном 
существовании единственного решения при условии локальной липшицевости и липшицевости нелинейного 
оператора соответственно в случае его непрерывности в норме графика секториального оператора. Задача типа Коши 
для квазилинейного уравнения сводится к интегро-дифференциальному уравнению в специально подобранном 
функциональном пространстве. Для доказательства существования единственного решения используется теорема 
Банаха о неподвижной точке сжимающего отображения в полном метрическом пространстве. Полученный абстракт
ный результат использован при исследовании вопросов существования и единственности решения одного класса 
начально-краевых задач для нелинейных уравнений в частных производных с многочленами от самосопряженного 
эллиптического оператора по пространственным переменным и с дробными производными по времени.
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Abstract. We studies the issues of solvability of the Cauchy type problem for quasi-linear equations solved with respect to the 
highest fractional Riemann -  Liouville derivative, the operator in the linear part at an unknown function in the equation is 
assumed to be sectorial. In this case, the nonlinear operator depends on low-order fractional derivatives with an arbitrary 
fractional part. Theorems on the local and global existence of a unique solution are obtained under the condition of local 
Lipschitz continuity and Lipschitz continuity of a nonlinear operator, respectively, in the case of its continuity in the norm of 
the graph of the sectorial operator. The Cauchy type problem for a quasi-linear equation is reduced to an integro-differential 
equation in a specially selected functional space. To prove the existence of a unique solution, Banach Theorem on the fixed 
point of a compressive map in a complete metric space is used. The abstract result obtained is applied for the study of the 
existence and uniqueness of a solution of a class of initial boundary value problems for nonlinear partial differential equations 
with polynomials from a self-adjoint elliptic operator in spatial variables and with fractional derivatives in time.
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1. В вед ен и е. И зучение ф ункционально-аналитических аспектов интегро-диф ф еренциальны х уравне
ний , содерж ащ их п р ои звод н ы е дробного порядка, в настоящ ее врем я является актуальной  задачей  в
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связи со все более ш ироким  использованием  таких у равнений  в качестве м атем атических м оделей р аз
личны х процессов [1, 2, 3] . Задачи для уравнений  с разли ч н ы м и  дробны м и производны м и в банаховых 
пространствах исследовались в работах]. Pruss [4] (в форме интегральны х уравнений), Э. Г. Баж лековой 
[5, 6] , А. В. Глуш ака (см. [7, 8]) и др.

В работе [9] введен в рассм отрение класс операторов , для которы х уравн ен и е ^ D “z ( t ) = A z ( t ) в 
банаховом пространстве с дробной производной Герасимова — Капуто ^ D “z и оператором А  е А а  имеет 
аналитическое в секторе разреш аю щ ее семейство операторов. В [10] получена теорема о сущ ествовании 
единственного  р еш ен и я  н еоднородного  ли н ей н ого  уравн ен и я , а в работах [11, 12, 13] исследованы  
вопросы однозначной разреш им ости квазилинейны х уравнений с оператором А  е А а  в линейной  части 
и п роизводной  Герасимова — Капуто.

Сущ ествование единственного реш ения для линейного уравнения с дробной производной Рим ана — 
Л и уви лля D “Z и оператором  А  е А а  доказано  в [14, 15] . С оответствую щ ие квази л и н ей н ы е уравн ен и я  
и зуч ен ы  в [16, 17], при  этом  н ели н ей н ы й  оператор предполагается зависящ им  только от п роизводны х 
порядков а  -  т , а  -  т + 1 , . . . ,  « i, чтобы  избеж ать появления дефекта задачи  ти п а  Кош и, возникаю щ его 
в случае нескольких дробны х п р о и зво д н ы х  Р и м ан а — Л и уви лля в урав н ен и и  (см. [18]). Л окальная 
од н о зн ач н ая  разреш и м ость  задачи  ти п а  К ош и для к вази л и н ей н ы х  урав н ен и й  с н ескольким и  п р о и з
вод н ы м и  Р и м ан а — Л и уви лля  п рои звольн ы х  порядков в л и н ей н о й  и н ел и н ей н о й  частях уравн ен и я  
исследована в [19] с использованием  непреры вности в норме графика нелинейного оператора и в [20] — 
с использованием  его гельдеровости.

В данной работе исследуется квазилинейное диф ференциальное уравнение в банаховом пространстве 
Z  вида

D “ Z ( t ) = A z  ( t )+

+В (t, D “ "™z ( t ), D “ "™+1z ( t ) , . . . ,  D “ -1z ( t ), D^1 z  ( t ), z  ( t ) , . . . ,  z ( t )), t е  (0, T ) (1)

с л инейны м  оператором A  е A a , нелинейны м  отображ ением В и нескольким и дробны м и производны м и 
Р и м ан а -  Л и уви лля z  п ри  S > 0 и дроб н ы м и  и н тегралам и  Р и м ан а -  Л и уви лля z  п ри  S < 0.
Здесь т -  1 < а  < т е  N, yi < у2 < • • • < Уп < а  -  1, и; "  1 < Yi -  е  Z, yi -  щ Ф а  -  т, i =
1, 2, . .  . , д . В  п ред п олож ен и и  неп реры вн ости  н ели н ей н ого  оператора В в норм е граф ика оператора А  
будут исследованы вопросы локальной и глобальной разреш им ости задачи типа Коши для уравнения (1). 
Зам етим , что в используем ом  в [19] ф ункциональном  пространстве реш ений , вклю чаю щ ем требование 
на старшую производную  D “ , нет возмож ности доказать теорему о глобальной разреш им ости, поэтом у в 
данной  работе для этой цели введено в рассм отрение другое ф ункциональное пространство С „ ( t0, t1; Z ) .  
Для этого пространства сначала получен ряд вспомогательны х результатов. С их помощ ью  посредством 
теорем о неподвиж ной точке сначала доказано локальное сущ ествование единственного реш ения задачи 
типа Кош и для уравнения (1), а затем и однозначная глобальная разреш им ость (т. е. на любом заданном  
отрезке) для этой  задачи . П олученны е результаты  п рои ллю стри рован ы  н а прим ере одного класса 
начально-краевы х задач.

2. П р е д в а р и т е л ь н ы е  св ед ен и я . Пусть Z  — банахово пространство, L ( Z )  — пространство линейны х 
огран и чен н ы х операторов в Z  и €1 ( Z )  — м нож ество ли н ей н ы х  зам кнуты х  плотно определённы х в Z  
операторов. Для h : ( t0, ^ )  ^  Z  определим  интеграл Рим ана — Л иувилля порядка ^  > 0

Г

J ^ h ( t ) := f 1 ) J ( t  -  s)^ -1h(s)ds, t > 0,

t0

J 0 будет означать  тож дественны й  оператор. Пусть т -  1 < а  — т е  N, D™ — обы чная п рои звод н ая  
поряд ка т, D “ — дробная п рои звод н ая  Р и м ан а — Л и уви лля  п оряд ка а, т. е. D “h( t ) := D ^ J h ( t ). При 
^  < 0 будем  использовать обозначение h ( t ) := J h ( t ) .

Ч ерез Da  будем  обозначать область оп ред елен и я оператора А  е €1 ( Z ) ,  снабж енную  его норм ой  
графика У • = У • ^ z  + •Wz  .В  силу замкнутости оператора А  множество Da  с норм ой графика является
банаховым пространством. О бозначим также р (А )  := е  C : (^1 -  А ) -1 е L ( Z ) } ,  (Л) := (^1 -  А ) -1 при
^  е р(А) .

О п р е д е л е н и е  2.1. Пусть ва е  (0, я /2), аа > 0. Через А а  (О0, аа) обозначим класс операторов А  е €1 ( Z ) , 
для которых выполняются следующие условия:
(i) для любого X е Se0,a0 := [и е  C : | a rg (^  -  ап)| < 9, ^  Ф ап} выполняется в к л ю ч е н и е е р(А);
(ii) длялюбых  в е ( л / 2 , в 0), а > а0 найдется такое К  = К  (в,а)  > 0, что

WA е Se,a \\Ra^ (A)\ \x (z ) <  . (2)

З а м е ч а н и е  2.1. В п реды дущ их работах использовалось неравенство

WA е Se,a \\Ra^ (A)\ \l (Z) — |^  - 1 (3)



в условии (ii) определения 2.1. Покажем, что эти условия эквивалентны . Действительно, и м пликация из
(2) в (3) очевидна. Обратно, в силу (3) при  лю бы х 9 е ( к /2, 9о), а > ао им еем

К  (в, ) 

|Я ' 2

так  как > ао. При этом  |Я -  | -1 < С (9,а)\Л | -1 для всех X е Se,a, поэтом у  (2) вы полняется с
константой К  (в, а) = С (в, а)К (в, ).

Л ем м а 2.1. [14] . Пусть а  > 0, А  е Аа(Оо, ао), §  е  R,

л- - - . - е R +
г

Г = г+ и  Г- и  Го, г± = е C  : ^  = а + ге±^^, г е (S, ^ ) ] ,  Го = е C  : ^  = а + Se' ^ , f  е  ( - 9 , 9 )} при S > 0, 
а > ао, 9 е ( л / 2 , 9о). Тогда Zp допускает аналитическое продолжение в сектор ^во-^ / 2 := {т е  C : \ arg г\ < 
9о -  л /2, т Ф о} и при всех а > ао, 9 е  ( л / 2 , 9о) существует такое Ср = Ср(9, а), что для всех т е - „/2

\\Zp(t)\\l (Z) < Cfi(9,a)e^Re^( \г \-1 + a)^ , §  > о,

\\Zp(t)\\l ( X ) <  Cp(9,a)e-^^e^\r\- P, ^  < о.

О бозначим
A a := ^  A a (9о, ао)

во е(я/2,я ]
ао >о

и сф орм улируем  два варианта теорем ы  об одн озн ачн ой  разреш и м ости  задачи  ти п а Кош и для неодно
родного линейного  уравнения, которы е бы ли доказаны  в [14] и [15] .

Т е о р е м а  2.1. [14] . Пусть а  > о, А  е , f  е  С ([о, Т ); Da)- Тогда при любых  начальных данных  
2о,Z1, . . . , Z r n - 1 е  Da функция

т-1 i
Z ( t ) = У  Z „ - „ - k ( t  )Zk + Z 1-a  (t  -  s ) f  (s )ds (4)-m- a -k  (  ̂)^k + ^1-

к=о о

является единственным решением задачи типа Коши

D “- ^+'^ Z (о) = Zk, к = о , . . . , т  -  1, (5)

для уравнения
D “Z( t ) = A z( t ) +  f ( t ), t е ( о , Т ). (6)

Т ео р ем а  2.2. [15]. Пусть a  > о, A  е A a , f  е  ([о, Т ); Z ) ,  Y е  (о, 1]. Тогда при любых z 0, z 1, .. . , z ^ -1 е Da

функция  (4) является единственным решением задачи типа Коши  (5), (6).

3. Л о к а л ь н а я  р а з р е ш и м о с т ь . Пусть т -  1 < а  < т е  N. Рассмотрим  квазилинейное уравнение

D" Z ( t ) = A z  ( t ) + В (t, D " - ^ - e z  ( t ), D " - ^ - e+1z  ( t ) , . . . ,  D “ -1z ( t ), D^1z  ( t ) , . . . ,  D^^ z  ( t )), (7)

где m -  1 < a  < m е  N, q е  N 0 := N  U {о}, q е  N, y1 < у2 < • • • < Yq < ^  -  1, -  1 < Yi < ni е  Z, Yi -  ni Ф a  -  m,
i = 1, 2, . .  . ,q.  Н екоторы е Yi м огут бы ть отри ц ательн ы м и . Пусть го := m in{i е {1, 2, . .  . , q } : Yi > о}, если 
{i е  {1, 2, . .  . , q } : Yi > о} не пусто, при Yq < о будем  считать, что го := q + 1.

О пределим  y  := m ax{f; : Yi -  ^ i  < ^  -  ^ ,  i = 1, 2 , . . . , q }, n := \y  1, Y '■= m ax{f; : Yi -  ^ i  > ^  -  ^ ,  i = 
1, 2 , . . . , q }, n := \y 1, n* := max{n -  1, n}. В работе [18] n* назы вается деф ектом  задачи  типа Коши.

Для исследования уравнения (7) потребуется существование конечны х пределов lim D^‘z ( t ) := D^‘z (f0),
t ̂ 1о

i = 1, 2 , . . . , q ,  поэтом у определим  ^  * := max{n* + 1, о}. В итоге, с учетом  следствий 1-4  [18] для уравнения 
(7) будем  рассм атривать задачу

D “ - ^+^ Z (fо) = о, к = о, 1 , . . . , ^ *  -  1, D " - ^+^ Z (fо) = Zk, к  = ^*,^* + 1 , . . . , т  -  1. (8)

Пусть Z  — откры тое подм нож ество  в R X Z ^ + ^ +^, отображ ение В : Z  ^  Z  локально  л и п ш и ц ево  в 
норм е Da,  т. е. для каж дого (t, z 1, z 2, . . . ,  z^+g +q) е Z  сущ ествую т окрестность V с  Z,  I > о, такие, что для 
всех (t, Х1, Х2, . . . ,  Хт+д+q), (t, У1, У2, . . . ,  Ут+е +q) е V

( t, Х1, Х2, . . ., Хт+д+q) В ( t, У1, yz, . . . , Ут+д+q ) \Da <  ̂ Ук W Z . (9)

т+д+q

к=1
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Р еш ен и ем  задачи  ти п а  К ош и (8) для у р ав н ен и я  (7) н а  отрезке [t0, t1] будем  н азы вать  ф ункцию  
Z е С ( ( t0, t 1];DA),  такую , что е  С™ ((f0, f 1] ; Z )  П С ^ -1 ( [f0, f 1]; Z ) ,  D^‘z  е С ( [ ^ , Ь ] ; Z ) ,  i = 1, 2 , . . . , q ,
вы полнены  условия (8), вклю чение

( t, D “ " ^ " ^ z  (t), D “ " ^ " ^ +1z  ( t ) , . . . ,  D “ -1z (t), D^1z  (t), D^2z  ( t ) , . . . ,  D^^z (t)) е Z

при  t е  [t0, f1] и равенство (7) при  t е  ( t0, f1 ] .
Л ем м а 3.1. Пусть m -  1 < a  — m е  N, у  е  (0 ,1]. Тогда линейное пространство

Са (к ,  к;  Z )  := [х  е С ( ( t0, h]; Z )  : ( t  -  t а ) ^ " " x  (t) е С ([  t^, h]; Z ) ,  Г - " х  е  С™-1 ([  t ,̂ h ] ; Z ) }

с нормой УхУс„(f0,f1;Z) := \ \ J \ \ c ^-1 ([t,,t1 ];Z) + W( f -  ^ ) ^ - " х ( f)Wc([f0,f1 ];Z) является банаховым.  
Д о к а за т е л ь с т в о . А ксиом ы  норм ы  могут быть проверены  непосредственно. Пусть последовательность 
[ x k} ф ун д ам ен тальн а  в С „( t ,̂ h ; Z ) ,  тогда сущ ествую т п ред елы  у := lim ( t  -  t o ) ^""xk  е С ( [ t^, f1] ;Z ),

у 1 ( t) := lim ] ^ - "хк е С ^ -1 ( [ t0, 1]_]; Z ). П олож им  п ри  t е  ( t0, 1]_] x ( t )  := (t  -  (t) = lim  Xk(t)  в

пространстве Z .  О граниченность последовательности [ x k} в C „( t0, t 1; Z )  влечет неравенство УX k( t ) \ \ z  — 
С(t -  fo)“ при t е  ( to, t1] , k  е  N, тогда

t

/ ( t -  -1 Г ( t -  s ) ^ -1
  X , (s)ds — с  ----- - ( s  -  f0)“" - d s  = СГ( a  - m  + 1).

Г (m - a )  J  Г (m - a )
t(0 z  0̂

По теорем е Лебега сущ ествует J™- " х  = lim  Xk = lim J ^ - "xk = y 1 е  С™-1 ( [ t0, 1]_] ; Z ).
к

Л ем м а 3.2. Пусть m -  1 < a  — m е  N. Тогда при любом к е Z , k  < т -  1 существует такое С > 0, что  
при все хх  е Са( t0, t1; Z ) ,  s , t  е  [t0, 1)_]

\\D“ - ^ + ^ x ( s ) - D - - ^+^x ( t ) \ \ z  — C\ |x ||c „ i t , , , .z ) ls  -  tl.

Д о к аза тел ь ств о . При к е Z, к < -1 , s , t  е  [t0, f1], s < f в силу определения дробного интеграла Рим ана — 
Л иувилля и теорем ы  Л агранж а

D “ - ^+^х( s ) - D “ - ^+^х(t) = ( s -  t ) D “ - ^+^+1х( ^ )  = ( s -  t ) r ^ -1Г " " x (^) =

t \m - a -1

t0

при  некотором  ^, располож енном  м еж ду точкам и s и f. Поэтому

-  т)- ^ -2
= (^ - ^ )  I )-  1) ( ^)

t0

  -к -1
||D “ X (s ) " D “ - - + ^ х ( t ) \ \ z  — ( S - 1) 11x 110̂ (t0, 1̂ z ) - ............

Т ( - к )

Для к е  [ -1 ,  0 , . . . , т  -  2}

||D “ - ^+^х( s ) " D " - ^+^х( t ) \ \ z  — ( s - t )  m ax ||D “- ^+^+1x ( t)\\z  — l|x ||c „ (t,Jl■,Z)(S"t).
T е[5,г ]

З а м е ч а н и е  3.1. В условиях лем м ы  3.2 легко получить, что при  лю бом  х  е С„( t0, f1; Z ) ,  к е Z , k  < 0

l|D“- -+^ХУс([,0,.1 ];Z) — УГ - ^ Х Ус([,0,.1 ];Z ).

Л ем м а 3.3. Пусть т -  1 < а  — т е  N, х  е Са ( t0, f1; Z ) ,  п -  1 < f! — п е Z, f! < а  -  1, а  - т  Ф f! - п .  Тогда
D^ х  е С ( ( t0, h ] ;Z ) .
Д о к а за т е л ь с т в о . Если j] -  п < а - т , т о п  — т -  1, при  х  е С„ ( t0, f1; Z )  J " - ^ x  = j " - fi+" " ^ J ^ " " x .  Поэтому 
при  к = 0, 1 , . .  . , т  -  1

jn-fi+ а .  = V 1 (^ -  ^0)^- ^ + " ""+^D"- ^+ '^ ( t0) ^  
^ ' ' ( ^) ^ ^=0 Г ( п - р  + а - т - к  + 1 + 1) +

( f -  Лп- Р+а- т-1
’ --------- -D-"^+'^x(s)ds,  (10)

Г ( п -  р + а  -  т)
t0



Т

I

(^ — -fi+a-т-1
(  ̂ ^) т\а-т+к
г (п -  Р + а  -  т)

D " - ^+'^ X (S )ds
^  Ус„(?о,t1-,z)( t -  tо)

г (п -  р  + а  -  т + 1) 
Z

В случае Р -  п > а  - т  имеем  п < т -  2 согласно условию Р < а  - 1. Следовательно, для к = о, 1 , . . . , т  -  2 

D ^J" -fi X ( t ) = - ^̂ J  ™- “ X ( t ) = D 1 - ^+1 J  ™- “ X ( t ) =

/ W -m
= ^  k j n - P  OJ----- ^ jrn- a ̂  (^о) + j a - rn+1̂ a - rn+1̂  (^ )

\ г ( a  -  m + 1)

ft. f. \n-B+a-m-k jm-a^/ f .  Л
= (  ̂ -  ^ о ^ ______ J X (То) jn-p+a-m+1 p. 1 j m - a =
= г (п  -  p  + a  -  m -  к  + 1) + ^ (^) =

^ ^  i- \ ^ e + ^ ^ - k + l  \ /• /+= у  (_ ! ^ ^ о ) _ ^ ------------ Б ____х(^о) Г ( t - s) ^ -^+,+1^(^)^^.  (11)
^  г  (n -  p  + a  - m  -  к  + I + 1) J  г  (n -  ^  + a  - m  + 1) ( )
‘- о 1о

При получении последнего равенства используется (10) и сдвиг нум ерации в сумме. Как и в преды дущ ем  
абзаце, получим  неравенства для интегралов при значениях к = о , .. . , т  -  2, поэтом у D ^ x  е С ((fо, f1] ;Z ) .

В ведем в рассм отрение такж е пространство Са;̂ *(tf̂ , f1; Z )  := {х  е Са( tf̂ , f1; Z )  : - m+ky.( о̂) = о, ]̂  =
о, 1, . . . ,  ^ l* -  1}.

З а м е ч а н и е  3.2. По построению  ц* для х  е С а *(h,  f1; Z )  им еем  равенства (см. [18]) D -п‘ +^х(tc,) = о, 
к = о, 1 , . . . , U i , i = 1, 2 , . . . , q .

Л ем м а 3.4. Пусть т -  1 < а  < т е  N, уд < ос -  1. Тогда D ^‘х  е С ( [ fо, f1] ; Z ) ,  и существует такое С > о,
что для все хх  е С„-fi*(h,  f1;Z ) ,  i =  1, 2, . .  . , q

\\D^‘x  ус  ([ 1о. t1 ];Z) < C  уХус„ (1о, tr.Z). (12)

Д о к азател ь ств о . Из зам ечания 3.2 и лем м ы  3.3 следует, что для х  е Са;̂ * (h,  f1; Z )  выполняю тся вклю чения
л. j t о __________ т^^^^лк^  л. \ г^0,

при  Yi -  т < а  -  т
D ''^x е С ([  fо, f1] ; Z ) ,  i = 1, 2 , . . . ,  g. Из (10) и равенств D “ - ’̂ +'^х( fо) = о, к  = о, 1 , . . . , п  i , i  = 1, 2 , . . . ,  q, получаем

/ ( t _  c)ni- Yi +(х- т-1
----------------- D n‘r - ‘̂ x(s)ds,  (13)

г  (т -  Yi + а  - т )
'Yi + а  -  т)

и

а при Yi -  ni > а  -  т в соответствии с (11) им еем

t

/ ( t -  c)ni-  п +<̂- ^(------- -̂--------------^ п +̂1J ^ - a^  ( ^)^  ̂ .

г  ( п i - Y i  + a  - т  + 1)
к

В обоих случаях приходим  к (12). Л емма доказана.
В озьм ем  в качестве y  е  (о, 1) м и н и м альн о е  из п олож и тельн ы х чисел  ni -  Yi + ос -  т и у е (о, 1) — 

м иним альное из чисел ni -  Yi + ^  -  т + 1, таких, что ni -  Yi + ^  -  т < о. О пределим Y* := m in{y , f }  е  (о, 1).
З а м е ч а н и е  3.3. Из доказательства лем м ы  3.4 следует, что в ее условиях сущ ествует С > о, такое, что 

при  в с е х X е С„щ*(h,  t1; Z ) ,  i =  1, 2, . .  . , q

\\D Wc ([ ̂ о, ̂1 ];Z) < С W r - “x  ||с™_l ([ ̂ о, ̂1 ] : Z ) ( t -  tо)^'.

Л е м м а  3.5. Пусть m -  1 < a  < m е  N, x  е Ca-;fii( 1о, t1; Z ) , Yg < ^  -  1- Тогда существует С > о, такое, 
что для каждого i = 1, 2 , . . . ,  q при всехs , t  е  [ 1о, t1]

\\D У‘х  (s) - D  У‘х  ( t) \ \Z < С ||х ||с„  (tо.tl■.Z)\s -  t\^".

Д о к а за т е л ь с т в о . При s , t  е  [fо, f1 ], s < t, Yi -  Щ < a  -  m в силу (13) им еем

t

/ ( t — т)П‘-У‘ +‘̂ -т-1
--------------- - D n4  ™- “х  (T)dr+

г (п i -  Yi + а - т )

/ ( t _  r)ni -  Yi + ( ^ - m - ^  _  .-)ni -  Yi+a-m-1
(_ ^ H ------^ ^ --------------- D n‘r - ‘̂ x (T)d T,

г (ni -  Yi + a  - m )
к



отсюда

уог^х а ) - П У ^ х  ( s ) l lz  —
Ik llc . ( .0, ̂ г-Х)( t - s )  -  +“ - 

Г (Ui -  Yi + а  -  т + 1)

1\с^( ô, ̂ 1;Z)

S ги
0

( и -  т ) - 1''+“ -  ̂ -2 
Г (т -  Yi + а  - т  -  1)'

УА\С„ (f0, t1;Z)( t -  S)—  -  Yi- +^-^

Г (ni - Y i  + a  -  m + 1)

+ УЛ̂УС„ (t0, h;Z)

T

/
( и -  h ) - “ -  '^-1 - { u -  s) - “ -  '^-1 

г  (n i - Y i  + a  - m )

WCa ( ̂ 0, h ';Z)
( t -  s) - ^-  ̂  f  (и -  s) -  ^-  ̂ -1

Щ -  Yi + a - m  + 1) J  Г (m -  Yi + a -Г (Щ -  Yi + a  -  m m )
- du

^  - „ -  „  = ^ ^ У^У^^( ( ^ - ^ ^ s , , g, = ^, -  + ^  - ^  е  (0,1).
Г ( rii -  Yi + a  - m  + 1) “^   ̂ )

А н алоги чн о  п ри  Yi -  n ; > a  -  m п олучи м  \ \ D x ( t )  -  D'^^x( s ) | z  — CiWxWc^(t0,1 , z ) ( t  -  ^)^' с Si = 
Щ -  Yi + a  -  m + 1 е  (0,1), С; = 3 /Г (щ -  Yi + а  -  т + 2) > 0. Взяв максим альное из Ci и м иним альное из Si, 

= 1, 2, . . . , , заверш им  доказательство.
З а м е ч а н и е  3.4. Функция, удовлетворяю щ ая условиям задачи типа Кош и (8), с точностью до о( t - 1 0)“-1 

при  t ^  t0 + ведет себя как ф ункция

( t -  к ) “ -  ( t -  t0)“ -  -+^‘'+1z,.+1 ( t -  t0) “ - 1 -1
z ( t) ^  -̂----ГТ + ^ ^  t; + • • • +

г  (a  - m  + fj* + 1) Г (a  - m  + fj* + 2) Г ( a )

По построению  ft* D " - ^ - ^ ^ ( t0) = D " - ’̂ - e+^^(t0) = ••• = ( t0) = 0, D i'1? ( t0) = D^2̂ ( t 0) =
• • • = lz(t0) = 0. П оэтом у п ри  t = t0 аргум ент н ели н ей н ого  оп ератора в ур ав н ен и и  (7) им еет вид
( t0, 0 , 0 , . . . ,  0,z^.- ,z^*+1,.. . ,  z ^ -1, 0 ,0 , . . . ,  0).

Л е м м а  3.6. Пусть т -  1 < а  — т е  N, 1̂ < ^2 < • • • < Yg < ^  -  1, -  1 < Yi — ^i е  Z,
Yi -  Ui Ф а  -  т, i = 1, 2 , . . . ,  q, А  е  А „ , Zk е Da , к  = ц*, jj* + 1 , . . . ,  т -  1, Z  открыто в R X Z ' ”+̂ +g,
( t0, 0 , 0 , . . . ,  0,Zn* ,Zn*+1, . . . ,  Zm-1, 0 , 0 , . . . ,  0) е Z,  В е С ( Z  ;Da )■ Тогда функция z  е  Ca-;fi *( t0, t1; Z )  является  
решением задачи  (7), (8) на отрезке [t0, t1] при некотором t1 > t0 в том и только в том случае, когда при  
t е  [t0, h]

т-1 ‘
Z( t ) = ^ ^  Z ^ - a - k ( t -  t0) Zk + I  Z 1-a ( t - s)B^ (s)d s, (14)

где (s) = В (s, D " - ^"- ez(s), D " - '«- 9+1z  ( s ) , . . . ,  D " -1z  (s), D ̂ 1 z ( s ) , . . . ,  D^^z (s))ds.
Д о к а з а т е л ь с т в о . Если z е Caщ*(h,  h ; Z ) ,  то в силу л ем м ы  3.5 и с учетом  условий  на оператор В 
отображение, t ^  В^ (t)  непреры вно действует из [t0, t1] в Da , а значит, удовлетворяет условиям теоремы 
2.1. В силу этой теоремы z является реш ением  задачи (7), (8) на отрезке [t0, t1] тогда и только тогда, когда 
на нем  вы полняется равенство (14).

Т е о р е м а  3.1. Пусть т -  1 < а  — т е  N, Y1 < Y2 < • • • < Yg < ос -  1, ^i -  1 < Yi — ^i е  Z, 
Yi -  Ui Ф a  -  m, i = 1, 2 , . . . ,  q, A  е  А „ , Zk е Da, к  = ц*, jj* + 1 , . . . ,  m -  1, Z  открыто в R X Z ' ”+̂ +g, 
( t0, 0 , 0 , . . . ,  0,Zn*,Zn*+1, . . . ,  Zm-1, 0 , 0 , . . . ,  0) е Z,  отображение В е С ( Z  ;Da) локально липшицево в норме Da.  
Тогда существует такое t1 > t0, что задача  (7), (8) имеет единственное решение на [t0, t1 ]. 
Д о к а за т е л ь с т в о . Возьмём t 1 > t0, е > 0, такие, что в окрестности

V  := [ ( t, У1, у2, . . . ,ут+д+д) е  R X Z ' ^ + ^ g : t е [ t0, h],  У yk У — е, 
к = 1, 2 , . . . , д  + 1̂ *,е + т + 1,д + т + 2 , . . . , д  + т + q,

У У] - ^ i - g - 1 У — ,̂ j  = Q + î* + 1,е +и* + 2 , . . . , е  + т}

неравенство (9) вы полняется при  некотором  > 0. 
Рассмотрим  множество

Mt1 := [ у е С а , , . (  t0, h;  Z )  : УD^- ^+'^y(t)Уz — £, к  = - д ,  - д  + 1 , . . . ,  î* -  1,

\\D^- ' ^ + ' ^ y ( t ) - Z k \ \ z — е, к  = fi*, fi* + 1 , . . . , т  -  1, 1 е  [t0, h]},

+

+ +



которое в силу л ем м ы  3.1 является п о л н ы м  м етри ч ески м  пространством  с м етри кой , задаваем ой  как 
норм а разности  в Са(к,  h ; Z ) . О пределим  в M.t1 оператор

tn-L л
G(y ) ( t )  - k ( t -  fо)Zk + Z 1- a ( t - s ) B y ( s ) d s

I
п ри  t е  (1о, 1)_]. И м еем  для у е M  t1 в силу л ем м ы  2.1 (t  -  1о) ^ - "С  (y) (t )  е С ([1о;11] ; Z ) . С учетом  
доказательства п р ед ы д у щ ей  л ем м ы  и теорем ы  2.1 п олучим , что G (у) е M t 1 для  лю бого у е M t 1 при  
1 > о, достаточно близком  к о.

В [14, 15] показано, что

j  Z1- „ ( t - s ) B y ( s ) d s  = j  Zk+1- , n ( t - s ) B y ( s ) d s .

Поэтому для x , y  е M t 1 в силу лем м  2.1 и 3.4 при  к = о, 1 + 1 , . . . , т  -  1,

цОа- rn+kG ( x ) ( t ) - D ^ - ^+'^G (y) ( t ) \ \Z  =a-т+к/ Zk+1-™ ( t - s ) ( B ^  ( в ) - В У  ( s))ds

Z

( m-1
< lCk+1-m ( f -  fо) ea (t-U) У  m ax - ^ + j x ( t ) - D ^ - "+^y(t)

tе[h,t1 ] Z
\j=-9

m a^ у  \ \ D x ( t )  - D y ( t ) \ \
ге[го,h ] ^1 ] = 1

где 1 > о не зависит от , . Кроме того,

||( t -  fо) “ ( G ( x ) ( t ) - G ( y ) ( t ) ) \ \ Z  =

Z < C1 ( f1 -  tо) \\x -  у \\c„ (1о, h;Z),

( t -  fо) ' ^ - 4  Z 1- „ ( t - s ) ( B ^ ( s ) - B y ( s ) ) d s

Z

in -I
у  m ax D " - ' ^ + x ( t ) - D ^ - ^ + j y ( t ) ^  + m ax У  \D ‘' 'x (t) -  D'^^y(t)\\-r

е[ о, 1] Z  е[ о, 1] Z
\j=-9

XIC1- „ e“( 1̂ - о̂) (f1 -  fо)™ < C1 ( f1 -  fо) ^ ||x -  yWcyn c„ (1о, h Z ) .

Т аки м  образом , оператор G отображ ает м етрическое пространство M t 1 в себя и является оператором  
сж атия на нем, если t1 -  f0 достаточно мало. П оэтому сущ ествует его единственная неподвиж ная точка 
Z е M t 1. Согласно лем м е 3.6 z — реш ен и е задачи  (7), (8) на отрезке [ 1о, f1].

Единственность реш ения следует из единственности  неподвиж ной  точки в силу лем м ы  3.6.

4. Г л о б а л ь н а я  р азр еш и м о сть . О бозначим х  = (Х1, Хг, . . . ,  Хт+д+q) е  Z '^+^+^ . Отображение В : [fо, Т] X 
Z т+е+q ^  Z  назы вается л и п ш и ц ев ы м  по х,  если  сущ ествует такое L > о, что для всех ( t, х) ,  ( t, у) е 
[tc, Т] X Z ' ”+̂ +̂  ̂ вы полняется

m+g+q

WB ( t, х ) - В  ( t ,y)WZ < ^  \ \ х к - у к  Wz  .
к=1

Т е о р е м а  4.1. Пусть т -  1 < а  < т е  N, у1 < f z < • • • < Yg < ^ -  1, ”i -  1 < Yi < е Z,  yt -  Ui Ф a - m ,  
i =  1, 2 , . . . ,  q, A  е A a , Zk е Da , к  = ц*, i *̂ + 1 , . . .  , m  -  1, отображение В е С ([  1о, Т ] X Z^+^+^^ ;Da  ) липшицево  
п о х в  норме Da . Тогда задача (7), (8) имеет единственное решение на [ 1о, Т ].
Д о к а за т е л ь с т в о . По лем м е 3.6 достаточно показать, что уравн ен и е (7) им еет единственное р еш ен и е в 
банаховом пространстве

с „ . ( fо, т;Z )  := {х е С „( fо, Т ;Z )  : D " ~’̂ + х ( h )  = о, к = о, 1, . . . ,  î* -  1}.

О пределим  для у е Са;^*(tо,T; Z )  оператор

т-1 i
G (y) (t )  : ^ Y ^ Z ^ - a -к ( t -  fо) Zk + Z 1-a ( t - s ) B y  (s)ds,  Г е [  fо,T ].

I--,,. J^=1̂ ' к
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Как при  доказательстве теорем ы  3.1 получаем , что G (у) е Са щ ' ( к , Т ; Z )  для лю бой ф ун к ц и и  у е 
Сащ*(к , Т ; Z ) .  При этом  используется тот факт, что

D f - ^+'^ J  Z 1- ,  ( t - s ) B ^  (s)dsl  t0 ^  Zk+1-т ( t - s ) B ^  (s)dsl  t0 = 0, k  = 0 ,1 , . . . , m  -  1.

0 0

О бозначим j -ю степень оператора G как G \  Т1 := m ax[1, Т -  t0}. Для x , y  е Са-ц * ( t0, Т ; Z )  в силу лем м ы
2.1 при  к = 0 , 1 , . . . , т  -  1,

\\D^- ’̂ +^G ( x ) ( t ) - D ^ - ^+'^G (y)( t ) \ \Z  =а-^+к/ J  Zk+1- ^ ( t - s ) ( B ^ ( з ) - В У (s))ds

0 Z

/ fn^ L
( t - s ) ^ - ^-1L Y j \\D"- "+^x (s) - D ^ - ^+j y (s) ||Z  ds+ 

0 = -  Z

r  g
+Ck+1-™ - 0̂ ( t - s ) ' ^ - ^ -1L | ] | | D ( s ) - D ^ ‘y ( s ) \ \ z d s  —

— LCk+1- т ТГ - ^-1 (^ -  ̂ 0 ) (t  -  t0)\\x -  у  Ус„ (t0.f,Z) — ^1 ( t  -  t0)\\x -  у  ||c„ (t0.t;Z),

где C1 := Le “ -  *0) m ax [ a -1C1-aT1”-1, Ck+1-mT1"--^-1 : к  = 0 , 1 , . . . , m  -  1} . Кроме того,

( t -  t0) '" - “ ( G (x )( t ) - G ( y ) ( t ) ) \ \ z  =

^ ^ 1 - a  n(T-

( t -  t0) Z 1- a ( t  -  s) (B^(s)  -  ВУ(s)) ds

0 Z

( 0) ( t -  t 0 ) ^ УХ - УУС„(t0,T;Z) — (̂ 1 ( t -  Ь ) УХ - УУС„(t0,t;Z). 

Т аким  образом, верна следую щ ая оценка

У G (Х) -  G (У)УС„ ((0, t-Z) — (^  + 1) <̂1 ( t -  0̂)УХ -  у\\с„ (t0, t;Z) .

Для к = 0 , 1 , . . . , т  -  1 им еем

У^а- m+kG 2 ( x ) ( t ) - D ^ - ^+'^G 2 ( y ) ( t ) \ \ z  = I  Zk+1- ^ ( t - s ) ( B ^ ' ^ ( s ) - B ^ ) ( s))ds

Z

— LCk+1-m e‘ T - 0̂ ||G (^)  -  G (у)Ус^(,0,,;Z) ds —

2 r  ( rn + 1) c2: 2
— ( m + 1)Cl у  ( s -  Ь ) ух - у ус „ (f0,s■,z)d^ — ------2------( ^ -  ^0) -  vWc^(t0,t'Х) ,

У( t -  t0) “ ( G2(x )( t ) - G 2( y ) ( t ) ) \ \ z  = ( f -  h ) Z 1- a ( t  -  s ) ( B ° (̂ ) (s) -  B ° (y'^(s)) ds 

t0

— LC1-a e - ( T -  ̂ 0 ')ТГ- ^  ( t - s ) - - 1 WG (x) - G  (y)\\c^ (t0,s :Z) ds —

0

— (m + 1)C1LC1- a < ^ T - *0̂ T ^ - ^  (t  -  s ) - -1 (s -  t0) d s y x - y \ \ c ^ (t0,f;Z) =

0
t - 10

= ( m + 1) C1LC1-ae^(T -  ̂ 0 °)T1^ j  -1 (t  -  U -  T)dT\\x -  у  ||c„ (t0,t;Z) —

Z



< ( т + 1)C1LC1- „ e ^ - о̂о)Т Г -1 (t  -  fо)2Б ( а ,  2 ) | |х - у | |с „ ( о̂,̂ ;Z) <

<
( т + 1) С1 LC1-ge^ -  *о °̂ Т1̂ -1 

а  + 1 а
2

( t -  fо) \\х  -  у\\с„ (1о, t;Z) <

(т + 1) с2 „ ,, ,,
< ^  + 1 ( t -  tо) \\х -  у\\с„ (1о, t;Z) < ( ^  + 1) Cl ( t -  fо) \\х -  у\\с„ (1о, t;Z),

W G2 ( x ) - G 2 (y)Wc^ (tо,t ■Z) < (rn + 1)zcz ( t -  fо )2\ \ x - y \ \ c ^  (1о,1 ■,Z).

Здесь B (  a, f!) — бета-ф ункция Эйлера. П родолж ая ан алогичны м  образом, получим

WD- ~^+G3(x ) ( t )  -  D - 3( y) ( t ) \ \ Z < ( m  + 1)zclз J  (s -  tо)z ||x  -  у ||с „ ( о̂,.;Z) ds <

(m + 1)z c3

Y< ------ -̂---- 1 ( t -  о̂)3\\x  -  y\\c„ (1о, t;Z),

W( t -  fо) ™- “(G3( x ) ( t ) - G 3(y)( t ))WZ < LC1- ae^ (^ - о̂ j  ( t  -  s ) ^ -1 ||G 2( x ) - G 2(y)\\c„(tо,sZ )  ds <

t -  ц

< ( m + 1)2 c2LC1- „ - о̂ -1 (t  -  h  -  r )2d r | |x  -  y ||c „ ( о̂,̂ ;Z) <

о

< ( m + 1)2c2LC1-ae^(^ - о̂о)Т1^-^(t  -  fо)3B ( a ,  3 ) \ \ x - y \ \ c ^ (tо,t■Z) <

( m + 1)2c1 . ( m + 1)2c1 ( t -  fо)3
( ) 1 :( t -  h ) 3 l|x -  yWc„ ( о̂, f ;Z) < ^ ^  Ik  -  yWc„ ( о̂, ̂  ;Z),■ (  a +  1)( a  + 2)^ ^  (^̂ , ’̂Z ^  2

о о ( m + 1)3 c3( t -  Го)3
W G 3 ( x ) - G  3 (y)\lc„ ( о̂,̂  ;Z) < ^ ^ \ \ x - y \ l c „  ( о̂,̂  ;Z),

^  ’Г)'3 Q4
\\D-- '^+'^G4( x ) ( t ) - D - - '^+'^G4(y ) ( t ) \ \Z  < + )  1 ( t -  tо)4l l x - y Wc„(tо,t■;Z),

W( t -  fо) ™- “ (G4( x ) ( t ) - G 4(y ) ( t )) \ \Z  <

( m + 1)3 c4 , ( m + 1)3 c4( t -  h ) 4
) ^  ( t - h ) 4\ \ x - y \ l c „  ( tо, t ;Z )<- -----------------------^ \ \ x - y \ l c „  (tо,t■;Z),~ (a  + 1 )(a  + 2)( a  + 3  ̂  ̂ ^  ’Z ^  3!

1 1 ^ ^ ^  n4^ ^  ^  ( ^  + 1)4 ‘̂ 4( ^ -  ^о)4 1, I,
W G (X) -  G (У)ус„ (1о, t;Z) < -----------3̂ ------------- \\х - У\\с„ (1о, t;Z),

и т. д. Следовательно, для всех t е  [ 1о,Т], j  е  N, х , у  е Са,^*(tо,T; Z )  вы полняется оценка

(т + 1)-' ci.Ti
W G^ ( x ) - G ^  (у)\\с„ (го,г ;Х) < ++ 1 \\х - У  11с„ (. „ f Z ) .

Отсюда следует, что при достаточно больш ом значении  j  е  N  G-' является оператором сжатия и поэтому 
сущ ествует его единственная неподвиж ная точка z е Са,^* (h,  Т ;Z ) ,  которая также является единственной 
неподвиж ной точкой оператора G в пространстве Са,̂ 1 * (к , Т ; Z ) .  Согласно лем ме 3.6, z — реш ение задачи 
(7), (8) на отрезке [tf,, Т ]. Его единственность следует из единственности  неподвиж ной  точки.

З а м е ч а н и е  4.1. В дан н ом  и п ред ы д ущ ем  параграф ах к вази ли н ей н ы е уравн ен и я  исследованы  с ис
пользованием  результата теоремы 2.1 о неоднородном  линейном  уравнении. А налогичное исследование 
на основе теорем ы  2.2 планируется провести авторам и в ближ айш ее время.

е
5. У р а в н е н и я  с м н о го ч л е н а м и  от  с а м о с о п р я ж ен н о го  о п ер а то р а . Пусть д, д, d ,r  е  N, Рд (Я) сiA' ,

=о

Qg (^) ^ 2  djA^, Ci,dj е  R, i = о, 1 , . . . ,  Q, j  = о, 1 , . . . ,  g, Cg Ф о, dg Ф о, g < g. Р ассм отрим  ограниченную
=о

область Q с  R'^ с гладкой  гр ан и ц ей  dQ, оп ераторн ы й  пучок  Л, В 1, В2, ..  . ,Вг  предполагается регулярно 
эллиптическим  [21] , где

( Л , ) ( S) = У  ^ , а ,  е С « { Q) .



big (s)d^g^y(s)
(Bi у)(  s) ^  У  -^ , big е С ^ (  dQ), 1 = 1, 2 , . . . , г,( 1У)(  ̂ ^  gg1,.1 gg! ,.2 . . .  ggj.^^ ‘g ( )’ > > > >

I g\< n

q = (41, Я2, . . . ,  qd) е N00, I q\ = q1 + q2 + • • • + qd.
О пределим  оператор Л 1 е € l(L2( Q))  равенством  Л 1 у = Лу  с областью определения

О л 1 = } (Q) ::= [у е  Н 2  (Q) : Biy (s) = 0, 1 = 1, 2 , . . . ,  г, з е  Q}.

Пусть Л 1 является сам осопряж енны м  оператором  с о гр ан и ч ен н ы м  справа спектром , которы й в таком  
случае является вещ ественны м , д и скретн ы м  и сгущ ается только н а - ^ .  Пусть 0 ^  а ( Л 1), [ (р̂  : к  е  N} 
является ортонорм ированной  в 1 2( Q) системой собственны х ф ункций  оператора Л 1, занум ерованной  в 
порядке неубы вания соответствую щ их собственны х зн ачен ий  [Лk : к  е  N} с учетом  их кратности.

Для а  е  (1, 2) определим  деф ект i *̂ е  [ 0 ,1, 2} и рассм отрим  уравн ен и е при  у1 < Y2 < • • • < Yg < ‘̂ -  1, 
Щ -  1 < Yi — Щ е  Z, Yi -  п i Ф а  -  2, i = 1, 2 , . . . ,  q,

D fP g (A )v ( s , t) = Q , (Л)и(s, t)+ 
+F ( s, D " - '"- Pv ( t ) , . . . ,  D " -1v (t), D ̂ 1v (s, t), D (s, t ) , . . . ,  D  (s, t ) ) (s, t) е  Q X ( t0, T ),

с н ач альн ы м и  условиями, которы е при  * = 0 им ею т вид

(15)

-2+'^v(s, 0) =vk(s) ,  з е  Q, k  = 0,1, (16)

при  * = 1 —
-2v (s, 0) = 0, -1v (s, 0) = V1 (s), s е Q, (17)

при  * = 2 —
-2+'^v(s, 0) = 0, s е  Q, k  = 0,1, (18)

а такж е краевы м и условиям и

Bi v(s , t) = 0, k  = 0 , 1 , . . . ,  g -  1, 1= 1, 2 , . . . , r ,  (s, t) е  dQ X (h,  T ), (19)

где Vk : Q ^  R заданы , ф ун кц и я v : Q X ( t0, T ) ^  R неизвестна. Здесь и далее — оператор дробной  
п роизводной  Рим ана — Л иувилля по п ерем енной  .

Пусть Г0 е  N, Z  = [у е  H 2’'^+’'0 ( Q) : В1Л'‘у(з) = 0, к  = 0 , 1 , . . . , д  -  1, I = 1, 2 , . . . , г ,  s е  aQ} и 
оператор Рд(Л1) : Z  ^  ( Q)  неп реры вн о  обратим , что вы полняется, если и только если множ ество
нулей  м н о го ч л ен а  Рд (Я) не пересекается со спектром  о'(Л1) оп ератора Л 1. Т огда оп ред ели м  оператор 
А у  := [P^p(Лl)]-1Q^ (А)у  с областью определения Da  = [у  е  Н 2'' ’'0 ( Q) : Bi Л^у  (s) = 0, к  = 0 , 1 , . . . , д  -  1, I = 
1 , . . . ,  г, в е  d Q }.

Т е о р е м а  5.1. Пусть д > д, ( -1 )^ - '^(dg/ Сд) < 0, спектр а (Л 1) ограничен справа, не содержит нулей  
полинома Рд(Х),  0 ^ а  (Л 1), оператор A z  ::= [P ,J(Л l)]-1Q^ (Л )г с областью определения Da = [у е Н 2''‘=+ ''0 ( Q) : 
BiЛ^ y(s) = 0, к  = 0, 1 , . .  . , д  -  1,1 = 1, . .  . ,г,  s е  Q} действует в пространстве Z  = [z  е Н 2 ^+''0( Q) : 
Bi ̂ ^ z  (s) = 0, к = 0 ,1 , . . . ,Q  -  1, I = 1, 2 , . . . , r ,  s е  5Q}. Тогда при a  е  [1 ,2) существуют такие в0 е ( к /2, к ), 
а0 > 0, что А  е А „ (00, а0). Если, кроме того,

ma x  < 1> (20)
кеN Рд(Хи) ’ '  '

то А  е А а  (О0, 00) при а  е  ( 0 ,1). В обоих случаях а  (А) = [ц е  C : ц = Qg (Xk) /  Рд (Xk)}.
Доказательство для г0 = 0 проведено в [10] . В случае г0 е  N  его мож но повторить дословно.
Т ео р ем а  5.2. Пусть а  е  (1, 2), Y1 < Y2 < • • • < Yg < ^  -  1,^i  -  1 < Yi — е Z, Yi - n i  Ф a  -  2, i = 1, 2 , . . . ,  q, 

e  < g — 2q, 4rg + 2r0 > d, ( -1 )^ -  ̂( dg/Cg) < 0, спектр а ( Л 1) ограничен справа, не содержит нулей многочлена 
Рд(А),  0 ^  о'(Л1), Vk е Da при к = 0 ,1, F е С^ ( Q X R^+'"+g;R). Тогда задача  (15), (16), (19) (или  (15), (17), (19), 
или  (15), (18), (19)) имеет единственное решение на [t0, Т ].
Д о к а з а т е л ь с т в о . Н ел и н ей н ы й  оператор h (у 1, у2, . . . ,  у  p+m+g) := F(^, у2 ( • ) , . . . ,  ур+m+g ( ) )  не зави си т явно 
от f и в силу условия d < 4гд + 2г0, по предлож ению  1 из [22, д оп олн ен и е Б] п олучи м  вклю чение 
h е ( ( H 2''^+''0(Q ))p+^+g;Н 2''^+''0( Q )). При ред ук ц и и  исследуем ой  н ачально-краевой  задачи  к (7), (8)
полу ч и м В (y l , y2, . . . , yp+m+g ) = [ Рд (Л1)]-1Ь-( Уl, У2, . . . , У p+m+g) е Z ,  так  как  h ( Уl, У2, . . .  , У p+m+g ) е Н  ( Q ).
Поэтому вы полняется вклю чение В е С^ ( Z p+'"+g; Z ) .  Кроме того,

= У[-Рр(Л1)] 1Qg (Л 1)[Рр (Л 1)] 1 (h (X l , . . . ,  Xp+m+g ) -  h ( У1, . . . ,  yp+m+g ))Wz —
IIAB(X l , .. ., ^p + m+g ) -  AB  (У1, . . . ,  yp+m+g) \ \ z  =

r д Г  '^ -̂1
p+m+g

— C yh' yL{ZP+^+^ ;Z) Yj yУ^i- УiyZ ,
1=1



так как д < 2д . Здесь h' — производная Фреше отображ ения h : Z ^ + ’̂ +‘̂  ^  Z .  Таким  образом, по теореме
4.1 и теореме 5.1 сущ ествует единственное реш ен и е начально-краевой задачи  на [ 1о, Т].

З а м е ч а н и е  5.1. При а  е (о, 1) ан алоги ч н ы й  теорем е 5.2 результат справедлив при  дополнительном  
условии (20).
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