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1. В в ед ен и е . В настоящ ей статье исследуется действие правосторонних усечённы х локализованны х 
дробны х п роизводны х ([1]) типа М арш о

(D “,- ^ /)  (х ) = lim (d “-- ^ / )  (х ) =
О̂ 0 V /

= lim
5^0

X-S
1 ф ( х ) -  ф ( х -  е) а  Г ф {х) -  ф (г) ,

Г (1 -  a ) j  ( х -  г ) 1̂ » ^Г (1 -  а)  е“ Г (1 -  а) J  ( х -  г ) 1
V X-£ I

и правосторонних локализованны х дробны х интегралов ([2]) типа Р им ана -  Л иувилля

(1)

( / “’ ^ф) ( х ) = J  ( ^  -  t ) “ 1 ^  ( f ) -  “  < « ^  ^  ^  ^ < +“  (2)
X-£■

в пространстве ф ункций  с задан н ы м  м одулем  непреры вности  ([3]).

http://orcid.org/0009-0008-8355-6499
mailto:agrinko_1999@yahoo.com
http://orcid.org/0000-0002-8926-8032
mailto:agrinko_1999@yahoo.com


В работе получены  условия, связываю щ ие модуль непреры вности функции (3), ограниченность вине- 
ровской p -вариации (12) и вы полнения условия гёльдеровости (4). Д оказана возможность представления 
гёльдеровской ф ун кц и и  порядка X в виде разности  двух почти  возрастаю щ их гёльдеровской ф ункции  
порядка X и ли  возм ож ность представления гёльдеровской ф ункции  в виде разности  двух м онотонны х 
л о м ан н ы х  и гёльдеровской ф ун к ц и и  с м одулем  м ен ь ш и м  лю бого сколь угодно м алого £,£ > 0. Для 
локализованного  интеграла (2) введён левы й  обратны й оператор

[ ]

[
^=0

и док азан а  теорем а о и зом орф и зм е ф актор-пространствa пространства ([а; Ь]) по одн ом ерном у
пространству, состоящ ему из констант и весового гёльдеровского пространства ““ ([а; Ь ]).

Целью данной работы является изучение свойств операторов локализованного дробного интегродиф- 
ф еренцирования (1), (2) в пространнствах ф ункций с заданны м  м одулем  непрерывности. Библиографию  
по ан ал о ги ч н ы м  результатом  для операторов дробного и н тегрод и ф ф ерен ц и рован и я  содерж ит [3] . В 
работе обобщается известны й факт, что функции с ограниченны м  изм енением  могут быть представлены 
в виде разности двух неубываю щ их функций с ограниченны м  изм енением . Среди близких к настоящ ей 
статье работ, оп и сы ваю щ и х структуру гёльдеровских пространств, отм етим  работу [4] и работу [5], в 
которой авторы показываю т, что ф ункция им еет ограниченную  p -вариацию  тогда и только тогда, когда 
она является к о м п о зи ц и ей  огран и ч ен н ой  неубы ваю щ ей  ф ун кц и и  с ф ун кц и ей  Гельдера. В работе [6] 
рассм атривались пространства с м одулем  непреры вности, удовлетворяю щ им  условию  Дини. В качестве 
при бли ж аю щ и х  объектов п ри м ен яли сь  гарм онические в стягиваю щ ихся к кривой  областях ф ункции . 
Мы рассматриваем  более узкие пространства, пространства, в которых м одуль непреры вности содержит 
ненулевую  степенную  составляющ ую. П олученны е результаты  дополняю т исследования автора в этом 
направлении  [1, 2, 7, 8] .

2 . О с н о в н ы е  р е з у л ь т а т ы . Рассмотрим класс непреры вны х ф ункций с заданны м и  м одулям и непре
ры вности или характеристиками (h),  соответствую щ ими разбиению  ж = [х0;Xi ; .. . , х„},  л  : а = х 0 < 
Xi < . . .  < Xk < . . .  < Хп = Ъ отрезка [а; Ь] на конечное количество отрезков [xk,Xk+i] ,Xk+1 -  Xk < 1, см .[3] , 
§13.6:

^  ( / ,  [xk; Xk+i], h) = sup sup |/  (x ) -  /  (x -  f) | < (ж, h) ^  ( h ) , (3)
0< t<h Xx,x-fe[ Xt ;Xk+1 ]

^^xl*1 (h) -  заданны е, непреры вны е, н еубы ваю щ ие по h ф ункции , для которы х ^ х'̂ +1 (0) = 0 ,к  = 0,п -  1. 
О бозначим  класс ф ункций  с зад ан н ы м и  м одулям и  непреры вности  Н “ ("’h) ([а, Ь] ) . В классе ф ункций  с 
задан н ы м и  м одулям и  непреры вности , соответствую щ ими разбиению  ж, м ож но ввести норму:

II гII 1г /  м ^  ( / ,  [^k;Xk+1] ,h )
У /  Уя-(-,А) = m ax 1 /  (х )| + sup ----------Х̂ +Г77+------- .

хе[а;Ь ] „,h,k ^ х1+ (h)

Ч астны м  случаем  класса ф ун к ц и й  с зад ан н ы м и  м од улям и  н еп реры вн ости  является класс ф ун кц и й  с 
п ер ем ен н ы м  порядком  гёльдеровости  X ( х ) и м н ож и телем  а  (h).  Пусть tk п рои звольн ая  точка отрезка 
[xk ; x k+i] , к  = 0,п -  1, 0 < X (tk ) < 1. Ф ункция f  ( х ) е  (х)’̂ (h) ([а; Ь]) = ([а; Ь ]), если сущ ествует
а  (h) : [0; 1] ^  R+, lim = 0, что для всех x k, х k+1 е [а, Ь] вы полнено условие

h^0

| f  (х  + h ) -  f  (х )| < Iff (h)Mh | ̂  , |h  | < 1 , (4)

С > 0 -  константа. В этом  классе м ож но ввести норму:

У/ н „ . ,  = V н +  sup (» + h) -  ) | ,
x,x+hе[а;Ъ] |ff (h)| |hI
|h I <0,5

В работах [ ] , [8] бы ли получены  следую щ ие результаты .
Т е о р е м а  2 .1. П усть х  е [а + 2е, Ь], - ^  < а < Ь < ^ ,  равенство

r«, - ^n« ,- ^^^ _  ]• / та, - £f ) ( х ) = lim ( / “, - ^D “,- 7 ) (х ) = ф ( х ) ^  К  {s,a)  f  ( х -  е -  es) ds,

0

= 1 имеет место поточечно для ф ( х ) е [(а; Ь) ] , 0 <
1

где1  к  (s , a ) ds = г (1-  „1)г(„) h " - "ds ds
0 \0 0 ^

a  < X < 1 и почти всюду для ф ( х ) е Lp ( а , Ь) , 1 < р  < ^ .



Т ео р ем а  2.2. Пусть функция /  (х) может быть представлена в виде /  (х) = / “■ ( х ),  тогда для любого
X е [а + 2е, Ь], - ^  < а < Ь < ^ ,  равенство

( D" , - f )  ( х ) = lim ( d “’"^z) (х  ) =ф (х ) - ф  (х -  е ) , 0 < 5 < е,

имеет место поточечно для ф ( х ) е (а; Ь ) , 0 < а  < X < 1 и почти всюду для ф ( х ) е  Lp (а, Ь),  1 < р  < ^  . 
Т е о р е м а  2.3. П усть а  е ( 0 ,1) ,е  > 0, - ^  < а < Ь < + ^ .  Интегральное уравнение

1

!«,-£ ( х )) ( х ) = ф ( х ) ^  J  К  ( s , a)  f  ( х  -  £ -  £S) ds = 0

0

где
/ 1 1 \

f  К  (s , a)  ds \  f  s“-1ds + f  ds
J  ) Г (1 - a )  Г (a) J  J  s +1

0 0

= 1,

в пространстве Н^ (a; b),  для a > - ^ ,  имеет единственное решение ф ( х ) е Н^ (а; Ъ), заданное следующими 
рекурентными соотношениями:
1. а < X < а + 2£,ф ( х ) = ф0 ( х ) -  задана произвольно;
2. а + 2 £ < X < а + 3 £,

1 1 ̂  ̂ г  ( -  .^--а) ф0 (х  -  ^ -  ^ j)  dr. . .  , f  т" 1фа ( x - £ - £ T ) d T  r  ( г “ - т  “) фа ( х -  £ ■

* (’‘) ^  V  - n T - ) i T F W ( 7( т+ 1)

n.  > 2, + < < ,

f  г “ 1фп-3 ( х - £ -  £Т) d r  f  (г “ - т  “) фп-3 ( х -  £ -  £т) dx
ф {х) = фп-1 {х) ^  Г ( 1 - а )  Г - )  ^  i  Г (1 ^ а ) Г ( а ) ( г  + 1) +

X-а-пе

^  Г г"  1фп-2  ( x - £ - £ T ) d r  ^  Г (т^ -  Г “) фп-2  ( х -  £ -  £т) d i
J  Г (1 - а )  Г (а)  W  Г (1 -  а) Г ( а) ( т + 1)
О  О

- а )  Г {а) J  Г (1 - а )  Г {а) {т+ 1)
о

Введём в пространстве функций с заданны м и м одулям и непреры вности порядок гёльдеровости. Если

lim I f ( x ) - f ( t ) l  = lim l f ( x ) - f ( t ) l - l f ( x ) - f ( x ) l  = 0,
t ^ x  X -  t t ^ x  X -  t

для всех X е (Xk, Xk+1) , то п р ои звод н ы е по t ф ун к ц и и  I f  (х) -  f  ( f)| равн ы  нулю  и, следовательно, 
/  (х)  = с о ns t, на отрезке [xk, x k+1]. Если

lim ( ‘ ) - f (^  ) 1 = lim ' f f  ( ‘ ) 1 = CO.S, > 0,
t^X+ t -  X t^X- X -  t

для всех X е (xk, x k+1) , то односторонние п рои звод н ы е по t ф ун кц и и  |/  ( х ) -  f  ( t )| в точке х  равны
константе, и следовательно, ' f  (х) -  f  (f) | = const 'х -  11, т. е. л и п ш и ц ев ы  н а отрезке [xk ;x k+1]. Если
ф ункция /  ( х ) -непреры вна, но

I f  ( t ) -  f  (х )| I f  ( х ) -  f  (f) |
lim --------------------- = lim   = +TO.
t^x+ t -  X t ^ x -  X -  t

Тогда сущ ествует h < 1 ,N  > 1, такие, что для в с е х 't -  х | < h вы полняется:

I f  ( t ) -  f  (^)I I f  ( ^ ) -  f  (t)I . . r .  .-------------------- > N , t  > X и л и ---------------------- > N , t  < X.
t -  X X -  t

П оэтому имеем:

logj t-x\ I~̂  )I < logj f-x  \ N , lim logI I I f  ( t ) -  f  (x )I < 1.
-  ^  \ t ^X

По предполож ению  0 < I f  ( x ) -  f  ( t )I < 1, следовательно получаем:

0 < lim logI ̂ - ^ i I f  ( t ) -  f  (x )I < 1. (5)
t ^ x
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Пусть f  ( х ) -  непреры вная ф ункция. В случае, если вы полнено условие (5), в качестве порядка гёльдеро- 
вости ( х ) в точке х  е [а; Ь] м ож но взять

( х ) = lim logj ̂ -^\ \  f  ( t ) -  f  ( х  ) \ . (6)
t ^X

О пределённы й в (6) порядок гёльдеровости в точке х  означает, что поскольку

max(t;x) /,
,  ̂ \  ̂ \ , min( t;x) г тт
\/  ( t ) -  f  ( х )\ < ------------- -----------\t -  X \2- (̂ ) , x , t  е  [а; Ь] ,

\t -  X \2- (̂ )

^max(f;x) ( j^-^j) ffmaX( f ( jt-xj) ^
м нож итель  m"^-;̂ )—  м ож ет стрем иться к бесконечности, но lim —̂  \ t -  х \ = 0, для любого

е > 0. П оскольку

lim log t - x I f  (t) -  f  (x)\  = lim log ̂ ( t  -  x ) , lim log^- ̂ \ f  (x) -  f  (t)\ = lim log^- ̂  ( x  -  t ) ,
t^X+ t^X+ t^X- t^X-

то в качестве порядка гёльдеровости ( х ), х  е [а; Ь] мож но взять

( х ) = m in

По предполож ению  ( t  -  х ) < 1, следовательно, получаем:

lim log^ +̂  (h ) ; lim log^ (h)
h^0,x+ке[ а; Ь ] h^0,x-h е[ а; Ь ]

(7)

0 < m in lim l o g ( t  -  X) ,  lim log,^_ ̂  (x  -  t )
x+

log t-X ^'x ( t -  X) , log^-  t (X -  t ) < 1, \t -  X \ < h . (8)

Пусть н а  некотором  отрезке [xk ; x k+1] с  [a; b ] , 0 < с < Я '̂ +̂1 ( x ) < 1 ,x  е  [xk ; x k+1] . Из опред елен и я  
поряд ка гёльдеровости  Aj'^+' ( х ), им ею щ его  м н ож и тель  в точке (7), следует, что для лю бого вы бора 
точек  Xk, х k+1, сущ ествует такое е, 0 < е < с, для  которого м ож но ввести кусочно п остоян н ы й  п орядок  
гёльдеровости на отрезке [xk ; x k+i] :

-  е = in f Я̂ ;̂ +' ( х ) -  £ > 0 .
X е[ Xk ■;Xk + 1 ]

Л е м м а 2 .1 . П уст  Ха = in f lim log , (t) -  f  (x)\ > с > 0. Тогда класс Н “ (h) ([a,b])  с  Н 2^ ([a,b]),
X е [аф

для любого £, 0 < е < с.
Д о к а з а т е л ь с т в о . Д ействительно, если Я^^+1 = in f ^xk+' ( ^ ), то для лю бого е1 > 0 сущ ествует

х е [ Xk ■;Xk+1 ]
такой  X е [xk ;x k+i], что lim log\ \ \ f  ( t ) -  f  (x)\ < Я^^+' + £1, т. е. сущ ествует такая последовательность

t^X
[t„} е [xk ;x k+1] , что lim log\ \ \ f  (t„) -  f  (x)\ = Л,Л̂ ^’1+1 < \  < + g1. Далее, для всех достаточно

tn ”
м алы х е2 таких, что Я^^+1 > е2 > 0 сущ ествует такое п0 е N ,  что для всех п,п  > п0 будет выполняться:

log\ X-1„\ \ f  (Х) -  f  ( tn) \ -  я < £2;

\ X -  t„\2+̂ 2 < \ f  ( х ) -  f  (t„)\ < \X -  t „ \ .

Если последнее неравенство вы п олн ен о  дл я  всех точек  t„, п > п0, в которы х граф ик ф ун кц и и  /  ( х )
приближ ается на м иним альное расстояние к графикам функций ± \ х  -  t \ , оставаясь внут'ри площ ади, 
ограниченной сверху \х -  t \ и снизу -  \х -  t \2+̂ 2, то и для всех t , \ x  -  t\ < S, 0 < S < x  -  f„„ будет иметь 
место:

I f  ( x ) -  f  ( t ) \ < \  X -  112k+"- . (9)

Класс Н ^ (h)h2 ([a,b])  ком п актен в  Н ^  (h'') ( [a, b]) . Действительно, по предполож ению  класс Н ^ (h)h 2 ([a,b])
равн ом ерн о  огран и ч ен  0 < \ f  ( х )\ < 1,х е  [а; Ь] и равностепенно  н епреры вен . Для лю бого е1 > 0 

сущ ествует такое S > 0, что для лю бых f  ( х ) е Н “ (h)h2 ([а, Ь] ) , \ f  ( х2) -  f  (х 1)\ < а̂ Ь (х 2 -  х 1) < е1,х 1,х 2 е 
[а; Ъ] , \ Х2 -  Х1 \ < 8. Следовательно, по теореме А рцела класс Н “ (h) ( [а, Ь]) предкомпактен в пространстве 
н еп реры вн ы х  ф ункций , а зн ач и т  п олон  и ком пактен  (см.,[9] стр. 173) в Н “ (h) ( [а, Ь]). П оэтому S м ож ет 
бы ть вы брано н езави си м о  от х  е [xk ; x k+1] . С ледовательно, ф ун кц и я гёльдерова п орядка Я^^+1 -  £2 с 
константой  равн ой  ед и н и ц е н а отрезках [х ; х  + 8] ,  [х + 8 ; х ], а зн ач и т  с константой  CJk+1 < ^k+1g ^ k на



всём  [xk;Xk+1] . П оэтом у S м ож ет бы ть вы брано н езависим о  от х  е [xk;Xk+1]. С ледовательно, ф ункция 
гёльдерова п орядка Ях +̂1 -  £2 с константой  равной  ед и н и ц е н а отрезках [х ; х  + 8], [х + 8 ; х ], а зн ач и т  с
константойй СХ̂ *1 <■■+̂ ^  хк*1 ~хк на всём [xk; x k*1] .

О ценка (9) им еет место и для (f -  х ) , ^ х  (^  -  ^) .  Если = in f X ( х ), где X ( х ) вы числяется
х е[х^ ;х̂ *1 ]

по ф орм уле (7), то для любого £1 > 0 сущ ествует х  е  [xk ; x k*1] такой, что

Ях^*1 < mim in lim logh ^ х *h (h) ; lim logh " х-h (h) < ^Xife+1 * £1.
h^0 ,х,х*hе [х  ̂;х̂ *̂1 ] h ^ 0, х, х-h е [х̂ ;х̂ *̂1 ]

Т. е. всегда сущ ествует такая последовательность {hп} е  [0; x k*1 -  x k],  что 

m in lim  logh ^ х*h" (hn) ;  lim logh (hn)
\h„ ̂ 0,x,x+h„ е[х^ ;х̂ *1 ] " h„ ̂ 0,x,x~h„ е[х^ ;х̂ *1 ] " " ^

Далее, для всех достаточно м алы х  £2 таких, что Х̂ ^̂ *1 > е2 > 0, сущ ествует такое п0 е N ,  что для всех 
п,п > п0 будет выполнятся:

= Xk ,ЯX"+1 < Xk < xxjr1 *  £1.

m in (logh„ " x+h" (hn) ; logh„ ^ x - h „ (hn) ) -  ^k

( ^ x +h” (hn) ;  ^ xx-h„ (hn)) < h i^ -

< £2;

hi^ *"2 < max

Если последние неравенства вы полнены  для всех точек hn,n  > и0, в которых график ф ункций ^хх*t ( t ) , ^ х - 1 ( t ) 
приближ ается н а м и н и м альн о е  расстояние к граф икам  ф ун кц и й  ±Г^^- , оставаясь внутри  площ ади , 
ограниченной  сверху - и снизу  - t ^^* ,  то и для всех t, Ix -  11 < 8,0 < 8 < х  -  tn0 будет им еть место:

max ( ^ Xx+h  ̂ (hn) ;  ^ xx-h,^ (hn)) < h

С ледовательно, н а  отрезках [xk ; x k*1] с  [a; b] ф ун к ц и и  j ‘̂ 1̂( , —
-‘k

равном ерно ограничены . И меет место следую щ ее свойство:

, к  = 1;п -  1 н еп реры вн ы  и

I/  (tk*1) -  /  (tk )| < ^ х^*1 (tk*1 -  tk) < max
h е[0; tk*1 -  tk ]

^x^*1 ( h ) \  ,^xr 1 -

< sup
x е[хк ■Xk+1 ]

m ax
h е[0; tk*1-  tk ]

^x^*1 (h)
^xk*1_ ̂

I h x*=

яХГ1

xk „x ^  ̂  . ,^xk
\ tk*1 -  tk \ = \ tk*1 -  tk \

= sup 
x е[ Xk̂ ;Xk + 1 ]

max
h е[0; tk*1-  tk ] ĥ x'k*̂

< ^ ,  tk, tk*1 е [xk;Xk*1] ,XXX'l+1 > e > 0. (10)

Р ассм отрим  винеровскую  вариацию  с п ерем ен н ой  экспонентой  р  ( х ), введённую  в работе [10] . 
О п р е д е л е н и е  2.1. П уст ь f  ( х ) : [а; Ъ] ^  R, р  ( х ) : [а; Ь] ^  [1, ^ )  , к  -  произвольное разбиение отрезка  
[а; Ь] точками а = Х1 < Х2 < . . .  < Xn = Ъ вместе с произвольн^ьм > точек tk , x k < tk < x k*1, k  = 1,N.  
Функция f  ( x ) называется функцией с ограниченным винеровским изменением с переменным показателем  
степени р  ( х ) на отрезке [а; Ь], если существует такая константа С > 0, что выполнено неравенство:

N
Y j I f  ( ^ k +l ) -  f  (xk )\p ( ') < c.
k=0

(11)

О п р е д е л е н и е  2.2. П уст ь f  ( x ) : [a; b] ^  R, p  ( x ) : [a; b] ^  [1, ^ )  , л  -  произвольное разбиение отрезка  
[а; Ь] точками а = х 1 < х 2 < . . .  < x n = Ь вместе с произвольн^ьм выбором точек tk , x k < tk < x k*1, к  = 1,N.  
Точная верхняя грань сумм  (12) по всевозможным конечным разбиениям к  отрезка [а; Ь] называется полным 
винеровским изменением с переменным показателем степени р  ( х ) (винеровской вариацией с переменной  
экспонентой р  ( х ) ) и обозначается

V ! ,p (х)[ f  ] = sup
N

^  \/  (Xk) -  f  (Xk*1)\p )  
\k=0

(12)

Всюду в д ал ьн ей ш ем  будем  считать, что ф ун к ц и и  равном ерно  ограничены , т. е. 0 < /  ( х ) < 1 и 
\Ь -  а\ < 1. Если /  ( х ) = const такие условия не вы полняю тся, то м ож но рассм отреть ф ункцию  /  ( х ), 
где 7  ( t ) = /*  ( t ) -  m in f  * ( t ) ,  f  * ( t ) = max f  f f) '!'^in f , t ) , t = , поскольку в неравенстве Гёльдера (4) дляt f j ( )  ̂ J ( )
преобразованны х ф ункций  значение м нож ителя а  (h) изм енится на константу.

n

Я



Для полной  вариация порядка р  ( х ) им ею т место следую щ ие свойства:

1)Уа'Р (''^[ f  -  const ] = V b,P (̂ '^[ f  ], (13)

( sup p (x) . , ,

2)y  b,p (^) М Л  < 1  е'" ' '  ^ b ’p (̂  [2)^а [A f ] ^  inf  p(^) (14)A -е1-,ь] Vbb’p(^ ) [ f ],A  > 1,
inf p( )

 ̂ А^е[.,Ь ] p v!b,p (" ^ [ J] , A < 1.

3) Если f  ( x ) е Va,p (''' ,̂ то Va,p^('') [f] < Va,p ('') [ f ] , 1 < p  ( x ) < p 1 ( x ) .  (15)

4) Если v!b’p('") [ f p0] < + ^ ,  1 < p  ( x ) < +^ ,  то v!b’p('"') [ f p1 ] < V0b'p('') [ f p0], 0 < f  ( x ) < 1, 1 < pn < p i . (16)

5) Если vOb'p [ / p0] < +ra, 1 < p  ( x ) ,po < +TO,то Va’p°p )  [ / ]  < +“ .b,p0p (x) I (17)

6)V^-p( '̂) [ /1 + / 2] > V b,p(^ ) [ /1] + V b,p(^ ) [J2], V b,p( '̂̂  [ /1 -  / 2] < V!b,p( '̂̂  [ /1] + V b,p(^ ) [ /2] . (18)

7) Если f  ( x ) -  непреры вная и кусочно м он отон н ая  ф ун кц и я на [а; Ь] и а = х 0 < х 1 < х 2 < . . .  < x k < 
. . .  < х ^  = Ь -  не более чем  счётное число всех точек локальны х экстремумов,
\ /  (xk+1) -  f  (xk )\ < 1,к = 0; N  -  1 ,N  < + ^ ,  то

у;
, , , inf p (х)
Ь,Р(^ ) [J] ^  \ /  (xk+1) -  f  ( xk) \ -k+1 ] , 1 < р  (х)  .

k=0

Также в работе [5] бы ли получены  свойства:

8')уОь'р )  [J] -  неотрицательная неубы ваю щ ая функция;

9) \ f  (xk+1) -  f  (xk)\p(^ ) < V b-p(^ ) [f ] , xk+1, xk  е [ а , Ь ] , x  е [xk,Xk+1] ;  

10)У;Ь’Р(̂ ) [f] + vl;’p(^ ) [f] < Va'p(^ ) [f],  a < b < c. 

О бозначим  p  (tk ) = p  (xk ;x k+1) , tk е [xk ; x k+1] . Имеют место неравенства:

ap -  bp I > I a -  b Ip ,b ,a  > 0,p > 1;

ap + bp < (a + b)p ,b ,a  > 0,p > 1;

\a\p + \b\p > \a -  b\p ,ab > 0,p > 1.

Доказательство свойства (15):

I f  (Xk+1) -  f  (Xk)\p1 (̂ k;"k+1) < I f  (Xk+1) -  f  (Xk)\p (’̂ k;"k+1)

Доказательство (16):

f  (Xk+1)p0 -  f  (Xk)p0

f(xk+1) f  (xk) f  (.Xk+1) f  (.Xk+1)
г  fp0- 1 r  fp0- 1 f  tp^-1 r tp1-1

dt — dt II = — dt > — dt
J  P0 J  p0 J  p0 J  p1

I 0 0 f  (xk) f  (xk)

= f  (xk+1 )p1 -  f  (xk)p11, 0 < f  ( xk) , f  (xk+1) < 1 ,1 < p 0 < p 1. 

Доказательство (17). Из неравенства (21) следует, что

f p' (Xk+1) -  f p' (Xk)
p (X1,X2 )

f  (Xk+1) -  f  (Xk)
p0p (X1,X2)

Доказательство (18). Из неравенства (21) следует, что

\( /1 (Xk+1) + / 2 (Xk+1)) -  ( / 1 (Xk) +  / 2 (Xk))\p (̂ k;"k+1) = ( ( / 1 (Xk+1) -  / 1 (Xk)) +

+ (/2 (Xk+1) -  /2 (Xk)))p(^k;"k+1) > (/1 (Xk+1) -  /1 (Xk))p (̂ k;"k+1) + (/2 (Xk+1) -  /2 (Xk))p (̂ k;"k+1) 

т. е. V;lЬ'p ) [/1 + / 2] > V;lЬ'p ) [/1 ] + vOb'p ) [ /2] . Из неравенства (22) следует, что

\( /1 (хк+1) -  / 2 (Хк+1)) -  ( /1 (Xk) -  / 2 ( xk ))\ p (̂ k;"k+1) = ( ( / 1 (Xk+1) -  / 1 (Xk)) -

-  ( /2 (xk+1) -  / 2 (xk) ) )p (̂ k;"k+1) < (/ 1 (Xk+1) -  / 1 (Xk) )p (̂ k ;"k+1) + (/ 2 (Xk+1) -  /2 (Xk) )p (̂ k;"k+1)
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т. е. V^,,p(х) [ /1 -  / 2] < V^,,p(х) [ /1 ] * V^,,p(х  ̂ [ /2].
Д оказательство (19). П окаж ем, что если ф ун кц и я неп реры вн ая  и кусочно м о н о то н н а н а отрезках 

[xk ; x k*1] , то винеровская вариация по всему отрезку [а; Ь] равна сумме винеровских вариаций по отрезкам 
[xk ; x k*1] . Пусть в точке с е [а; Ь] ф ункция /  ( х ) им еет ед и н ствен н ы й  локальн ы й  экстрем ум  на отрезке 
f  ( х ), тогда \/  (с) -  f  (a)\p * \ /  (с) -  f  (Ь)\p > \/  ( х ) -  f  (a)\p , т. к. либо  \/  (с) -  f  (a)\p > \/  ( х ) -  f  (a)\p , 
либо \/  (с) -  /  (b)\p > \f  (х)  -  f  (a)\p . С ледовательно, разби ен ие ж всегда содерж ит точки  локальн ы х 
экстремумов и наоборот внутри промеж утков м онотонности разбиение ж не содерж ит точек. Поскольку 
если /  ( х ) -м о н о то н н ая  на отрезке [xk ; x kт1] , d е  [xk ; x k*1], то из свойства (21) следует

\ f  ( d ) -  f  (Xk)\p (x^;̂ ) * \ f  ( Xkтl ) -  f  (d)\p ( ■̂;X̂ т̂) <

inf p (xk ■;Xkтl) inf p (xk ■;Xkтl)
< \ f  ( d ) -  f  (Xk )\xе x̂ ■̂;x̂ тг] T \ f  ( xk тl ) -  f  (d)\xе x̂ ■̂;x̂ т̂ ] <

inf p (xk ■;X̂тl) inf p (xk ■;X̂тl)
< \ \ f  ( d) -  f  (Xk) \ т \ f  (Xkтl ) -  f  (d)\\xе[х^;x̂ тl] < \ f  (Xkтl ) -  f  (Xk)\xе Х̂̂ -^*1] .

Xk, k = 0; N  -  1 кЗначит разбиение ж не будет содерж ать точек м онотонности . Следовательно ж =

Для функций /  ( х ) из пространства Н “ (х) ([а; Ъ ]) с > с > е > 0 рассмотрим винеровскую  вариацию  
с п ерем ен н ой  экспонентой  р  (х)  > 1. Пусть ж : а = Xi < Х2 < . . .  < x k < x k*1 < . . .  < Xn-i < Xn = b- 
п роизвольное разби ен ие отрезка [a; Ь]. У читы вая (8) и свойство lô ^ 1(h 
введём  перем енную  экспоненту:

log^йJ(h)h~  ̂ logM(h)h-  ̂h,

р  (х ) = m ax lim  log „ x ( ̂ ~x)(t-x)-^ ( t -  X) ,  lim  log,^x(x- t )(x~t)-- (x  -  t ) , 1 < p  (x ) < ^ , x  е [a; Ъ] .

Из свойства (13) следует, что V̂ ’̂p '̂х ) [const] = 0. Если /  ( х ) = const, то ^ х^*1 (xk*1 -  x k ) = 0, х  е [xk, x kт1 ], 

и Р (Xk) = log,^x̂ тl (x^т1 -х ^) (Xkт1 -  Xk) не опред елено . В тож е вр ем я \ /  (Xk) -  f  (Xk ~l)\P̂  ̂ 'х ') = 0, для  любого 

р  ( х ) > 0. П оскольку для константы  (xk*1 -  x k ) < \xk*1 -  x k \ , то
log„x̂ тl (^^1 ~х,̂ ) (xk*1 -  Xk) < log(x *̂1 ~х^) (Xk*l -  Xk) = 1 и p  ( x ) п ри м ем  равн ы м  единице. М ож но такж е

п ри  вы ч и сл ен и и  Va'p х̂ [ f  ( х )] вместо ф ун к ц и и  f  ( х ) рассм атривать ф ункцию  f  ( х ) с ум ен ьш ен н о й  
областью определения на интервалы  [xk, x k*1] , для которы х /  ( х ) = const.

Л е м м а  2.2. П уст ь для произвольного разбиения ж : а = x i  < Х2 < . . .  < Xk < Xk*l < . . .  < 
x n-1 < x n = b f  ( x ) е  H “ (x) ( [ a ;b]) с заданны.ми м одулям и непрерывности а^^*1 (h) и с Х^^^1 ( х ) =

m in
X тh,x ~h е[х^ ■;Xkтl ]

lim  logh aXXтh (h ) ; lim logh a^^_h (h) 
h^0\h^0

,h  > 0, XXXI*1 = in f XXXI*1 ( x ),  0 < с < XX;!̂ *1. То-
x е [Xk■Xkт1 ]

гда, для всех e, удовлетворяющих условиям  0 < е < с, функции f  ( х ) имеют ограниченную винеровскую
вариацию кусочно переменного порядкар (tk) = pxx'̂ т1 (tk) = pxx'̂ т1 = - ,tk  е  [xk; Xk*l] вида:

v ! ,p (x)[ f  ] = sup
N

Y j \ f  (^k*1) -  f  (Xk ) \p (tk)

\k=0
= sup

Я

i N
^  \ f  (XkT1) -  f  (Xk) \ ^xl" 
k=0

AX̂т1 ,tk  е [xk ; Xk *1]

Д о к а за т е л ь с т в о . Из оценки (10) имеем:

V ! ,p (х) [f] = sup
N \ I N  1

£ \ f  (^kтl) -  f  (xk )\p (^ )̂ < sup £  (cXl*1 (xkтl -  Xk)ix^"~^ ) "X̂ 1
\k=0 \k =0

= (b -  a) sup m ax (C^^*1
k=1,n- 1

= (Ь -  а) sup m ax max
^Xcl*1 (h)

.ХЪ. 1
Х̂к*1 „

Я k=1,n ~1
\

h е[0; хк*1 ~ хк ]\ 1 h^X"  \ /

< (b -  a) sup
х̂к*\_p

m ax С x^ < <^,£ < C. (23)
\k=1,n~1

С ледую щ ая л ем м а показы вает, что для неп реры вн ы х  ф ун к ц и й  огран и чен н ость  винеровской  ва
р и ац и и  с п ер ем ен н ы м  порядком  р  ( х ) > 1 совпадает с п ринадлеж ностью  пространству  Н “ ([а; Ь ]) 

с характеристикам и  aXX'̂ т1 (xkт1 -  x k) = VXX, т̂ ,̂p(х) [ / ]  и кусочно постоян н ы м  порядком  вари ац и и  
Р ( х ) = pXXt т1 = sup (,р ( t ) ) .

1е[хк ■Xkт1 ]
Л ем м а 2.3. Если непрерывная функция f  ( х ) имеет ограниченную винеровскую вариацию с переменным  

непрерывным порядком р  ( х ),  1 < р  ( х ) < Р < ^ ,  то f  ( х ) е ([а;Ь] ) .  Д л я  лю бы х x kт1, x k е [а,Ь] 
непрерывные, монотонные характеристики (xk*1 -  Xk) на отрезках [xk; Xkтl] могут быть вычислены
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по формуле a^k*1 (^k+1 -  ^ k ) = Vxik+1’p )  [ / ]  ^( . Переменный порядок гёльдеровости функции f  ( х ) в точке х

р авен ^ .
Д о к а за т е л ь с т в о . Покажем, что из непреры вности  f  ( х ) следует непреры вность винеровской вариации  
ф ( х ) = V0̂ 'p [ f  ] на [а, Ь] . П редположим противное, f  ( х ) имеет разры в в точке х . В силу ограниченности 
/  ( х ) это разры в первого рода. Для определённости  будем  считать, что Vj '̂p ) [ / ]  = Т , тогда имеем:

lim Va’p ('") [ f  ] = М  > 0 ,М  < Т.X

Т. е. для лю бого е > 0 сущ ествует 8 > 0, такое, что для всех х , у  -  S < х  < у  одноврем енно  будет 
вы полняться

v:-p ^[ f  ] <  M , f  ( у ) -  f  ( х ) < е.

Va’p (̂ ) [f] -  Va’p ('") [ / ] >  Т -  М  > е. (24)

С другой  стороны , если Va’p ) [f ]  = Т, то для е > 0, сущ ествует такое конечное разби ен ие я  = {xi } , i  = 
1 ,N ,a  = х 1 < х 2 < . . .  < x n  = у  и такой выбор tk, x k < t < x k+1,p  (tk ) = p  (xk; x k+1),  что

N -1
ry,p (x)

Тогда м ож ем  записать:

Vj/-p(^ ) [f]  ^  I f  (xk+1) -  f  (xk)\p(^k;"k+1) + e <T + e.
k-0

В случае, если x n - 1 > у -  S, возьм ём  х  = х м -1, имеем:

v ! ,p ) [f] -  v : ^ -1,p (̂ ) [ f ] <  е + I f  (xk+1) -  f  (xk )\p (̂ k ;"k+1) -  v : ^ -1,p (̂ ) [f] =
k=0

= e + ] i 21 f  (^k+1) -  f  (xk)\p(^k;"k+1) + I f  (y) -  f  (XN_ l)\p("~_l;") -  v : ^ _ 1■p (̂ ) < e + V :^_1■p (̂ ) [f] +
k=0

+ I f  (y) -  f  (XN- 1)' p ("~_l;^) -  v;;^_1,p(̂ ) [J] = e + I f  (y) -  f  (XN_ l)\p("~_l;^) < e + "  < 2e. (25)

Пусть Хм -1 < у -  S . Тогда учиты вая, что Va’p ) [f] -  Va’p ) [f] > 0, \\ а \ -  \Ь\\ < \а -  Ь\, сущ ествует S > 0,
такое, что если у -  х  < S, то \ /  (х) -  f  (у)\ < е, m ax \ р  (x n - i ;  у) -  р  (x n - i ;х)\  < е. Тогда

X е [х«- - 1,х ],у е [х«- - 1, у ]
имеем:

y y ,p (X) [ f ] -  y x ,p (Х)[^] <

y y ,p (х) [f] -  y x ,p (x) [ ^ ] <  ^ + -.^2 I ̂  (^k+l) -  ^  (^k )\p (xk « + 1) + I f  (^)  -  f  ( ^ . . - l ) ' / ’ (-~_l;- ) +

k=0

+ \ f  ( y ) -  f  (xN _ l)\p("~_l;^) -  I f  ( x ) -  f  (xN _ l)\p("~_l;^) + I f  ( x ) -  f  (xN_ l)\p("~_l;^) -  

-  I f  ( x ) -  f  (xN _l) \p("~ -i;" ) -  v : ,p( '̂̂  [ J ] <  e + v : ,p(^ ) [J] -  v : ,p(^ ) [f] + p  (x n _i; y) I f  (y) _  f  ( x ) \ x  

X (\ f  ( x ) -  f  (x n _ i ) \ + 9l ( \ f  ( y ) -  f  (x n _i)\ -  \ f  (X) -  f  (x n _ l ) \ ))p ("~ -i;^) - 1 +

+ I p  (x n _i; y) -  p  (x n _ i;X ) \ \ f  ( x ) -  f  (x n _ i)\p ("~ -l;" )+ ®1 (p(^ ^ - l;y)_p ("~ -l;" )) < e + eF2^-1 + e l 1. (26)

П олученны е п роти воречи я  в неравенствах (24), (25) и ли  (24), (26) показы ваю т, что ф ункция ф ( х ) =
-̂ ■rX,p (х) г г-\
У а VJ ] непреры вна.

Из л ем м ы  2 работы  [5] следует, что \ f  (xk+1) -  f  (xk )\ < V̂ k̂k+1,p i f ]  ^ (̂ k+1' k̂) для лю бого п орядка 
p  (xk+1, x k ) = p  (z) , t  е  [xk, x k+1] . В качестве характеристики, т. е. непреры вной по h > 0 , неотрицательной,

м он отон н ой  н а отрезке [xk, x k+1] ф ун кц и и  возьм ём  w^k^1 (h) = +hp( '̂) [ / ] ^ (̂ k+1' k̂ ) . Из л ем м ы  4.2 [5]
следует, что f  ( х ) = д (ф ( х ) ) ,  где ф ( х ) = ) [ / ]  о гран и ч ен н ая  неотри ц ательн ая  неубы ваю щ ая

ф ункция, а д ( у ) е Н ^ (̂ k+l'̂ k) ([ф (xk ) ,ф (xk+1) ] ) .  П оскольку ф ( х ) н епреры вна, т. е. гёльдерова п орядка 
9 ( х ),  0 < 9 ( х ) < 1, а д (у)  гёльдерова п оряд ка p (̂ î̂  ) , то из [9] следует, что п орядок  гёльдеровости  

ком позиции  д (ф (х))  = f  (х)  равен произведению  p ( ^ ^ )  9 (х) < p ( ^ ^ ) . С другой стороны, поскольку

м ы  показали, что Vx , p ) [ / ] -  характеристика, то из лем м ы  2.2 оценка (23) следует, что для полного 
винеровского изм ен ен и я им еет место оценка:

y y ,p (X)[ ̂  ] <  ^  (у -  ^  ) ,



а значит
y^y,p (X) [у] p (x;y) < Q (y -  ^ ) p (̂ ;y) < Q \y -  ^  \ p {x;y) .

Т. е. перем енны й порядок гёльдеровости больш е либо равен  pjxly). Следовательно, ф ункция f  ( х ) имеет 

порядок гёльдеровости p^XlTy). Л ем м а доказана.
Поскольку неограниченное изм енение даёт осцилляция функции с м одулем  м еньш им  любого наперёд 

заданного числа, то введём  понятие почти  м онотонной  функции.
О п р ед ел ен и е  2.3. Функция f  (х, е) с D (f ) ,Е  (f ) с  R называется почти возрастающей (почти убываю

щей) с показателем е, если f  (xi, е) -  f  ( х2, £) < £, ( f  ( х 2, е) -  f  (xi, е) < е) для Xi < Хг, Xi, Х2 е  D ( f ) .
Л е м м а  2.4. Если функция f  ( х ) имеет ограниченную винеровскую вариацию с переменной экспонентой  

р  ( х ),  1 < р  ( х ) на отрезке [а; Ь], то функцию f  ( х ) для любого е > 0 можно представить в виде разности  
двух почти неубывающих функций с показателем е.
Д о к азател ь ств о . Построим для любой функции с ограниченны м  винеровским изм енением  /  ( х ) и любого 

£ > 0 почти возрастаю щ ие ф ункции / 1 (х, £) = / 1 ( х ) , f 2 (х, £) = / 2 ( х ), для которых Vx 'p '̂х) [/[], Vx 'p(X [f2] < 
^  и /  ( х ) = / 1 ( х ) -  / 2 ( х ) .  По определению, если ф ункция имеет ограниченну винеровскую вариацию , то 
для W£ > 0 сущ ествует такое конечное разби ен ие ж : а = x i  < Х2 < . . .  < Xi < . . .  < x n  = b и такой  выбор 
точек ti е  [хi; х i*l ] , что

VX,p (х) [ f ] -  £ < \ /  (xi *1) -  f  (xi ) \p( ) < VX,p (x) [f] . (27)
i=1

Для того, чтобы  при  переходе к соседнем у и нтервалу  зн аки  /  (xiтl) -  f  (xi ) и /  (xiт2) -  f  (xiтl) бы ли 
разли чн ы , объединим  соседние интервалы , если /  (xiT1) -  f  ( x i) и /  (x iт2) -  f  (xiT1) им ею т одинаковы й

М~1
знак. В силу свойства (21), новая сумм^ 2  \ f  (xiT1) -  f  (x i)\p ( ‘̂) не ум еньш ится и неравенство (27) будет

i=1
им еть  место. П олученное разби ен ие обозн ач и м  ж’ : а = Xi < Х2 < . . .  < x k < . . .  < х м  = Ь,М < N .  Для 
определённости  будем  считать, что f  ( х2) -  f  ( х 1) < 0. Рассмотрим  последовательность ф ункций

/1 ( х ) = /  (Xl) -  (f  ( х ) -  f  (Xl)) = 2 f  (xl )  -  f  ( x ) ,x  е [a; b] ;

2/  ( x l ) -  f  ( x ) , x  е  [xi ;X2] ,
2/  ( x l ) -  2/  ( x2) т f  ( x ) , x  е  [^2; b]

T (  \ = i  2L (^ l ) - ) , ^ е [^ i ; ^ 2] ,
■'2 (^ ) 1 2/1 (X2) -  /1 (x ) ,x  е [ х 2; b] ;

_  [ 2/  ( x l ) -  f  (x)  , x  е [ х 1;X2] ,
/з  ( x ) И  2/  (xl )  -  2/  ( x2) т f  ( x ) , x  е  [^2; Хз] ,

2 ( 2 f  (xl )  -  2/  ( x2) т f  (хз)) -  2/  (xl )  *  2/  (X2) -  f  (x) , x  е  [хз; b] ;

2/  ( x l ) -  f  ( x ) , x  е [xi ;X2] ,
2/  (xl )  -  2/  ( x2) т f  (x)  , x  е  [^2;Хз] ,
2/  (^ l) -  2/  (X2) *  2/  (хз) -  f  ( x ) , x  е [хз; b] ;

и т. д.

и т. д.

f M  ~1 (x ) =

f k ~ l  (x ) , X е  [X i;Xk],  
k ,

^  ( - l y * 1 f  (Xj) т ( - 1 ) k f  ( x ) , x  е [ x k ; b] ;
=1

/ м ~2 (x ) , x  е [Xi ;XM~l] ,
Ml~1

2 2  ( - l У т1f  ( x j ) - ( - 1 ) M~1 f  (x)  , x  е [ х м ~ 1; b] . 
=1

(28)

Покаж ем, что 1 ( x ) -  почти  возрастаю щ ая. Н а части чн ы х  отрезках разб и ен и я  л:’ не м ож ет быть
in̂  p {t)

локального м аксим ум а в точке tk е [xk;Xk*l], для которого /  ( tk) > m ax (f  (xk ) ;  f  (xkтl)) * ( f )  ^^̂ x^;x̂ т1 ] ,2
inf p (t)

и ли  локального  м и н и м у м а, для которого /  (tk ) < m in (f  ( xk ) ; f  (xkт1)) -  ( | )  е̂[х^;x̂ т1 ] . В противном

случае добавляя точку tk к разбиению  я  м ы  увеличим  Va'p(X [fN ~1] более чем на £. Действительно, пусть 
tk локальн ы й  м аксим ум  на отрезке [xk ; x kт1] и m ax ( f  ( xk ) ; f  (xkт1)) = f  (xkт1),  тогда, используя оценку 
(21) и учиты вая то, что 0 < \ f  ( х )\ < 1, м ож ем  записать:

inf p( ) inf p( ) inf p( )
\ f  ( t k) -  f  (Xk )\^е[х^;̂ ]̂ т \ f  ( t k) -  f  (xkтl)\^е[ ̂ ;̂x̂ тl] - \ f  (Xkт1)-  f  (Xk )\^е[x^;x̂ тl] =

inf p ( ) inf p( )
= ( f  ( tk) -  f  (xkтl )т f  ( Xkтl ) -  f  (Xk) ) е̂[х^;̂ ]̂ * ( /  ( t k) -  f  (xkтl)Yе [ '’x ‘̂т1 ] -



inf p ( ) inf p( ) inf p( )
- ( f  ( Xkтl ) -  f  (Xk )) ̂ е[xk;xkт1 ] > ( f  ( Xkтl ) -  f  (Xk )Уе Х̂'̂  ;x̂ т1 ] * ( /  (tk ) -  f  (xkтl)yе[x^;x̂ т1 ] *

inf p( ) inf p( ) inf p( )
* ( /  ( tk) -  f  (xkтl)) е̂[х^;x̂ т1 ] - ( f  ( xk тl ) -  f  (xk )Уе[х^;x̂ т1 ] = 2 ( f  ( tk) -  f  (xkтl)Yе[x^;x̂ т1 ] > e.

Д оказательство для м и н и м у м а  аналогично . М ы доказали , что f N-1 (х)  -  почти  возрастаю щ ая с по-
inf p {t) _

казателем  ( | )  е̂[х*̂;x̂<т1 ] . Покажем, что / 1 ( х ) = f N ~1 ( х ) -  f  ( х ) -  почти  возрастаю щ ая с показателем
1inf p {t)

2 ( I )  е̂[х^;x̂ т1 ] > 0. И спользуя представление (28), для t1 < t2, t1, t2 е  [xk ;x kт1] . имеем:

k
f l  ( t l ) -  f l  ( t2) = f k  ( t l ) -  f  ( t l ) -  f k  ( ^2) * f  ( t2) = 2 ^  ( - 1 У T1f  (xj) * ( - 1 ) k  f  ( t l ) -

=1

k
- 2  ^  ( - l ) ^ * 1 f  (xj) -  ( - 1) k f  (t2) -  f  (t l) * f  (t2) = (f  (t2) -  f  ( t l )) ( l  -  ( - 1) ̂  .

=1

С ледовательно, f 1 ( t 1) -  f 1 ( t2) = 0, для пром еж утков [xk ;x kт1], где f  ( t ) почти  возрастает и / 1 ( t1) -
inf p {t)

f l  (t2) = 2 ( f  (t2) -  f  (t l )) < 2 (D  е̂[х^;x̂ т1 ] , для пром еж утков, где f  ( t ) почти  убы вает. О кончательно,
 1   1_____inf p (t) inf p {t)

f 1 ( t1) -  f 1 (t2) < 2 (D  е̂[хк;xkтl] , т. е. / 1 ( t ) -  почти  возрастаю щ ая с показателем  2 (D  е̂[х^;x̂ тl] . Пусть
t1 < t2, t1 е  [xs; Xs*1] , t2 е [xk ; x kт1] ,s  < k, тогда м ож ем  записать:

_ _ k
f l  ( t l ) -  f l  ( t2) = f  s ( t l ) -  f  ( t l ) -  f  k ( t2) * f  ( t2) = - 2  ^  ( - 1 ) '''T1 f  (xj) *

j=s *1

* ( - 1) ̂  f  (t l) -  ( - 1 ) k f  (t2) -  f  (t l )  * f  (t2) .

Если s ,k  -  чётны е, то, по предполож ению , для чётны х j  f  {xj ) -  f  {xj*^  < 0, - f  (xsт1) < 0, имеем:

f l  ( t l ) -  f l  ( t2) = 2 ( -  f  (XsT1) * f  (XsT2) -  f  (XsT3) * f  (Xsт4) -  f  (Xsт5) * . . .  * f  (Xk~1) -  f  (Xk"  < 0.

Если s -  нечётная, к  -  чётная, то поскольку для чётн ы х  к  ф ун кц и я f  ( х ) -  почти  возрастаю щ ая, то
inf p it)

f  ( xk ) -  f  ( t2) < (D  е̂[х^;x̂ т1 ] и м ож ем  записать:

f l  ( t l ) -  f l  ( t2) =

1_____inf p {t)
= 2 ( f  (x,  * 1 ) -  f  (x,  T2)т . . .  * f  (Xk ~2) -  f  (Xk ~l) * f  (Xk) -  f  (t l )) < ^  D  е̂ X̂l<■;Xkт1 ] .

Если s -  чётная, к  -  нечётная, по предполож ению  - f  (xsт1) < 0, то ф ункция f  ( х ) -  почти  убы ваю щ ая и

- f  (Xk) * /  ( t2) < (2) 'е[х^x̂^т1 ] , имеем:

f l  ( t l ) -  f l  ( t2) =

1____inf p {t)

(^ \ inf
2 !  *е[х  ̂';X̂ тl ]

Если s -  нечётная, к  -  нечётная, то м ож ем  записать:

f l  ( t l ) -  f l  ( t2) = 2 ( - f  ( t l ) * f  (Xs *1) -  f  (Xs т2) *

 1____
( ^ ) inf __ p(t)

* f  (XsT3) - f  (Xs*4) *  . . .  *  f  (Xk~3) -  f  (Xk~2) * f  (Xk~ l) -  f  (Xk) * f  ( t2) ) < 2 2 *е[хк ;xkтl]

1_____inf p {t)
Мы доказали, что ф ункция / 1 ( х ) -  почти возрастаю щ ая с показателем  2 (D  е̂[х^;x̂ тl] . Л емма доказана.

Из л ем м ы  2.4 следует, что каж дую  ф ункцию  f  ( х ) с о гр ан и ч ен н ы м  винеровским  изм ен ен и ем , для 
любого е > 0, м ож но представить в виде

/  ( х ) = а  [f] ( х ) -  ( а  [f] ( х ) -  f  (х  ) *  f  ( х )) * f  ( х ),



где w [ / ]  ( х ) -  м онотонно неубы ваю щ ая лом анная, проходящ ая через точки
' k , k \  _______
x k; ^ 2  ( - 1)^+1 /  { х ^  + ( - 1) /  (xk ) , к  = 1, М  -  1, ( а  [ / ]  ( х ) -  f  ( х ) + ф ( х )) -  м он отон н о  неубы ваю щ ая

]=1 }
функция, ф ( х ) -  ф ункция с ограниченны м  винеровским  изм енением , для которой \ф ( х )\ < е. В случае,
если f  ( х ) е Н ^ (̂ ) ([а, Ь] ) ,  тогда а  [ f ] ( х ) , f  ( х ) е Н ^ (̂ ) ([а,Ь]) , \ф ( х )\ < £.

Л е м м а  2.5. П уст ь  0 < £, 0 < а  < X < 1, функция f  ( х ) е  Н 2 ([а; Ь]) продлена нулём  вне отрезка
[а, Ь], тогда оператор локализованного дифференцирования D ",_^ ограниченно действует из пространства
Н 2 ( [а; Ъ]) в пространство Н 2_^ ( [а; Ъ]) и

f  (а)
D^,_ ^ f  (а) =

Г (1 -  а ) £^'

Д л я  любого S > 0 существует такое £0, что для любых £ < £0

f  (^ ) - f  (^  -  ‘ ) -  5 < D— f  [ х ) <  f  (^  I - f ( ^  _  ‘ ) + г . (29)
Г (1 -  а) £" Г (1 -  а) £"

Д о к а за т е л ь с т в о . Из лем м ы  2.4 следует, что для любого 8 > 0 , f  ( х ) м ож ет быть представлена в виде:

/  (х ) = /1 (х ) -  /2 (х ) +  ^  ( х ) ,

гд е /1 ( х ) , /2 ( х ) , ф ( х ) е Н 2 [а; Ь] , \ф ( х )\ < S  и /1 ( х ) , /2 ( х ) неубываю щ ие. О бозначим /1 ( х ) - / 2  ( х ) = ф ( х ) .  
Тогда м ож ем  записать:

ф ( х ) -  ф ( х -  £) а  Г с ( х -  t ) dt  = ф ( х ) -  ф (х -  £) ас£1 “
Г (1 -  а) £^ + Г (1 -  а ) J  ( х -  t ) 1+“ = Г (1 -  а ) £<̂ + Г (2 -  а )

= ф (х ) -  ф (х  -  £)  ̂ а  (ф (х ) -  ф (х  -  £)) = ф (х ) -  ф (х  -  £) (30)
= Г (1 -  а) £" (1 -  а) Г (1 -  а) £^ = Г (2 -  а) £^ . ( )

Для ф ункции  ^  ( х ) м ож ем  записать:

X х_ 8
28 ^  f  cdt а  f  28dt

^  < Г (1 ^ а )  £" + Г ( 1 -  а) J  (х  ^ ^ ^ ‘̂ +1_2 + Г (1 -  а) J  (х  -  f )“+1
Х_£

а82_" 281-" 82 _
^  + 281- Л  ^  0 ,5  ^  0. (31)

Г (1 -  а) (А -  а) Г (1 -  а) Г (1 -  а) \Я -  а

Из оценок (30), (31) следует утверж дение лем м ы  (29).
Поскольку

f  (х ) -  f (x  -  £) е Н 2_а ([^; ^ ] ) с  Н 2_^ ([а; Ь] ) ,

то докаж ем, что

X £

(*) = /  ^ ^ )S t ) е Н 2- ‘  Ча : Ь ] ) .
X _£ 0

И спользуя подстановку f \0 = h + s\l_ h в ^ 1 ( х + h ) , м ож ем  записать:

-h

-h ( + ) 0

£ 0 

^  (f  ( x ) -  f  ( x -  t )) ((t  + h)_ “ - 1 -  t _“ - 1) dt  ^  ( f  ( x + h ) -  f  ( x -  t ) ) ( t  + h)_ “ - 1 d t +

-h

^  f  (f  (x  + h) -  f  (x )) ( t + h) “ 1 dt  -  f  ^ ------) dt  = Jl + J2 + J3 + J4.
J  J  (t  + h) “+1

-h
-  а

В случае, если  x  -  a < £ D ",_ ^ f  (x) = Г(1_(„ ^  /  ^(^) _/J+1') dt  и \^1 (x)\ <  ̂ /  t2_^-1dt < ^ .  П оэтом у
-  а ( -  ) 0

\^l (a)\ = 0 и D ^,_ ^ f  (a) = Г . Результат действия оператора D ^,_ ^ f  (x)  следует из лем м ы  13.1 ([3]).



Пусть X -  а > £, тогда, используя лем м у  13.1 ([3]), м ож ем  записать:

X ~ а

\ J l \ ^  \ f  ( х ) -  f  ( х -  t ) \ ( f ~“ -1 - ( t  * h )~^-1) dt < ClhЛ ~«.

\J2\ < C2hi ~“ ;

\J3\ <  \ f  (x  * h ) -  f  ( x ) \ ( t  * h ) ~ ^ d t  < C3hi

X ~

< I
0

где Cl, C2, Сз < ^ .  О ценим  J4. И спользуя (3.8) из [3] , имеем:

£

< ' 4 X
(, * , , Л~ а ~ ^ _  С4

h

\J4 \ <  c W  (t  * h)i ~" -1 dt = ^ - ^  (e * К)Л~" -  еЛ~ Л  < C5h (e * К)Л~ "-1 < C5hi ~^
A — a  \

Л ем м а доказана.
Л ем м а 2.6. Пусть  0 < a  < 1, 0 < X < 1, 0 < г, тогда оператор локализованного дробного интегрирования 

1^,~‘̂ для а  * X < 1 ограничен из Н Л [а; Ь], в Н " тЛ [а; Ь] и для а  * X < 1 ограничен из Н Л-'1 [а; Ь] в H " тЛ,1 [а; Ь]. 
Д о к а за т е л ь с т в о . П редставим оператор локализованного  дробного интегрирования в виде:

X X

~ < ) •  - •  /  (<) ~ <)‘ - • (/  (<) ~ / (» »
х -  -

X Х~£ _1

= -  ‘ "  ‘f  > -  f  (“)) - }  (f  ( ‘) -  f  (“) ) = « * « (* ) .
а а

В оспользуемся подстановкам и х  -  t \"̂ ~̂  = s\X~а и д ( х ) = f  ( х ) -  f  (а),  тогда м ож ем  записать:

N  ( .  * h ) -  N  ( . )  = f  ((S * k f -■ -  -■) ^  (s * h ) - -■ ^ (^  ^ (^ ) ds*

-h

X ~ a

*  f is /  ( (^ *  h)“ -■ - ^ (^ * h )^ -■ =
-h

"((s * h) “ -1 -  s“ -1 ) "
(g ( x -  s) -  g ( x )) ds ^  J  (^ * h) “ (g ( x -  s) -  g ( x )) ds*

-h

g (x )

r  {(s * h) “^ -  s“~ 4  1 r-J (̂^ (* ~ ‘ ) - ^ (* ) ) * F w  J
-h

A ( x  -  a * h)“ -  (x -  a) “ -  (e * h) “ * e“ * (e * h ) “ -  e“ ) -  
г  (1 * a )

x~ a £

= F l ^  f  ((  ̂*  h)*- 1 -  - 1) (^ (^  -  ^) -  ^ (^ "  f  (  ̂ *  h )" -1 (^ (^  -  ^) -  ^ (^ "  *
-h

, g ( x )
г  ( 1 * a) ( ( ^  -  ^  * h)“ -  (^  -  ^ ) “ ) -  ^1  * ^ 2  * ^3 . 

Для слагаем ы х N 1 и N 3 известны  оценки (см. [3] , теорем а 3.1.):

\Nl\ < J  ((s * h) “ -1 -  s“ -1 ) (g ( x -  s ) -  g ( x )) ds <
chЛ-т" ,X * a  < 1; 
c h ln  h ,X * a  -  1;

(32)

\N3 \ < chЛт“ . (33)

О ценим  слагаемое N 2 . Для этого вы числим  м аксим ум  поды нтегрального вы раж ения:

f(s * h) “ -1 S ^ ’ -  0,5
/ 1 -  a



П оскольку зн ак  производной  полож ителен  для s е  |̂ 0, 1~Л̂̂ ~Л и отрицателен  для s > 1~Л̂̂ ~Л, то  ̂ -  1~Л̂ ~л 
точка м аксим ум . Тогда м ож ем  записать:

\N2 \ <
A h 1 ^  ,)  

_1_ ь
а ~1 Л M ‘̂ тЛ 1 -  “

а ~1 1 я
г  (а ) 1 -  а  -  Я i 1 -  “  -  ч -  г  (а) i 1 -  “  -  Ч I 1 -  “  -

(34)

Собирая оценки (32) -  (34), получаем  доказательство лем м ы .
Докажем, что ограничен из Н Л'1 [а; Ь] в H " тЛ,1 [а; Ь],  для а  * X < 1. Воспользуемся подстановками

X -  f\X^Х~, -  , ^ -  f\X~ .  -  s \0

и обозначая д ( х ) -  f  ( х ) -  f  (а),  м ож ем  записать:

I - ' ~ J  (х  * h ) -  1 - '~ J  ( х ) -  F ^!^^ у  ((S * h) ‘̂ -1 -  s - -1) (g (x  -  s) -  g ( x )) ds*

_  r  g (x  -  s) - g (x ) [  9_

J  г  ( a ) ( s  * h) 1-“ J  г' ( a ) ( s  * h) 1-“ J  г  ( a ) ( s  * h)
-h -h

Рассмотрим  слагаемое N 2 ( x ). В оспользуемся свойством g ( x -  s) -  g ( x ) < A  \s\Л ln 
руем  по частям:

, тогда проинтегри-

ln 1 -  u,

ha*,-1*1 (1 -  h ) “ - 1 ( h )Л dhh -  dv,

- 1 dt -  du,
00 .

h“тЛ /  (1 -  z )“ -1 z i dz -  h “тЛ 2  /  z kтЛdz -

-  1 * ,  (h )ЛT12Fl (1 -  а,Я  * 1; я T 2; i ) -  . ;

f  (h -  t )“ - 1 1
< с (  l ^  dt  -

J  г  (a ) t
\N2 \ < С l^  -  dt  -  с

h“тЛ ( t ,*1 t )
7  2^1 1 -  a, A *  1;Я * 2; -  ln

Vft/ h/t г  (a)  (A *  1) \ h
1

\h

h "тЛ Г 1 ( t \ ,*1 t \
^  T “ ( 7 ) 2F1 \1 -  a,A *  1;X *  2; ^ d t  < c1h"тЛ

г  ( a ) ( X * 1) J  Л ю  2 H  ’ ’ ’ Ю
ln

1
\ h j

*0
г  ( a ) г  (Я * 2) f  Л

г  (a)  (Я * 1) г  (Я * a  *  1) /h“тЛ I si ds < d h ^ тЛ ln
\h,

(35)

В случае, если 2 > e > h,A * a  < 1, с учётом  оценок

х Л l n 1 ’̂ -  х Л-1
1

я  l ^  -  1 > 0, ln  ^  > ln  e, 0 < X < ,
e I

и того, что

имеем:

1
x Лт“ - 1 ln - -  ^Лтa~2

X)

1
(X * a  -  1) l n  1

X
< 0,0 < X < 1,

(36)

(37)

\ ^ 3 \ < г л ^ ) /  (^ * h )“ -1 (^ * Ь)Л ln
h

ds < ^ ^  [  h"тЛ~1l n 1  ds < ^ - h " тЛ l n 1 . 
s * h г  (a) J  h г  ( a ) h

h

l ^ . (38)

В случае, если 2 > h > e > 0,Я * a  < 1, с учётом  того, что

1
z^  l n 1 * -  

z a
-  az  “- 1l ^ , 0 < a < 1, 0 < z < 1, 

z

имеем:

^3  < ^  f  (^ * h )" -1 sЛ l n 1 ds f  (s * h ) - -1 ( -S  )Л l n -  ds <
г  (a) J  s г  (a) J  - s

0 -h

Л

0

h h
+

0

+

1

0



h-

Г ( а )
[  S2 l n 1  ds+ —^  f  (h -  t )"  1 12 l n 1 dt = 

J  s Г (a) J  t

Г ( a )

h-
'  r  s2+1 1 h ^ -1 V  (1 -  a)n r  .
0 J  }. + 1 s  ̂+ + Г (a)  ^-0 h"n! J  ^0 I n= 0

t2+'̂  l n 1 dt = 
t

Г ( a )

gi+i 1 g.
l n -  +

U  + 1 e (Я + 1) ^  Г (a )

(h -  e) 1

Х + П + 1
(h -  ^)

1

h -  e (X + n + l ) 2 ^

l n 1  +
û a

Г ( a) (A + 1) h Г (a) (A + l ) 2 {=0 Г (a) h" (A + n + 1) n!
h‘̂ -1 (1 - a )" 1 1 h 1

ln -  +
h A + n +1

h«+A
■ l n 1  +

ha+A , h^+A у  ( 1 - a ) " { A  + 1 )"h "  
Г ( a) (Я + 1Г** h ' Г ( a ) (Я + l )2 Г ( a) "=0 (Я + 1) (Я + 2)„ п!

h'^+i 1 h'^+i h ̂ +a

1 1
ln -  +

h Я + 1

l n 1  +
Г ( a ) ( A  + 1) h Г ( a ) ( A  + l ) 2 Г ( a ) ( A  + 1)

l n ^  1
h Я + 1

Г ( Й Г £ + 2) < h-+A
Г (1 + A + a ) h

(40)

Для I N l \ после подстановки s'J, = h t\0! м ож ем  записать:

£
1 r f,U a+A !* 1

I N l \ <  (s - -1 - ( s  + h)^^-1) \ g ( x - s ) - g ( x ) \ d s <  J  ( t^ -1 -  ( t  + 1) “ -1 ) tA l n - d t .

0 0

Пусть £ < h < 1 , a  + A < 1. С учётом  (39) и подстановки

ln hl: = и, - 1 dt = du,
+A-1dt = d V, ^  = V;

м ож ем  записать:

INl\ <
h

Г (a )
J  t " _ h A \ n 1 d t  =

h
h t Г (a ) (A + a) ln  f  ]A+‘̂  -  lim  ln  i1j A a+‘̂  + - 1 -  ( f )h f  \ h l  A ^0 hA A + a \ h '

a +A\

Г ( a) (A + a )
l ^  eA+“ + e“+A

1
A + a Г ( a) (A + a )

l ^  hA+“ + h , 
h A + aJ

< ClhA+“ l n 1 .
h

Пусть 1 > £ > h,A + a  < 1. С учётом  знака п роизводной  в (39), имеем:

\ Nl \  <
Cha +A

У  ( t ^ - l  - ( t + 1)“ - l  ) t A ln^Th
dt  +

ha+A

Г ( a)
J  ( t " -1 - ( t  + 1)“ -1 ) t A l n ^

h
dt <

1
r Г 1 rh

< —  (h t ) Â  ̂ - 1 l ^  ̂ ( h  0  +
a+A

Г ( a ) Г ( a )

h

I
1

1
1 + -

a _ l\ h

tA+a _1 l n 1 d t <  ^
/

^  I sA+°̂  1 l n -ds+
h t Г (a ) J  s

0

ha+A

Г ( a )
f  (1 - a ) 1 tA+‘̂  1\ n ^ d t  =

J  ( ) t h t Г ( a)
1ln -

A+a h
f  sA+̂

J  A +

A+a _1

ch“+A (1 -  a )

Г ( a ) 

ch“+A (1 - a )

ln
1 .A+a _1

h t A + 1

4L hh r .̂A+a _2

т j  A + a - 1 Г (a )
L 1 h 
ln  T

A+a uA+a \

, j A + a  (A + a ) 2,

^+A ^  L  1 ( f ) A+“- 1 . 1 1
Г ( a )

ln -  ln  - ( f )
A+a _1 A+a _1

, h f  ^  + oi-  1 h ^  + ^  -  1 (A + a  -  l ) 2 (A + a  -  1) 2_
< C2hA+“ \ п - .

h

а -  1h

h

h

h

h

еh h
+

0

+



Пусть X -  а > £ > h,X * а  -  1. В оспользуем ся неравенством  1 -  (1 *  l )* 1 < \а -  1\ l , которое следует из 
[3] , отрицательностью  производной

(е -  h ) ( h  * в (£ -  h) ) ~1ln
h * в (е -  h) ^

-  - ( h  * в (е -  h))  1 ln
1

h * е (е -  h)

(е h ) ( 1  в ) l^ _ ---- -----------  - ( h  * ^ (^ -  h ) ) -1 (£ ~ h ) ( 1 ^О) < 0,0 < h < ,̂ 0 < е < 1
(h * в (£ -  h ))2 h * в (е -  h) h * в (е -  h)

и свойствам и (37), для X * а  -  1 и (36), для X -  1, тогда м ож ем  записать:

\Nl\

, 1 
ch“тЛ f

< г  ( a W  1

1
1 + -

а ~ l\
.Л*»~ l l n i f

ht г  (a) J

/

1 - 11 * -
a ~1

tCт‘̂  ~1l n l  dt <
t ht

с
h (

/  l n - d s  * C3^ /  — l n — d (ht ) -  с lh l ^  -  C4W  l ^  d 
г  (a)  J  s J  ht  ht  h J  s

1 h

1  -  C4h [  l n 1 <
h J  s

l n 1
s

1
l n V  -  ln2 -  h £

-  с 1h ln  -  * h
h 2 \

C4h ^  1 , , 1 C4h
* —  ^  l^  ^  < с 1h l ^  *

2 ее ее 1 h 2e

1
< с 1h l ^  *

1 C4 h (e -  h)
ln

1
^  2 h * e (e -  h ) “  ̂ h * e (e -  h) ^lh ln  h *

l n ^ ree j
, , 1 C4^  1 , , 1 C4

< С 1h l ^  ^  —  l^  —  < c1h l ^  *
h 2e eh h 2e2

eh  ln
eh )

< ^lh ln  1  * Ц ! h ln  1  < ^5h ln  1 .
(41)

Собирая оценки (35), (38)- (41), получаем  доказательство лем м ы .
Рассмотрим фактор-пространство пространства Н Л ( [а; Ь]) по одном ерном у пространству, состоящ ему 

из констант.
О п р е д е л е н и е  2.4. Классом функций fconst ( х ) = f  ( х ) = H , gn^f ([а;Ь]), назовём множество функций, 

получаемых из функций f  ( х ) е Н Л ( [а; Ь]) добавлением констант

HĈ onst ([а;Ъ]) -  \ф ( х ) \ ф ( х ) -  f  ( х ) * const, ф ( х ) , f  ( х ) е Н Л ([а;Ь]) ,  const е R

Д о к а з а т е л ь с т в о . А налогично  пространству  сум м и руем ы х ф ункций , в случае, если это не вы зы вает 
затруднений, м ы  будем использовать одинаковы е обозначения /  ( х ) для класса и представителя класса. 
П оскольку отн ош ен и е п ри н ад леж ать  классу есть отн ош ен и ем  эквивалентности , то классы  разбиваю т 
пространства Н Л ( [а; Ь]) на систему непересекаю щ ихся множеств. Для пространства классов ( [а; Ь])
с обы чны м и операциям и для классов, как операции для произвольны х представителей классов, введём 
норму:

fcConst (Х)
Hionst ([̂ ;Ь ])

fcConst ( х ) -  m ax ( f  ( х )) -  m in ( f  ( х )) *  sup
\ f  ( X l ) -  f  (X2)\

Xе [a;b] хе[ a;b ] 1,XI е [а;Ь ] \Xl -  X2 \

Д ействительно, поскольку? f Const ( ^ ) -  const -  это класс, для которого f  ( х ) константа, то для лю бой 
ф ункц и и  fcCon,t (Х) > 0 и (х ) -  0 ^  f^on^t (х ) -  const;

fcConst (х  ) *  g^onst ( х ) -  m ax (f  ( х  ) *  д (х  У)*  m ax ( - f  ( х ) -  д ( х )) *

* sup
Xl, X2 е[а;Ъ ]

хе {а;Ъ]

\/  (x l) * д (x l) -  /  (Х2) -  д (х2)\ 

\Xl -  Х2 \

хе [а;Ь]

< m ax ( /  ( х )) *  m ax (д ( х )) *  m ax ( - f  ( х )) *
хе[а;Ь] хе[а;Ь] хе[а;Ь]

 ̂  ̂ у, , \ f  ( x l ) - f  (Х2)\ \д ( x l ) - д (Х2)\
*  m ax ( - д  ( х ) ) т  sup ------ ^ ^ -------* sup ----- ^ ^ -----

х е [а;Ь \ x1,xI е[а;,Ъ] \^1 -  ^2 \ x1,xI е[а;,Ъ] \^1 -  ̂ 2 \
fconst (^ ) * 9Cconst (^ )

afconst (х ) -  \а\ fcConst (х ) 

Рассмотрим  следую щ ий оператор:

,а  е  R.

[ ]

^ (*) - й ,  £  *• ( ^  -  ^ ( * ) -
k-0

-  0.

1

t

1



Имею т место следую щ ие лем м ы .
Л ем м а 2.7. Д л я  любого х  е [а, Ь], - ^  < а < Ь < ^ ,  равенство

Га_ь1 (^)  = i im„ ( ^ 1 ^ ь]^51",_ У )  (^) = f  ( ^ ) , 0 < ,̂ 0 < «  < 1

имеет место поточечно д л я /  (х) е  Н А (а; Ь ) , - ^  < а, 0 < а  < А < 1.
Д о к азател ь ств о . Из теоремы 2.2, а также того, что в с л у ч а е / (х) е Lp ( - ^ ,  Ь) , 1 < р  < ^ ,  lim f  (х)  = 0

X̂ _ ^  Lp (_^,Ь)
следует:

[Ь_^ ]_1

(d  1^,_ у ) ( х )  = ^  ( D^ ,_ 4 ^ ,_ y ) ( x - e k )  + (D:+i:+f)
k=0

+ f ( x ) - f ( x - e ) + f ( x - e ) - f ( x -  2е) + . . .  + f

+

-
-

-  1 -  -
-

/
X -

Ь -  а
е

\ е /
= f  ( x ) ,

в случае конечного отрезка и 

D( d r a ы^‘ - 7 )  (») , g  ( ^ " ,- ‘ - ,- f )  Lp,.-„,ь, f ( » - f (> : - ‘ ) +

+ f ( x - e ) - f ( x - 2 e )  + . . .  = f  ( x ) ,
Lp (_(^,Ь)

в случае бесконечного промеж утка.
Л ем м а 2.8. Пусть f  ( x ) , g (x)  е Н А ( [ a; b]) , f  (x)  = сonst1,g  (x) = сonst2, д л я x  < a.

D f  ( x ) = D ‘(-_b]g ( x ) (D - ,_ y  ( x ) = D ^,_^g ( x ) ) ,

тогда и только тогда, когда f  ( х ) -  д ( х ) = const, х  е [а, Ь] .
Д о к а за т е л ь с т в о . Зам етим , что поскольку D'^,_'^f ( х ) = 0, если /  ( х ) = const1, то имеем: 

[ь-^] ] [^_^]+2 [ ]

X  i ^ s ,_'Ф (^  -  ) j (^ ) = Y j \ ^ 's ,_' Ф (^  -  ^ ^ ) j (^ ) .
k=0 k=0

Необходимость. Пусть f  ( х ) -  д ( х ) = const, д ( х ) , f  ( х ) е НА ( [а; Ь] , р ) .  В силу того, что Ь] const = 0, то

( ^ ) = Dfa_b] (f  + ^onst) (X) = D [̂ а_ь] f  (X) .
Д остаточность. Докажем, что если ( ^ ) = ( ^ ),  то /  ( х ) -  д ( х ) = const1 -  const2. В ы числив
локали зован н ы й  интеграл (2) от локализованной  производной, имеем:

[ ь_" ]

^^,_ '  ̂ 1а_ь] (f  -  9) ( ^ ) = lim„ ^^,_ '  Z  (f  -  9 ) ( ^  -  ^  (^ ) == 0 .
k=0

Из теорем ы  2.1 следует, что последнее равенство мож ет быть переписано в виде:

[ ] ["_"]
D l ,-^,(  f  -  д ) ] ( ^ ) = Z

k=0
( f  -  д ) ( х  -  е к К  (s, а ) ( f  -  д ) ( х  -  гк -  е -  £S) ds

0

[ь_-] ;  [ ь- ^ ]
= ^  (f  -  9) ( ^  -  ) -  К  (s, а ) ^  (f  -  д ) ( х  -  е (к + 1) -  es)ds = 0.

=0

Из теоремы 2.3 следует, что такие уравнения с усредняю щ им и ядрам и имеют единственное реш ение, удо
влетворяю щ ее начальном у условию (f  -  д) = constl -  const2, для х  < а. Реш ение задаётся рекуррентны м и 
ф орм улам и, наприм ер, для х  е [а, а + е] , имеем:

[ь_"] ;  [ ь_"]
^  ( f  -  д ) ( х  -  ек) = К  (s, а)  ^  (f  -  д ) ( х  -  е (к + 1) -  es)ds =

k=0k=

+е



К  (s, а) (f  -  д) (х  -  £ -  £S) ds -  (constl -  c o n s t z ^  К  (s, a) ds -  constl -  const2.

0 0

П родолж ая вы числения (f  -  g) ( x ) последовательно, для отрезков [a * e,a *  2 e], [a * 2e,a *  3e ] , . . . ,
[b -  £, b] получаем , что (f  -  g) ( x ) -  const1 -  const2, для x  е  [a, b] .  Л емм а доказана.

Имеет место следую щ ая теорема.
Т ео р ем а2 .4 . Пусть f const (х) е ([а; Ь]) , f  (х)  -  0, для х  < а, Если вы полнены  следую щ ие условия:

0 < £, 0 < а  < 1, 0 < X, а  * X < 1, то оператор локали зован н ого  и н тегри рован и я  1"'~^ осущ ествляет 
изом орф изм  пространства классов HCo^^  ̂ ([а; Ь]) на пространство Ĥ onrist ([^'; ^]).
Д о к а з а т е л ь с т в о . Из лем м  2.5, 2.6 и 2.7 следует, что м еж д у  пространством  Н Л ([а; Ь ]) и, по к р ай 
ней  м ере частью  пространства H Cт“ ( [ а ;Ь] ) , т. е. частью  пространства ф ун к ц и й  пред стави м ы х в ви 
де (1°^'~^ф) ( х ) ,ф ( х ) е H ôn̂ ŝt ([^; ^])  оператор 1^'~^ осущ ествляет и зом орф изм . П окаж ем, что каж дая 
ф ун кц и я f  ( х ) е H Cт" ( [а; Ь]) м ож ет бы ть п редставлена в виде f  ( х ) -  1^'~^ф ( х ) ,ф ( х ) е Н " тC ( [а, Ь]) .  
П редполож им  противное, т. е. сущ ествует д ( х ) е H Cт" ([а; Ь]) и д ( х ) Ф 1 ^ ' ~ ( х ) , ф ( х ) е Н Л ( [а , Ь] ) . 
П оскольку ( х ) е  Н "  ([а; Ь]) и 1"'~ ( х ) е  Н " тC ([а ; Ь]), то в пространстве Н " тC ([а ; Ь]) су

щ ествую т две неравн ы е ф ун к ц и и  д ( х ) , 1 " ' ~ ( х ), им ею щ и е равн ы е л о кал и зо ван н ы е п р о и зво д 

н ы е D ii‘’,- Ĵ ]g ( х ) .  П оскольку для ф ун к ц и й  из пространства H Cт" ([а; Ь]) такое возм ож но, только для 

I ^ ' ~ ( х ) -  д ( х ) -  const, т. е. ф ункций , п р и н ад л еж ащ и х  одном у  классу. Н аш е п ред п олож ен и е о 
сущ ествовании классов ф ункций, не представим ы х в виде локализованного  интеграла, ложно.

3. З а к л ю ч е н и е . Н есм отря н а  то, что л о кал и зо ван н ы е дробны е п рои звод н ы е и и н тегралы  ти п а  
Р и м ан а -  Л и уви ля во м н огом  похож и н а  дробны е п р ои звод н ы е и ин тегралы  Р и м ан а -  Л иувилля, 
ди ф ф ерен ц и альн ы е у р ав н ен и я  с л о к ал и зо ван н ы м и  д роб н ы м и  п ро и зво д н ы м и  (теорем а 2.2) являю тся 
разн о стн ы м и  и, следовательно, р еш ен и я  таких урав н ен и й  не огран и ч ен ы  в весовы х гёльдеровских 
пространствах. Вторым отличием  локализованны х дробны х п роизводны х есть то, что локализованны е 
дробны е п рои звод н ы е констант равн ы  нулю  и, следовательно, и зом орф и зм  ло кал и зо ван н ы е дроб
ны е п рои звод н ы е и ин тегралы  ти п а  Р и м ан а -  Л и уви ля осущ ествляю т м еж ду  ф актор-пространствам и 
гёльдеровских пространств по пространству констант.
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