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Аннотация. В гильбертовом пространстве рассматривается задача Коши для линейного дифференциального 
уравнения первого порядка, в котором коэффициент при неизвестной функции является неограниченным нор
мальным оператором. Точное решение такой задачи выражается через операторную экспоненту. Предлагается 
спектральный метод построения приближенного решения, основанный на вычислении линейной комбинации 
значений резольвенты оператора в различных точках его резольвентного множества. Для этого берется скалярная 
рациональная функция, приближающая экспоненту на спектре оператора, полученная рациональная функция 
раскладывается в сумму элементарных дробей, и затем в нее подставляется оператор. Доказаны теоремы об оценке 
абсолютной и относительной точности приближения. Приводятся результаты численных экспериментов. 
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Abstract. In a Hilbert space, we consider the Cauchy problem for a first-order linear differential equation. The coefficient at 
the unknown function in the equation is an unbounded normal operator. The exact solution of such a problem is expressed 
in terms of an operator exponential. We suggest a spectral method for constructing an approximate solution based on the 
calculation of some rational function of the normal operator. Namely, we take a scalar rational function approximating 
the exponential function on the spectrum of the operator, then we expand the obtained rational function into the sum of 
elementary fractions and substitute the operator into it. As a result we obtain a linear combination of values of the resolvent of 
the normal operator at various points of its resolvent set. Theorems on the estimation of the absolute and relative accuracy of 
the approximation are proved. A variant of the proposed approach for a non-homogeneous equation with a special free term is 
also discussed. The results of numerical experiments are presented.
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1. В в ед ен и е . В статье обсуждается реш ен и е диф ф еренциального уравнения

z ( t ) = N z  ( t ) +  /  ( t ) (1)

с точки зрения ф ункционального исчисления от оператора N . П редполагается, что оператор N  является 
норм альны м  и м ож ет быть неограниченны м . Как известно, для норм ального оператора в гильбертовом 
пространстве справедлива [1, 2, 3] спектральная теорем а, сопоставляю щ ая каж дом у таком у оператору 
спектральное разлож ение — семейство операторов, представляю щ их собой разлож ение единицы , сосре
доточенное на его спектре. Это позволяет представлять ф ун кц и и  от оператора N  в виде интегралов по 
спектральной мере. О сновны ми для нас прим ерам и таких функций являются операторная экспонента е^* ,
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возникаю щ ая в форм улах для точного реш ения уравнения (1), а также вспомогательная ф ункция dt ( N ), 
которую м ы  будем использовать при реш ении  уравнения (1) в случае правой части вида / ( f ) = b v ( t ), где 
b — ф иксированны й  вектор, а v — заданная скалярная функция.

В н астоящ ей  работе предлагается чи сл ен н ы й  м етод н ахож дения таких ф ун к ц и й  от оператора N,  
п озволяю щ и й  получить  п ри бли ж ен н ое р еш ен и е у р ав н ен и я  (1). Для этого оператор и ли  dt ( N ) 
зам еняется рац и о н ал ьн о й  ф ун кц и ей  rt ( N ). О тм етим , что для вы ч и слен и я  rt ( N ) достаточно ум еть 
находить линейную  комбинацию  значений  резольвенты  оператора N  в корнях знам енателя ф ункции rt 
и использовать интегральное п редставление не требуется. Тем не м енее спектральное разлож ение 
норм ального оператора позволяет получить априорны е оценки точности  приближ ения.

О тм етим , что и сп ользован и е такого подхода для р еш ен и я  ур ав н ен и й  в частн ы х п роизводны х, 
зап и сан н ы х  в абстрактной  ф орм е (1), позволяет не переходить в конечном ерное пространство по 
пространственной  п ерем ен н ой  и п олучи ть  чи слен н о-ан алити ческое реш ение. Это отличает его от 
п роекц и он н ы х методов, основанны х на м етоде Галеркина [4, 5, 6], и неявны х разностны х схем [ / , 8, 9] . 
Кроме того, в случае однородного уравнения и неоднородного уравнения с правой частью ви д а / ( t ) = b v ( t ) 
метод позволяет сразу вы числить реш ен и е в точке t , без нахож дения реш ения в п реды дущ их точках.

П одобный подход для реш ения уравнения первого порядка с самосопряж енны м  операторны м  коэф
ф ициентом  и скалярной выходной ф ункцией у ( t ) = { х ( t ), I), где I — заданны й вектор, обсуждался в [10], а 
для уравнений второго порядка специального вида с самосопряж енным операторны м коэф ф ициентом  -  
в [ ] и [12] .

И зложение статьи построено следую щ им образом. В п. 2 уточняется постановка задачи и приводятся 
ф орм улы  для представления точного реш ен и я с использованием  разлож ения единицы , порож денного 
оператором  N . В п. 3 и злагается основная идея м етода, ф орм улирую тся и доказы ваю тся теорем ы  об 
оценке абсолю тной и относительной  погреш н ости  п ри ближ ения. В п. 4 п риводится при м ер  р еш ен и я 
диф ф еренциального уравнения в частны х п роизводны х предлож енны м  методом.

2. Т о ч н о е  р е ш е н и е . Пусть H — гильбертово пространство, а N : D ( N ) с  H ^  H — л и н ей н ы й  
н еогран и ченн ы й  оператор. Будем  предполагать, что оператор N  является норм альн ы м  [ ], то есть, что 
он плотно определен, зам кнут и удовлетворяет условию  N N *  = N  *N, где N  * — сопряж енны й оператор. 
Кроме того, будем предполагать, что для некоторого действительного числа у < +“  спектр оператора N  
леж ит слева от прям ой  X = у , то есть

ЧХ € а ( N ) Re X < у. (2)

Пусть а € H — зад ан н ы й  вектор, а f : [0, + ^ )  ^  H — зад ан н ая  н еп реры вн ая  ф ункция. Рассм отрим  
задачу  Кош и для линейного  неоднородного диф ф еренциального уравнения

z ( t ) = N z  ( t )+  f  ( t ),

z  (0) = a, ( )

и соответствую щ ую  ей задачу  Кош и для однородного уравнения

x ( t )  = N x  ( t ), 

jc(0) = a.

Хорошо известно, что реш ение задачи (3) мож но представить в виде z ( t ) = х ( t ) + у ( t ), где х  -  реш ение 
однородной  задачи  (4), а у  -  реш ен и е неоднородной  задачи  с нулевы м  н ачальны м  условием:

i)(t) = N y  ( t ) +  f  ( t ), (5)

у (0) = 0 . ( )

Мы будем также обсуждать вариант задачи (3) или (5) с правой частью специального вида / ( t ) = b v( t ), 
где b € H — за д ан н ы й  вектор, а v : [0, + ^ )  ^  R — зад ан н ая  (скалярная) н еп реры вн ая  ф ункция, то есть 
нам  понадобится реш ен и е задачи

il( t ) = N y  ( t ) + bv ( t ),

,  (0) = 0 . <6>

Т ак как оператор N  является норм альн ы м , для него сущ ествует [1, 2] единственное разлож ение
ед и н и ц ы  Е на борелевских п одм нож ествах  его спектра а ( N ) такое, что для оп ератора N  справедливо
представление

N  = j  ^ d E (^).

а (N)



Разлож ение единицы  Е , порожденное оператором N ,  позволяет определить функциональное исчисление, 
которое каж дой  и зм ер и м о й  по Борелю  ф ун к ц и и  д сопоставляет плотно о п ред елен н ы й  зам кн уты й  
оператор

д (N )  = J  д dE(^)

а (N)

с областью определения

D (g (N ))  = L  е  H ^  \д(^)\2 dE^^(^)  < ^
[ Ja (N)

где Е ^^(^ )  = {Е( ^ ) f ,  f ). При этом  для всех f  е  D (д( N )) вы полняется [ ] соотнош ение

\ \g ( N ) f  II2 ^  \д(^)\2 d E ^^ (^). (7)

ст (N)

Если ф ункция д является ограниченной на а ( N ), то оператор д ( N ) ограничен, при этом справедливо [ ] 
неравенство

\\д(N ) y < sup \д( ^ ) \. (8)
f ест (N)

Если ф ункция д является ограниченной  и непреры вной  на а ( N ), то в (8) имеет место равенство.
О п р е д е л е н и е  2 .1. Операторным фундаментальным решением однородной задачи  (4) будем называть  

функцию

и ( t ) = e x p ,(N )  = j  e d E ( ^ ) ,

a (N)

где ex p j(^ ) = e .
Зам етим , что так  как  ф ун кц и я ^  ^  е огр ан и ч ен а и н еп реры вн а н а а ( N ), а в силу  (2) справедливо

неравенство \е^*\ < для всех ^  е а ( N ), то операторы  U ( t ) ограничены  и

\ \и ( t ) \  = sup \ е \  < . (9)
f ест (N)

О п р ед ел ен и е  2.2. Функцию х ( t ) = U ( t )а = exp^ ( N )а будем называть обобщенным решением однородной 
задачи  (4), функцию

У( t ) = и (t -  т)f  (т) dr  (10)

обобщенным решением неоднородной задачи  (5), а функцию

Z(t) = и ( t )а + и (t -  v ) f  (т) d r  (11)

обобщенным решением неоднородной задачи  (3).
Для неоднородной  задачи  (6) введем  в рассм отрение вспомогательную  скалярную  функцию

dt (^) ^  е5(  ̂ V(т) dr. (12)9t (^) = [  в^(  ̂ '̂) V(т) dr.
Jo

Т е о р е м а  2 .1. Обобщенное решение задачи  (6) можно представить в виде

у (t) = 9t (N)b.  (13)

Д о к а за т е л ь с т в о . Из ф орм улы  (10) в случае / ( t ) = bv( t) следует, что

у ( t ) = f  и (t  -  T)bv(т) d r  = f  f (^~̂ ') dE (^) bv(r) d r  = f f (^~̂ ')v ( t) dE (^) drb .
Jo Jo Ja  (N) Jo Ja (N)

П ом еняем  пределы  интегрирования. В результате получим

У(t) = f  f  e^( )̂a (t) d rd E (^ )  b ^  9t(^) dE(^) b = 9t(N)b.
J a (N) J  0 J G (N)

Теорема доказана.



Отметим, что в силу ограниченности функции ^  ^  dt ( ^ ) на а ( N ) операторы dt ( N ) также ограничены.

3. П р и б л и ж е н н о е  р е ш е н и е . Для построения приближ енного реш ения при каж дом ф иксированном 
t > 0 п ри бли зи м  на а ( N ) функцию  ^  ^  exp^(^) рац и он альн ой  ф ункцией

( f ) = P i + l i
к=1 ь Чк

с корнями знаменателя q11 вне а ( N ). В качестве приближ енного операторного ф ундаментального реш ения 
возьм ем  функцию

^1
U ( t ) = r i ( N )  = p1 i ^ p 1  ( N  -  I ) - 1, (14)

k=i

в качестве приближ енного реш ен и я однородной  задачи  (4) — ф ункцию

X ( t ) = U (t)a  = r] (N)a,  (15)

а в качестве приближ енного реш ен и я неоднородной  задачи  (5) — функцию

i j( t) = f  U (t -  t)f  (t) dr  = f  r ^ -^ (N )f  ( t) dr.
J q J q

(16)

В случае неоднородной задачи (6) можно при каж дом ф иксированном t > 0 дополнительно использо
вать ещ е одну рациональную  функцию

(^) = р2 + ^  ^ ^ ( ^ )^
к=1 ь Чк

приближ аю щ ую  функцию  ^  ^  dt (^)  на а ( N ). Теперь в качестве приближ енного реш ения неоднородной 
задачи  (6) возьм ем  функцию

I/ (t) = г2 (N)b .  (17)

Для оценки абсолютной точности полученного приближ ения предлагается использовать следующую 
теорему.

Т ео р ем а  3.1. Зафиксируем t > 0. Пусть функция ^  ^  г ] (^) приближает функцию ^  ^  exp^(^) на а ( N ) с 
абсолютной точностью е( t ) > 0, т.е.

к ! ( ^ ) -  е^^ |<  £(t), ^  € а (N ) .  (18)

Тогда

(a) для приближенного операторного фундаментального решения  (14) справедлива оценка

^u ( t ) -  и ( t )У < £(t);

(b) для приближенного решения  (15) однородной задачи (4) справедлива оценка

11̂ ( t ) -  X ( t )|| < £( t )||а|I;

(c) для приближенного решения  (16) неоднородной задачи (5) справедлива оценка

I l y ( t ) -  у ( t )|| < г  £(t  -  г ) ||f  (г)|| dr.
J q

Если известна функция ^  ^  г ‘2(^), приближающая функцию ^  ^  d t(^) на а ( N ) с абсолютной точностью  
е2( t ) > 0, т. е.

к 2 ( ^ ) -  9 t ( ^ ) |<  £2(t), ^  € а (N),  (19)

то для приближенного решения  (17) неоднородной задачи (6) справедлива оценка

y?j ( t ) -  у ( t ) |  < £2( t )ЦЬ| .  (20)



Д о к азател ь ств о . (a) Возьмем g t (^) = г](^) -  exp ̂ (^). О чевидно, функция gt ограничена на а ( N ). Восполь
зуемся оценкам и (8) и (18), в результате получим

\\U(t) -  и ( t ) \  = \\г1 ( N ) -  exp J( N ) \  = Wgt(N) \  < sup \gt(^)\ < £( t ) .
^еа (N)

(b) Следует из (a): ( t ) -  х  ( t  ) \  = \\i j(t )а - U  ( t)a  W < \ \ i j ( t) -  U (t  )W ■ \\a W < e (t  )\\a W.
(c) Из формул (10) и (16) с учетом  (a) следует, что

Ŵ ( t ) - y  (f)W = f  ( U (t  -  t) - U ( t -  t) )f  ( t) d r  < f U (t  -  t) - U ( t -  t)) f  (t) dr  < f £( t - r )  W f  ( r)  W dr.
0 0 0

Докажем теперь оценку (20). Возьмем g t (^) = (^) -  9t (^). О чевидно, ф ункция gt ограничена на а ( N ). 
В оспользуемся оценкам и (8) и (19), в результате получим

11̂ (t) -  У( t )W = ||г2(N )b  -  9 t ( N ) b W = Wgt(N)bW < Wgt(N )|| ■ ЦЬW < £2(t)\ \bW.

Теорема доказана.
П ерейдем к обсуждению  относительной точности  приближ ения.
Т ео р ем а  3.2. Зафиксируем t > 0. Пусть функция ^  ^  r](^) приближает функцию ^  ^  exp ̂ (^) на a ( N ) с 

относительной точностью e ( t ) > 0, т.е.

\ r ] ( ^ ) -  6^4 < £(t)\e^4, ^  е a ( N ) . (21)

Тогда

(a) для приближенного операторного фундаментального решения  (14) справедлива оценка

\\U ( t ) -  U ( t )W < £(t)WU(t)W;

(b) для приближенного решения  (15) однородной задачи (4) справедлива оценка

Ŵ ( t ) -  X (f)W < е(t)Wx(f)W;

(c) для приближенного решения  (16) неоднородной задачи (5) справедлива оценка

WH(t)- у ( t )W < f  £(t  -  t)\\U( t -  v ) f  (r)W d r  < * f  £(t  -  т)е- >'̂ 1 f  (r)W dr.

Если известна функция ^  ^  rf (^), приближающая функцию ^  ^  9t (^) на a ( N ) с относительной точностью 
£2( t ) > 0, т. е.

\г2( ^ ) -  9 t ( ^ ) \<  £2( t ) \9 t(^)\, ^ е а (N),  (22)

то для приближенного решения  (17) неоднородной задачи  (6) справедлива оценка

Wii(t) -  у (f)W < £2(t)Wy(t)W. (23)

Д о к аза тел ь ств о . (a) Возьмем g t(^)  = r](^) -  exp ̂ (^).  Воспользуемся оценкам и (8), (9) и (21). В результате 
получим

WlJ(t) -  и ( t )W = Wgt(N)W < sup \gt(^)\ < £( t ) sup \e^4 = £( t) \ \U (t) \ .
^еа (N) ^еа (N)

(b) Возьмем gt(^)  = r] (^) -  exp ̂ (^). Воспользуемся формулой (7) и оценкой (21), в результате получим

11̂ ( t ) -  X (t)\\2 = \\U ( t )а -  и ( t )а\\2 = Wgt(N)a\\2 = J  \ g t (^)\ 2 dEaa(^) < j  ( ^ ( t ) )2e^^?  dEaa(^) =
а (N) а (N)

= (£ ( t  ) )2\\и (t  )а\\2 = (£ ( t ) )2 ||х (t  )W2.

(c) Из формул (9), (10), (16) и (21) следует, что

\\И( t ) -  У( t )W = (JJ(t -  т) -  и ( t  -  т))f  (т) dr

< [  U (t  -  т ) - и  ( t  -  т))/(т) d r  < [  £(t -  т)е^(  ^'^\\f(T)\\ dr.
0 0



Докажем теперь оценку (23). Возьмем gt (^) = г2(^) -  9t (^). Воспользуемся формулой (7) и оценкой (22), 
в результате получим

\ \ ^ ( t ) - y ( t ) \ \ 2 = \\gt (N )b  W2 ^  \gt (^) \2 dEbb ( ^ ) <  j  (^2 ( t ) ) 2\9t (^) \2 dEbb (^) =
a (N) a (N)

= (£2 (t  ) )2 WOt ( N  )b W2 = (£2 (t  ) )2 Wy (t  )W2.

Теорема доказана.

4. Ч и с л е н н ы е  э к с п е р и м е н т ы . П родем онстрируем  п р и м ен ен и е предлож енного  в п. 3 м етода для 
приближ енного реш ен и я уравнения

д ^2 ^
— и (t, S) = —2и (t, S) + « 1— и (t, S) + а 2и (t, S) + Ъ(s) v ( t ) (24)
dt ds2 ds

c начальн ы м  условием

и (0 ,s) = a (s) (25)

и периодическим и  краевы м и условиям и

и (t, 0) = и (t, 2 я ),

^ ^ ^  (26)—  u (f,s)\s=0 ^  — и (t,S  )\s=2tt . 
as as

Здесь ai, a2 е  R, a,b е L2 [0, 2ж], а v : [0, + ^ )  ^  R — непреры вная функция.
В гильбертовом  пространстве H = L2 [0, 2ж] со скалярны м  произведением

1 z-2-
{Z1,Z2) = 2^  у  Z1 (s)Z2 (s) ds

рассм отрим  оператор
d2 d

N  = — - + a i —  + «2 
ds2 ds

с областью определения D ( N ) = {z е W22 [0, 2л] : z (0) = z ( 2 л ), z ' (0 )  = z ' ( 2 л ^  . Положим z ( t ) ( s ) = и ( t , s ) и 
зап и ш ем  задачу  (24)- (26) в виде

z ( t ) = N z  ( t ) + bv ( t ), 

z (0) = a.

Н еслож но проверить, что оператор N  является норм альны м . О тметим, что собственны е ф ункции  этого 
оператора имею т вид f  ̂ (^) = е , к  е  Z, а его спектр есть множество а ( N ) = {^k = - к 2 + ia ik  + а2 : к  е Z}.  
Т аким  образом , используя разлож ение по собственны м  ф ункциям , м ож но получить  точны е р еш ен и я 
основной и вспомогательны х задач для последую щ его сравнения с при бли ж ен н ы м и  реш ениям и .

В соответствии с п. 2 п редставим  иском ую  ф ункцию  в виде z (t) = х (t) + у ( t ), где х ( t ) = exp ̂ ( N )а -  
реш ение задачи (4), а у ( t ) = d t(N )b  -  реш ение задачи (6). Для t > 0 возьмем две рациональны е функции

^  exp , (^), г2(^) = г 2 ■
-  4k

в результате получим  приближ енное реш ение

1 ( ^ ) = Р ] + X  -  exp t ( ^), г2(^ ) = Ро2 + ^  7 7 ^^  -  6t ( ^), ^  е а (N ), д1 , д'2 ^  а (N ),
к=1 Ь Чк к=1 ь Чк

Ki
X( t ) -  Л(t) = г ] ( N )а = р 1 ( N  -  ql 1)~1а,

к=1

(27)
у ( t ) -  ^ ( t ) = г2(N )b  = p lb  + ) ^ р 2 ( N  -  q2, 1 ) - 1Ь,

к=1
Z(t) -  Z(t)  = л ( t )+  Ц( t ) .

Таким образом, для нахож дения z ( t ) необходимо посчитать линейны е ком бинации значений  резольвенты  
оператора N  в нулях зн ам ен ателей  вы бранны х рац и он альн ы х  ф ункций , п р и м ен ен н ы х  к векторам  а и



Ь. Для резольвен ты  ( N  -  Л!)  !, А а ( N ), входящ ей  в эти  л и н ей н ы е ком б и н ац и и , сп раведли ва явная 
формула

( N  -  A i ) -1w (s ) =
С2 (A,s)

Сз (Я,5) 
Со (Я)

С4 (Я,5) ^ 2-/■ % I f ( а1 -  Cq(я))^ (^ )  f  "  е2^(“1 - ^ 0(̂ У̂  W(^) d^,
Jo Со (л ) J S

(28)

где

С1 (Я,5) =

С4 (Я,5) =

(я -  2)( Со (Я )+а1)

1 — (Со(Я)+«1) ’е
(я + 2) ( Со (Я) -  а1)

С2 (Я,5) =
Q -  2 (Со (Я) +а1)

1 — (Со(Я)-а1) ’

 ̂ _  g я  (Со (Я )+а1) ’

Со (Я) ^ «2 -  4«2 + 4А.

Сз (A,s) =
g2 (Со(Я) -а 1)

1 — ^я (Со (Я ) - а 1) ,

П одчеркнем , что п ри  и сп ользован и и  предлож енного  м етод а для ф иксированного  t > 0 строится 
приближ ение для вектора z ( t ) € H. При этом из формул (27) и (28) видно, что в результате приближ ение 
для и (t, S) = Z( t ) (s ) получается в виде аналитической  ф ункции  от s .

Зададим  входные параметры  уравнения: «1 = 2, «2 = - 1 ,  а(s) = (2л:з -  s2) sin 2s + cos 10s, b(s) = 20 sin | ,
_ (t-^)2

V(t) = e 2̂ 2 , ^  = 1, ^  = 1/ 5, см. рис 1.

a(s)
v(t)

Рис. 1. Графики начальной функции и (0, s) = а(s) (слева) и входной функции v( t) (справа)
Fig. 1. Graphs of the initial function и (0, s) = a (s) (left) and the input function v (t) (right)

Н а рис. 2 п ри веден ы  граф ики  п ри бли ж ен н ы х  р еш ен и й  jj и г/, в которы х для jj( t ) в качестве р ац и о 
н альн ой  ф ун кц и и  rj использовалась ап п рок си м ац и я  Паде [13, 14] в нуле степени  (3, 9) для ф ун кц и и  
exp J(^), а для jj( t ) в качестве рациональной  функции rf — аппроксим ация Паде в нуле степени (2,6) для 
ф ун к ц и и  (^). П еред п р и м ен ен и ем  ф орм ул (27) п олучен н ы е ап п р о к си м ац и и  Паде расклады вались  в 
сум м у элем ентарны х дробей.

Рис. 2. Графики приближенных решений вспомогательных задач (4) (слева) и (6) (справа)
Fig. 2. Graphs of the approximate solutions of auxiliary problems (4) (left) and (6)(right)

Н а рис. 3 п редставлены  граф ики  зависим остей  ЦИ(t) -  х ( t ) |  и | j j ( t ) -  у ( t ) |  абсолю тной точности  
п ол у ч ен н ы х  п р и б л и ж ен и й  от t € [0, 2], п ри  этом  м акси м альн ы е зн ач ен и я  абсолю тной погреш ности  
составили

m ax | j j ( t ) -  X ( f ) |  = 9.46652 ■ 10-4, m ax ЦЦ(t) -  у ( t ) |  = 1.28625 ■ 10-3 . (29)
f€[0,2] t€[0,2]

+

s



! ! / ( « ) -  y(«)ll

Рис. 3. Графики абсолютной точности приближенных решений задач (4) (слева) и (6) (справа)
Fig. 3. Graphs of the absolute errors for the approximate solutions of problems (4) (left) and (6)(right)

Для ^  € a ( N ), t € [0, 2], выполняю тся скалярные оценки |г1 (^) -  е^ |̂ < 2 ■ 10-4 и |г2(^) -  9 t (^)| < 1.89 ■ 10-2 , 
при  этом  Ца|  ~  5.15, ЦЬ|  ~  14.14, поэтом у из теорем ы  3.1 получаем  оценки

| j j ( t ) -  X ( f ) |  < 2 ■ 10-4 ■ 5.15 = 1.03 ■ 10-3 , Hij(t) -  У( f ) |  < 1.89 ■ 10-2 ■ 14.14 = 2.67246 ■ 10-1 .

Видно, что полученны е м аксим альны е значения абсолютной погреш ности (29) уклады ваю тся в теорети
ческие оценки, полученны е с пом ощ ью  теорем ы  3.1.

l|Z(t) -  z(t)||

Рис. 4. Графики приближенного решения задачи (24)- (26) (слева) и абсолютной точности (справа)
Fig. 4. Graphs of the approximate solution of problem (24)- (26) (left) and the absolute accuracy (right)

На рис. 4 представлен  граф ик п риближ енного  р еш ен и я  i:( t ) ( s ) = й (t, s) исходной задачи  (24)- (26), а 
также график зависимости Цг( t ) - z ( t ) |  абсолютной точности полученного приближ ения для t € [0, 2] ,п р и  
этом м аксим альное значение абсолютной погреш ности составило m axf€[0,2j Цг( t ) -  z ( f ) |  = 1.28625 ■ 10-3 .

Рис. 5. График поточечной абсолютной ошибки 
Fig. 5. Graph of the pointwise absolute error

Для удобства сравнения н а рис. 5 изображ ен  такж е граф ик п оточечн ой  абсолю тной ош ибки , то 
есть м одуля разности  м еж ду полученны м  приближ ением  и точны м  реш ением . М аксимум  поточечной 
абсолю тной ош ибки  приближ ения составил m ax j€[о,2я ],t€[0,1] |ii( t , s ) -  и ( t , s )| = 4.28 ■ 10-3 .
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5. З а к л ю ч е н и е .  П редлож ен оп ераторн ы й  м етод построения при бли ж ен н ого  р еш ен и я  ли н ей н ого  
ди ф ф ерен ц и альн ого  у р ав н ен и я  первого п оряд ка с н о рм альн ы м  оп ераторн ы м  коэф ф ициентом , п о з
воляю щ и й  вы писать ап ри орн ы е оцен ки  точности  при бли ж ен и я. Для этого используется вы числение 
рациональны х ф ункций от норм ального оператора, в качестве которых мож но использовать, наприм ер, 
ап п рок си м ац и и  Паде. Для п о вы ш ен и я  точности  м ож но увели чи ть  степени  ап п рокси м ац и и  Паде или  
зам ен и ть  их н а рац и он альн ы е ф ун к ц и и  н аи луч ш его  п ри бли ж ен и я. О днако нахож дение н аи луч ш и х  
р ац и о н ал ьн ы х  п ри бли ж ен и й , особенно в случае ком плексного  спектра, является сущ ественно более 
трудоем кой задачей. Тем не менее, если необходимо реш ать несколько задач с одним  и тем же операто
ром, но р азн ы м и  н ач ал ьн ы м и  условиям и , такой  подход м ож ет бы ть оправдан . В этом  случае м ож но 
заранее вы числить рациональны е ф ункций для данного оператора при различны х значениях t , которые 
затем  м ногократно использовать для реш ен и я задач с этим  оператором. В частности, для однородного 
у р ав н ен и я  с оператором , спектр которого л еж и т на отри ц ательн ой  действительной  полуоси , удобно 
использовать функции, приведенны е в [15] .
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