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А ннотация. Для обы кновенны х линейны х вырож даю щ ихся диф ференциальны х уравнений второго порядка 
получены представления реш ения двусторонней задачи Коши с условиями в точке вырождения. Приведён алгоритм 
построения степенных асимптотик реш ений. Рассмотрены примеры.
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1. В вед ен и е. О сновные свойства линейны х диф ф еренциальны х уравнений определяются слагаемыми 
со старш ей  прои звод н ой . В ы рож дение их в отдельны х точках  п ри вод и т к серьёзны м  и зм ен ен и ям  
локального  характера реш ен и й . В н астоящ ей  работе исследуется поведение реш ен и й  обы кновенного  
диф ф еренциального уравнения второго порядка

(а ( t )u ' ( t ))'  + b (t  )u '( f )  + с (t  )u ( t ) = /  ( t ) (1)

с действительны м и  достаточно гладким и  коэф ф ициентам и  и таким и, что а (0) = 0, а ( t ) Ф 0 при  f Ф 0, 
Ъ (0) Ф 0.

Изучение уравнений с обращ аю щ имся в ноль коэффициентом  при старш ей производной проводилось 
ш ироким  кругом исследователей. К ним  относятся, в частности, уравнения Эйлера, Бесселя и ряд других. 
К таки м  у р ав н ен и ям  п ри вод и т рассм отрение у р ав н ен и й  в частны х п рои звод н ы х  перем енного  ти п а  
(см. обзорную  работу [1]), а такж е изучение н ели н ей н ы х [2] и бисингулярны х задач [3] . Д вухточечны е 
краевы е задачи  для у р ав н ен и я  (1) исследованы  в [4, 5, 6, ] . В ы рож даю щ им ся ди ф ф ерен ц и альн ы м  
ур ав н ен и ям  в банаховом  пространстве п освящ ен ы  работы  [8, 9] . Н аряду  с н ахож дением  точн ы х р е­
ш ен и й , важ ное зн ач ен и е в теории  д и ф ф ерен ц и альн ы х  у р ав н ен и й  им ею т такж е м етод ы  построения 
приближ ённы х реш ений , в том  числе и асим птотические м етоды  (см., наприм ер, [10]).
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Вопросы  сущ ествования реш ен и й  у р ав н ен и я  (1) п ри  о п ред елён н ы х  условиях и их п р и м ен ен и е 
к н ел и н ей н ы м  у р ав н ен и ям  исследовалось в [2] . Результаты  по аси м п тоти чески м  п редставлениям  
реш ений  уравнения (1) были получены  в [ ] и развиты  в [12, 13]. В статье [14] построены двусторонние 
асим птотические разлож ен и я реш ен и й , а в [15, 16] бы ли  п олучен ы  первы е аси м п тоти ки  реш ен и й  
односторонней задачи  Кош и вблизи точки вы рож дения. Д вусторонняя задача Кош и рассм атривалась в 
[2] и [ ] , где были построены первые асимптотики её реш ений. Н астоящ ая работа является продолж ением
исследований , п роведён н ы х авторам и  в [11, 12, 13, 14, 15, 16, 17], а п олучен н ы е в у к азан н ы х  статьях 
результаты  позволяю т предлож ить неслож ны й алгоритм  построения степенны х асим птотик реш ений  в 
окрестности точки вы рож дения.

2. Существование реш ений задачи Коши и асимптотика реш ений. Рассмотрим диф ф еренциаль­
ное уравнение второго порядка (1) с вы рож даю щ имся старш им  коэффициентом  в точке t = 0 и гладким и 
дей стви тельн ы м и  коэф ф и ц и ен там и . П оскольку н ам и  исследуется локальн ая  разреш и м ость  и аси м п ­
тотика реш ен и й  вблизи  точки  вы рож дения, то будем  рассм атривать это уравн ен и е на отрезке [ -5 , S] 
при некотором S > 0. Двусторонней задачей Кош и будем назы вать задачу нахож дения непреры вного на 
[ -5 , S] реш ен и я уравнения (1), удовлетворяю щ его условию

lim и ( t ) = и0. (2)
t ̂ 0±

Задача (1), (2) подробно исследовалась в статье [17] , в которой доказана её разреш им ость и построены 
первы е аси м п тоти ки  реш ен и й . П риведем  здесь соответствую щ ие результаты  в необходим ой  для нас 
форме.

Условие 1. К оэф ф ициенты  уравнения (1) и правая часть / ( t ) — действительны е бесконечно ди ф ф е­
ренцируем ы е в окрестности точки  t = 0 ф ункции, причём  а (0) = 0, а ( t ) Ф 0 при  t Ф 0 и Ъ(0) = Ъ0 Ф 0.

Для некоторого S > 0 на отрезке [ -5 , S] определим  ф ункции:

d ( t ) = у/Ь2( t ) -  4а( t )c ( t ),

'  ( f) d' ( t )  2 J a ( t ) d ' ( t )
s ( t ) ^  h (T) dr, h ( t ) =

0
d (t)

-  2
d ( t )

-  2b ' ( t ) (3)

Если вы п олн ен о  условие 1, то всегда м ож но вы брать достаточно м алое S > 0 так, чтобы  н а [ S ,  S] 
вы полнялось следую щ ее условие.

Условие 2. Сущ ествует такое S > 0, что на отрезке t е  [ -5 , S] справедливы  неравенства

5

d ( t ) = Vb2( t ) -  4a( t )c ( t ) > ^^2^, b( t ) Ф 0 ^  |h ( t ) \ d t  < 1 .

-5

Р еш ен и я задачи  (1), (2) сущ ественно зависят от расп ред елен и я знаков коэф ф ициентов  а (t) и Ь( t ) 
на отрезке [ -5 , S]. Этот факт подробнее сф орм улируем  в виде ниж еследую щ их теорем, доказательство
которы х приводится в [ ] . В этой ж е статье приведено и представление в виде абсолю тно сходящ ихся
асим птотических рядов используем ы х в следую щ ей теорем е ф ункций  w i( t ), w 2( t ), u2+(t), u 2̂ ( t ).

Теорема 1. П усть для коэффициентов и правой части уравнения (1) выполнены условия 1,2 и а ( t ) > 0 при 
t е  [ - 5 , 0 ^ ( 0 , 5 ] .  Тогда сущ ест вует  однопараметрическое семейство реш ений и ( t , C) е С“ [-5 ,5 ]  этого 
уравнения, каждая функция которого удовлетворяет условию (2). Д ля  Ь0 < 0 это семейство имеет вид

и ( t , C ) = wi ( t ) +  Cu^^(t), (4)

где w  1 ( t ) е  C“ [ - 5 , 5], С — произвольная постоянная, u2+(t) е  С“ [0 ,5] — продолженное на  [ -5 ,0 )  нулём  
реш ение однородного уравнения (1) такое, что  (м+)(^) (0) = 0 для любых к е  N 0, и при этом

lim w i( t ) = U0, u '(0 , С) = -1  (f  (0) -  с( 0)ua). 
t ̂ 0± bo

А для b0 > 0 это семейство имеет вид

и ( t , C) = W2 ( t ) +  C u:-(t), (5)

где w2( t ) е  C“ [ - 5 , 5], С — произвольная постоянная, û- ( t ) е  С“ [ - 5 , 0] — продолженное на (0,5] нулём  
реш ение однородного уравнения (1) такое, что (м- ) (̂ ) (0) = 0 для любых к е  N 0, и при этом

lim W2( t ) = U0, и '(0 , С) = -1  ( / ( 0 )  -  с(0)mq). 
t ̂ о± 00



О тм етим , что п ри  вы п о л н ен и и  условий  теорем ы  1 им еет место равенство а' (0)  = 0, а в следую щ ей 
теорем е 2 это равенство, вообщ е говоря, не вы полнено.

Т ео р е м а  2. П усть для коэффициентов и правой части уравнения (1) выполнены условия 1 ,2  и t a ( t ) < 0 
при t е  [ - 5 , 0 ^ ( 0 ,  S]. Тогда при Ь0 < 0 сущ ест вует  единственное непрерывное реш ение и ( t ) е  С“  [ -5 , S] 
этого уравнения, удовлетворяющее условию (2), и при этом

и ' ( 0) =
1

Ьа + а '( 0)
( / ( 0 ) -  с(0)М0).

Если Ьо > 0, то сущ ествует двухпараметрическое семейство

и (t, С - , С+) е С^° [ -5 , S], кв = maxjfc е N  : Ьд + ка' (0)  > 0}, 

реш ений уравнения (1), каждая функция которого удовлетворяет условию (2) . Это семейство имеет вид

и ( t , C-  , С+) = W3 ( t ) + С- M- (f) + С+H+:(t), (6)

где С- , С + — произвольные постоянные,

w 3( t ) е  С^° [ -5 ,5 ] ,  lim w3(f ) = и0,
t ̂ 0±

u:;(t) е С^° [ -5 ,0 ]  — продолженное на (0,5] нулём решение однородного уравнения (1) такое, что (и- ) (̂ ) ( 0) = 0 
длялю бы х к < к 0, ii+(f) е  С^° [0,5] — продолженное на [ -5 ,0 )  нулём решение однородного уравнения (1) такое, 
что (й^+)(̂  ) ( 0) = 0 длялю бы х к < кв.

З а м е ч а н и е  1. Если в условиях  теорем ы  2 а' (0)  = 0, то полагаем  к 0 = + ^ .  Кроме того, и сп ользуе­
м ы е в этой  теорем е пред ставлен и я в виде абсолю тно сходящ ихся асим птотических  рядов ф ун кц и й  
и ( t ) , w 3( t ) , H^( t ) , u2-( t ) такж е приведены  в [ ] .

Отметим, что первые асимптотики реш ений  в [15], [16], [ ] построены в предполож ении степенного 
порядка вырож дения коэф ф ициента а ( t ) и постоянства Ь( t ) = Ь0. Результатам и этих работ и обусловлено 
следую щ ее условие.

У с л о в и е  3. К оэф ф ициенты  у р ав н ен и я  (1) и его правая часть f  ( t ) — дей стви тельн ы е бесконечно 
диф ф еренцируемы е при t е  [ -5 ,5 ]  ф ункции, причём  а (t) = ( - t )™+1а 0( t ), т е  N, ап (t) > 0 при t е  [ -5 ,5 ]  
и Ь( t ) = Ь = const Ф 0.

Укажем, что в силу условия 3 при  t ^  0 справедливы  следую щ ие асим птотические представления, 
определяем ы х равенством  (3) ф ункций:

а ( t ) = f™+10 (1), d( t ) = \b| (1 + f™+10 (1 )), h( t ) = 12™ 0(1), s ( t ) = f2™+10 (1).

П окаж ем  далее, что п ри  вы п о л н ен и и  условия 3 м ож но установить  первы е аси м п тоти ки  главны х 
членов реш ен и й  в теорем ах 1 и 2. Результат сф орм улируем  в виде следую щ их двух теорем , в которы х 
будут использованы  ф ункции

, , , , а ( t )h( t )  а ( t )
Фо ( t ) = 1 + s ( t ) +

a ( t ) h ( t ) '
d(t )

, ^ 0 ( t ) = 1 -  s (t) +
a (t  )h ( t ) a ( t ) a (t  )h ( t )

d ( t ) d (t  И  d ( t )
(7)

Т е о р е м а  3. П уст ь вы полнены  условие 2  и условие 3 при т = 2п -  1, п е  N. Тогда сущ ест вует  
однопараметрическое семейство реш ений и ( t , C) е С“ [ - 5 ,5 ] уравнения (1), каждая ф ункция которого 
удовлет воряет  условию  (2) . П ри Ъ < 0 ф ункции этого семейства м огут  быть записаны в виде (4), где С — 
произвольная постоянная,

W1 ( t ) =

Uо̂

Uо̂

'd  ( t )

d ( t )

Ф0 ( t ) exp

Ф0 ( t ) exp

U

/  ^2
. t

t

- 1
+ d (^ ) 
2a (^)

d^

b + d (^ ) 
2a (^)

+ ) + f4™+20 (1), t е [ - 8, 0],

\

d ^  + u+(t) + 14™+20 (1), t е  [0,5],

u- ( t ) = Ф0 ( t )

0

I

^0 ( t) f  ( t) 

J  ^jd (t  )d ( t )

/ ^

exp /
t

b + d (^) 
2a (^)

d^ dr  -

U

- * • ( '  ) I

Ф0 ( t ) f  ( t) 

J  ^ d  (t  )d (t ) exp /  ^2
t

Ъ -  d ( ^ ) 
2a (^)

d^ dr  + s2 (t  ) 0  (1),

Т



I

м+ ( f) = - ф 0( f) У
^0 (г ) f  (т) 

^Jd{t)d{T)
exp

I

I
\ T

b + d (^) 
2a (^)

dr  -

^ / ■ Ф 0 ( ^ ) f  (^) f  Ъ -  d (^) ,^- ^ 0( t ) exp d^  ,
J  yjd (t  )d ( t ) \\J 2a(^)

dr  + s2 (t  ) 0  (1). (8)

При b > 0 ф ункции этого семейства могут  быть записаны в виде (5), где С — произвольная постоянная,

/ 0

W2 ( t ) =
d k ^ 0 ( ' ) eXP /

\ t 
/ t

b -  d(^)  
2a (^)

d£ + u : ( t ) + 14™+20 (1), t е [ - 8, 0],

d(F) ^ 0 ( ' ) exp /
\ 0

b -  d(^)  
2a (^)

d£ + u^+(t) + 14™+20 (1), t е [ 0 ,5 ] ,

r

) = -Ф 0 ( t ) J
'^0 (t) f  (t) 

^ d  ( t )d  (t )

I t

exp - f  -J  2c
г

2a (^)
d£ dv+

+ . 0( ,)  /  ^  e x p ( -  /
J  J d  ( t )d  ( t ) J

b - d ( l )  

^ d ( t ) d ( t) ^ \  {  2^ ( ^ )
d£

u - ( t ) = - . 0  ( t )
f  Ф0( t)f  ( t) f  b ■

J  exp [ /  2

t / t

dr  + s2 (t  ) 0  (1), 

b -  d(^)
2a (^)

d£ d r -

-Ф 0( t ) J
-s

.0  (t) f  (t) 

^ d  ( t )d (T)
exp P  + ^ ( f ) АГ

^  - + Щ -
d r + s2 ( t ) 0  (1). (9)

Т е о р е м а  4. П уст ь вы полнены условие 2  и условие 3 при т = 2п, п е  N. Тогда при Ь < 0 сущ ест вует  
единственное ограниченное реш ение и ( t ) е  С“ [-й , 5] уравнения (1), удовлет воряющ ее условию (2) и оно 
имеет вид

и ( t ) =

lb\
Л Г) ф 0( ' ) exp

\bl
~d(t) Ф0(^) exp

00

\ t
i t

7
\ 0

b + d (^) 
2a (^)

d^ + u ^ ( t ) + f4™+20 (1), t е [ - 5 , 0],

b + d (^) 
2a (^)

d^ + ii^ ( t) + 14™+20 (1), t е [ 0 ,5 ] ,

где функция û -  ( t ) определена в (8),

) = -Ф 0( ' 7  e x p , - [J  J 2^ (^)
d^ dr+

+ .0  ( t ) e x p - /
J  y j d( t )d( t) J

b -  d(^)  
2a (^)

d£ dr  + s2 (t  ) 0  (1).

(10)

При b > 0 сущ ест вует  двухпараметрическое семейство реш ений и ( t , C- , С +) е С“ [ - 5 ,5 ] уравнения (1), 
каждая ф ункция которого удовлет воряет  условию (2). Ф ункции этого семейства м огут  быть записаны в 
виде (6), где С- , С + — произвольные постоянные,

W3 ( t ) =
^ ^ )  . 0 ( ^) exp 7 ^ 2

diT) . 0 ( ^) exp

\ 0  
/ t

-  /
\ 0

Ь -  d (^ ) 
2а (^)

d£

Ь -  d (^) 
2а (^)

d^

+ u ^ ( t ) + 14™+20 (1), t е [ - 5 , 0], 

+ H+(t) + 14™+20 (1), t е  [0,5],

(11)

s T

0 T



i i : ( t ) = -Ф 0 ( t )

о

I

'F0 (t ) f  ( t ) 

(t )d  (t )

r  b-

exp J  - 2
t

Ъ + d (^ ) 
2a (^)

d^ dv+

+^0 ( t )

r

I

Ф0 (t) f  ( t) 

^ d  ( t )d  ( t )
exp

r - -

b -  d (^ ) 
2a (^)

d£ dr + s2 (t ) 0  (1),

а функция U- ( t ), определена в формуле (9).

3. П о с т р о е н и е  с т е п е н н ы х  а с и м п т о т и к  ф у н д а м е н т а л ь н о й  с и с т е м ы  р е ш е н и й  о д н о р о д н о г о  
у р а в н е н и я .  Т еорем ы  1 -4  и ф орм улы  (7)- (11) уж е позволяю т получать степенны е аси м п тоти ки  р еш е­
ний , так  как в ф ун кц и и  Ф0( t ), Т0( t ) входят только известны е ф ун к ц и и  и достаточно и спользовать  их 
разлож ение в точке t = 0 по формуле Тейлора. О днако эти же ф орм улы  и результаты  работ [15, 16, 17] , в 
которы х установлено сущ ествование хотя бы одного бесконечно диф ф еренцируем ого  в нуле реш ен и я 
двусторонней задачи Кош и (1), (2), позволяю т найти простой алгоритм  прямого построения степенного 
представления реш ен и й  с лю бой заданной  точностью.

Поставим задачу определения фундам ентальной системы реш ений  уравнения (1). В дальнейш ем  нам 
потребуется установить  преобразование, связы ваю щ ее следую щ ие ди ф ф ерен ц и альн ы е вы раж ен и я с 
перем ен н ы м и  коэф ф ициентам и

L ( и (t)) = ( а( t ) u ' ( t ))'  + b( t )u' ( t ) ,  L*(u( t ) )  = ( a ( t ) u ' ( t ))'  -  ( b ( t ) u ( t ))' .

Введём в рассм отрение ф ункцию

q (t) =

exp

T

-  / b(^)  d^

exp /
t

a (^) 
\ - s

s
b(^)  d^

при  t е  [ -5 ,0 ),

(12)

при  t е (0, S ].

/

Следует отметить, что в зависимости от соотнош ения знаков коэффициентов а ( t ) и Ь( t ) справа и слева 
от точки  вы рож ден и я t = 0, в точке t = 0 ф ун кц и я q( t ) им еет ноль и ли  бесконечность п роизвольного  
порядка. Ф ункция q( t ) бы ла использована в [17] при рассм отрении  весовой задачи  Коши.

Л ем м а 1. П уст ь а ( t ) , Ь( t ) е С1 [ - 5 ,5 ] и а ( t ) Ф 0 при t Ф 0. Тогда для любой функции v ( t ) е С2 [ - 5 ,5 ] при 
t Ф 0 справедливо равенство

L( q ( t ) v ( t )) = q( t  )L*(v ( t )).

Д о к а за т е л ь с т в о . Д ействительно, элем ентарная проверка показы вает, что

L (q (t  )v ( t )) = (a (t  ) (q (t )v ( t ) ' ) ) '  + b (t  ) (q (t  )v ( t ))'  =

= (a ( t ) ( q ' ( t  )v ( t ) + q (t  )v ' ( t ))) '  + b ( t ) ( q ' ( t  )v ( t ) + q (t  )v ' ( t )) =

= (a (t  )q ' ( t  )v ( t )) '  + a (t  )q ' ( t  )v ' ( t ) + b (t  )q' ( t )v ( t ) + q ( t ) (a (t  )v ' ( t ) ) '  + b (t  )q (t  )v ' ( t ) =

= ((a (t  )q' ( t ) ) '  + b (t  )q ' ( t  ))v ( t ) + 2a (t  )q ' ( t  )v ' ( t ) + q (t  ) ( ( a  (t  )v ' ( t ) ) '  + b (t  )v ' ( t )) =

= ( (a( t )q ' ( t ) ) '  + b ( t ) q ' ( t ) ) v ( t ) + 2 (a( t )q ' ( t )  + b( t )q( t ) ) v ' ( t )  + q( t ) ( ( a( t ) v ' ( t ) ) '  -  b ( t ) v ' ( t )) =

= (a (t  ) q ' ( t ) + b ( t )q ( t )) ' v (t) + 2 (a (t  ) q ' ( t ) + b (t  )q ( t ))v ' ( t ) + q (t)L*(v ( t )) = q ( t )L*(v ( t )),

поскольку, у ч и ты вая  определение (12) ф ун кц и и  q( t ), легко проверить, что п ри  t Ф 0 справедливо 
равенство а( t ) q ' ( t ) + bq( t ) = 0. Л емм а доказана.

При Ь = const Ф 0 в окрестности точки t = 0 рассм отрим  соответствую щ ее уравнению  (1) однородное 
уравнение с бесконечно гладким и  коэф ф ициентам и

(а ( t )и ' ( t ) ) '  + Ьи ' ( t ) + с ( t )u ( t ) = 0, (13)

для которого вы п о л н ен ы  условия 1-3  и, следовательно, дл я  лю бого сколь угодно  больш ого N  е  N  его 
коэф ф ициенты  могут быть представлены  в виде

N N
а ( t ) = ^  a j + t^+ 10 (1), а™ Ф 0, т -  1 е N, с( t ) = ^  Cjt  ̂ + t

j=m j =0

T



Перейдём к построению  асимптотик при t ^  0± для ф ундам ентальной системы реш ений  уравнения 
(13). Как следует из теорем 1, 2, при любых соотнош ениях знаков коэффициентов уравнения в окрестности 
точки t = 0 и к е  N, существует хотя бы одно бесконечно гладкое реш ение уравнения (13) с асимптотикой 
вида

и ( t ) = ^  U j +10 (1)
j=0

(15)

и подлеж ащ им и  определению  коэф ф ициентам и иj .
П ервое р еш ен и е для ф ун д ам ен тальн ой  систем ы  р еш ен и й  будем  искать и м ен н о  в таком  виде, 

вы бирая и0 = 1. П одставив в уравн ен и е (13) асим птотические разлож ен и я (14), (15) для р еш ен и я  и для 
коэф ф ициентов уравнения и, приравняв коэф ф ициенты  при t " нулю, получим  рекуррентны е формулы 
для вы числения всех коэф ф ициентов и„, 1 < п < к .

Если доопределить  коэф ф и ц и ен ты  aj = 0 п ри  j  < т -  1, то асим птотические п редставления 
коэф ф ициентов (14) м ож но записать в виде

к+1 к+1
а (t) = Y ^  a j + t^+20 (1) = Y ^  a j + t^+20 (1), с( t ) = J ^  C j + 10 (1), (16)

j=0j=m i =0

при  этом  реш ение уравнения (13) зап и ш ем  в виде

k+2
u ( t ) f  ̂+ t^+30 (1).

j=0
(17)

Чтобы  подставить  разлож ен и я (16), (17) в уравн ен и е (13), проведём  следую щ ие п ред варительны е 
вы числения:

к+2 к+1
и ' ( t ) j u j t ^- 1 + t^+20 (1), bu ' ( t ) = (n + 1 )u„+1 t" + +20 (1). (18)

j=1 n=0

В дальн ей ш ем  зависящ ие от Un коэф ф ициенты  будем обозначать греческим и буквами.

к / к+̂  \ к п

с( t ) = Y j  C j Y j  ‘ + ^^+1^ (1) = Y j  + ^^+1̂ (1), где Yn CiU„-i,
j=0 \ i=0 / n=0 i=0

(k+1
(a ( t )u ' ( t ))'  = _

« \ j=0 

'  k+1 \ '  k+1
Y ^ a i t  ‘ Y ^ (  j  + 1 )u j+1t J

jk+1
J ]  a j + t^+20 (1) Y j ( n  + 1 )u„+1t " + t^+20 (1)

/ \n =0

k+1
^  a j t ̂  + t ̂ +20  (1)

\ ;=0 / \ j=0

к+1

+ 1^+20  (1)
\ j =0

^  j a j - 1 + t^+1 0 (1) ^  ^  (n + 1 )a„+1 t^ + t^+10 (1),
J=m

где aj = 0 при  j  < m -  1, а при  остальны х

J J

aj ai (j  -  i + 1 )uj-i+ 1 = Y  ai (j  -  i + 1 )u j -;+1.
i=0

После подстановки разлож ений  (16)- (20) в уравнение (13) получим

к
L ( и ( t )) + с ( t ) u ( t ) = ( а( t ) u ' ( t ))'  + bu ' ( t ) + с( t ) u ( t ) = ^  (n + 1 ) a „+1 t " + t^+10 (1)+

(19)

(20)

к+1 к
+b Y , ( n  + 1 )un+1 t" + t^+20 (1) + ^  Ynt" + t^+1 0 (1) = 

n=0 n=0

к к
= 2  ( ^ + 1 ) ^n+1t " + + ^  (b (n + 1 )Un+1 + Yn) t " + t^+1 0 (1) = 0. (21)

n=m- 1  n=0

Приведя в уравнении (21) подобные и приравняв коэф ф ициенты  при t" нулю, считая и0 = 1, получим 
рекуррентны е ф орм улы  для вы числения коэф ф ициентов и„ .

n=^~ 1

n=^~ 1



Если 0 < п < т -  2, то Ъ(п + 1 )и„+1 + Yn = 0 и тогда

Yn
Un+1 = .. CiUn-i. (22)

Ъ(п + 1) Ъ(п + 1)

Если т -  1 < п < к , то Ъ(п + 1)u„+1 + (п + 1)ап+1 + Yn = 0 и тогда

п+1 п
(п + 1 ^  ai (п -  i + 2)un-i+2 ^  ^  CiU„-i

(п + 1 )а „+1 + Yn - 1
Un+1 = - - Ъ (п + 1) Ъ (п + 1)

(23)

О тметим, что в отличие от пред ы д ущ и х зн ачен ий , зн ачен ие и^+1 , вы численное по форм уле (23), не 
м ож ет рассматриваться как точное, а ф ункция

к
II( t ) = Y j  иj t j

i =0

с коэф ф ициентам и, вы численны м и  по ф орм улам  (22), (23), даёт реш ение уравнения (13) с точностью  до 
t^+1 0 ( 1 ) при  t ^  0±.

При t Ф 0 второе реш ение w ( t ), л и н ей н о  независим ое с первы м, будем  искать в виде

к
W( t ) = q ( t )v ( t ) = q ( t ) ^  V j ,

J=0

где ф ункция q( t ) определена в (12), а v0 = 1.
Подставляя w ( t ) в уравнение (13) и учиты вая лем м у  1, получим  уравнение

L( w( t ) )  + с( t )w( t )  = L ( q ( t ) w ( t )) + с( t ) q ( t ) w( t ) = q(t)  (L- ( v ( t )) + с( t ) v ( t )) = 0

и, следовательно, ф ункция v ( t ) может быть выбрана из равенства L*(v( t )) + с( t ) v ( t ) = 0. Коэффициенты 
Vk могут быть рассчитаны  по ф орм улам  (22), (23) с заменой в них коэф ф ициента Ь на - Ь . Таким  образом, 
н ам и  доказана следую щ ая теорема.

Т е о р е м а  5. П уст ь коэффициенты а( t ), с( t ) уравнения (13) удовлет воряю т  условию  1, причем для j  < 
т -  1 е N  производные а (^) (0) = 0, а (^ ) (0) Ф 0, Ъ = const Ф 0. Тогда образующие фундаментальную систему 
реш ений этого уравнения ф ункции и ( t ) и w ( t ) для любого к е  N  при t ^  0± допускают асимпт отические  
представления вида

к к
и (t)  Uj + t^+10  (1), w ( t ) = q ( t ) ^  Vj + t^+10  (1), (24)

j=0 j =0

и коэффициенты и j , v j эт их разлож ений вычисляются по рекуррент ны м формулам

1 VU0 = 1 , Un+1 = ^  7т > , CiU„-i, 0 < п < т -  2,
Ъ(п + 1)

1
Un+1 =

b (п + 1)

П + 1
(п + 1̂  ^  ai (п -  i + 2)u„-i+2 ^  ^  CiU„-i

i=m i=0
, m -  1 < n < k, (25)

1V0 = 1 , Vn+1 = ^    >  ̂Civ„-i, 0 < n < m -  2,
b in  + 1 ) 4 ^b(n + 1) =̂0

Vn+1 =
1 П+1

b (n + 1)
(n + 1 ^  ai(n -  i + 2)vn-i+2 ^  ^  CiVn-i

i=m i=0
, m -  1 < n < k, (26)

где ai, Ci — коэффициенты разлож ения ф ункций a ( t ), с ( t ) по ф ормуле Тейлора в т очке t = 0, ф ункция q ( t ) 
определена в (12) и, в зависимости от соотношения знаков коэффициентов а ( t ) и Ь справа и слева от точки  
вырождения t = 0, в этой точке она имеет ноль или бесконечность произвольного порядка.

4. П о ст р о ен и е  с т е п е н н ы х  а с и м п т о т и к  р е ш е н и я  д в у с т о р о н н е й  за д а ч и  К о ш и  д л я  н ео д н о р о д н о го  
у р а в н е н и я . Результаты  теорем 1-4 о разреш им ости двусторонней задачи Кош и позволяю т использовать 
м етодику  теорем ы  5 и для построения р еш ен и я неоднородного у равн ен и я (1), которая приводит нас к 
следую щ ему утверж дению .

Т е о р е м а  6. П уст ь коэффициенты а ( t ), с( t ) уравнения (13) удовлет воряю т  условию  1, причем  для  
j  < т -  1 е N  производные а (^) (0) = 0, а (™) (0) Ф 0, Ь = const Ф 0. Тогда сущ ест вует  реш ение й ( t ) е



С“ [-й , 5] уравнения (1), удовлетворяющ ее условию  (2), которое для любого к е  N  при t ^  0± допускает  
асимптотическое представление

к
ii( t) ^  i l j + t^+10 (1), (27)

J=0

где коэффициенты йj вычисляются по рекуррент ны м формулам:

'̂̂ 0 = ^0, ^̂ п+1 = Ь(п + 1)

1

fn  ^  ' CiUn-i
i=0

, 0 < п < т -  2, (28)

Un+1 = Ь (п + 1) fn  (П + 1  ̂ (^  ̂+ 2) i^n-i+2 ^  ' Ciiln-i
i=0

, т -  1 < п < к, (29)

ai, Ci,fi — коэффициенты разлож ения ф ункций а ( t ), с( t ), f  ( t ) по формуле Тейлора в точке t = 0.
Доказательство. Как уже отмечалось ранее в теоремах 1-4, при любых соотнош ениях знаков коэффи­

циентов уравнения (1) в окрестности точки t = 0 существует хотя бы одно бесконечно диф ференцируемое 
реш ен и е двусторонней  задачи  К ош и (1), (2). З ап и ш ем  для него, для коэф ф ициентов и п равой  части  
уравнения (1) представления вида (16), (17) и подставим  в уравнение (1). П олучим

L(t i (t ))  + с(t)t i(t)  = ^  (n + 1 )a „+1 t" + t ^+10 (1)+
n=m- 1

к+1 к
+b Y , ( n  + 1)iin+1t" + t^+20 (1) + ^  Ynt" + t^+10 (1) =

= 2  (^ + 1)^n+1 t " + ^  (b (n + 1)u„+1 + Yn) t" + t^ +10 (1) = ^  f„ t" + t^+10 (1 ). (30)
n=m-1 n=0 n=0

А налогично доказательству теорем ы  5, приравняв в равенстве (30) коэф ф ициенты  при  t ", получим  
требуемые представления (27)- (29) для реш ения задачи (1), (2). П олученные представления и заверш аю т 
доказательство теоремы.

5. Асимптотика реш ений  двусторонней задачи К ош и в случае сверхбы строго вы рождения.
В теорем ах 3 -5  асим птотические пред ставления р еш ен и й  у р ав н ен и я  (1) п олучен ы  для степенного 
вырож дения его старш его коэффициента. Покажем, что аналогичны е результаты  могут быть установлены  
и п ри  «сверхбы стры х» вы рож дениях . Для бесконечно д и ф ф ерен ц и руем ой  ф ун к ц и и  f  ( t ), такой, что 
f (^-1 )(0) = 0, к  е  N, будем использовать обозначение f  ( t ) = о ( t“ ) при t —> 0 и назы вать бесконечно малой 
произвольного порядка малости. Таковы, например, функции ^ ( t ) = exp ( - t -2^  , к  е  N, доопределённы е 
нулём  при  t = 0.

Теорема 7. Пусть коэффициенты а ( t ), с( t ) и правая часть f  ( t ) уравнения (1) удовлетворяют условию 1, 
причём а ( t ) = о ( t“ ) при t —  0, Ь = const Ф 0. Тогда справедливы утверждения:
1°. Существует решение задачи Коши (1), (2), которое для любого к е  N  при t —  0± допускает асимпт оти­
ческое представление

к
й ( t ) = ^  Uj + t^+1o  (1), (31)

j=0

где
/ П
fn  ^  CiUn-i

i=0

1
U0 = U0, Un+1 =

b(n + 1)
, 0 < n < k,

Ci,fi — коэффициенты разлож ения ф ункций с ( t ), f  ( t ) по формуле Тейлора в точке t = 0;
2°. При t —  0± образующие фундамент альную систему реш ений этого уравнения ф ункции и ( t ) и w ( t ) для 
любого к е  N  допускают асимптотические представления вида

к к
и (t) = ^  U j + t^+10 (1), w ( t ) = q(t )  Y j + t^+10 (1), (32)

j=0 j=0

где коэффициенты и j , v j эт их разлож ений вычисляются по рекуррент ны м формулам

1 "
U0 = 1 , Un+1 = ^  7Т У  CiUn-i, 0 < п < к,

Ь(п + 1) j=0

1



1 "
V0 = 1, v„+1 ^  —------  у  Civ„-i, 0 < п < k ,

Ь(п + 1)

Ci — коэффициенты разлож ения ф ункции с( t ) по формуле Тейлора в точке t = 0, ф ункция q ( t ) определена в 
(12) и в зависимости от соотношения знаков коэффициентов а ( t ) и Ь справа и слева от точки вырождения 
t = 0, в этой точке она имеет ноль или  бесконечность произвольного порядка.

Доказательство 1° . С ущ ествование р еш ен и я  задачи  К ош и (1), (2) установлено в теорем ах 1 и 2. 
Как и при  доказательстве теорем ы  5, асим птотические представления р еш ен и я й ( t ) и коэф ф ициентов 
у равнения зап и ш ем  в виде

к+2 к к
й ( t ) = ^  йj t  ̂ + t^+3o (1), с( t ) = ^  Cjt  ̂ + 1^+1о (1), / ( t ) = ^  f j t  ̂ + 1^+1о (1).

j=0 j=0 j =0

Из условия теорем ы  следует, что при  t ^  0

(а (t  )ii ' ( t ))'  = о ( t+“ ) и а j = 0, j  е  N 0,

поэтом у после подстановки разлож ений  (33) в уравнение (1) получим

(а ( t ) i i '( t ) ) ' + bit ' ( t ) + с (t  )ii ( t ) = 

к+1 к

(33)

(34)

= ( a ( t ) u ' ( t ))'  + (n + 1 )un+1 t^ + t'^0 (1) ̂  ^  ^  d iin -i
n=0 \ i=0

t"  + 1'^+1 0  (1) =

(35)
к I n \ к

= 2  ^ (^ + 1 ) t̂ n+1 + ^  CiUn -  i t" + t ^+10  (1) = ^  fn t"  + t *̂ +10 (1) .
n=0 \ i=0 I n=0

П риведя в ур ав н ен и и  (35) подобны е и при равн яв  коэф ф и ц и ен ты  п ри  t" в левой  и п равой  частях, 
получим  рекуррентны е форм улы  для вы числения коэф ф ициентов й„, которы е и приводят к (31).

Доказательство 2° вытекает из теорем ы  5, если учесть асим птотику (34). Теорема доказана.
Зам ечание 2. Как показы ваю т л ем м а  1 и ход доказательства теорем  5-7 , требование постоянства 

коэф ф и ц и ен та Ь( t ) у р ав н ен и я  (1) в этих теорем ах не сущ ественно, а л и ш ь  сокращ ает необходим ы е 
преобразования.

6. С тепенны е асимптотики фундам ентальной системы  реш ений  однородного уравнения в 
случае слабого вы рож дения. В п ред ы д ущ и х  п унктах  п ри  построении  аси м п тоти к  рассм атривался 
случай  так  н азы ваем ого  сильного вы рож ден и я к оэф ф и ц и ен та а( t ), когда а (0) = а ' (0) = 0. Процесс 
построения степенных асимптотик фундам ентальной системы реш ений  однородного уравнения в случае 
слабого вы рож дения, когда а (0) = 0, а' (0) Ф 0, таков же, как и в п. 3, поэтом у в этом  пункте м ы  укаж ем  
л и ш ь  окончательны е результаты  проведённого исследования.

Рассмотрим  однородное уравнение (13) в случае слабого вы рож дения, когда

1
а ( t ) = ^  aj t^ + t^+20 (1), где а0 = 0, а1 < 0, N  е  N.

=0

Далее во всех формулах at и d  — коэф ф ициенты  разлож ения в ряд  Тейлора в точке t = 0 функций а( t ) 
и с( t ).

Согласно теореме 2, при Ь > 0 сущ ествует реш ение и ( t ) е  С [-5 , S] уравнения (13), где к 0 = maxjfc е 
N  : Ь + к а 1 > 0}, а при  Ь < 0 у  этого уравнения сущ ествует реш ение и ( t ) е С“  [ -5 , S].

В рассм атриваем ом  случае слабого вы рож ден и я определяем ую  равенством  (12) ф ункцию  q( t ) с 
точностью  до постоянной м ож но записать в виде

q ( t ) =
( - t ) (1 + t ■ 0 (1)) при  t е  [ -5 ,0 ),
f- bj Я1(1 + t ■ 0 (1)) при  t е (0,8].

Д ействительно, при  t е  (0,5] им еем

q ( t ) = exp
' r  b d ^ f
J  a(£)

= exp
J

/ \

' b f  d^ f
exp

a1

b d £
+ ^ 0  (1))

0  (1)

\

= exp

= exp 

' b_
й 1

(1(1 + ^ 0 (1 ))

8
In -  + t o  (1)



S
Ъ/аг

exp ^ t o  (1)
\ й 1

= q1t -Ъ/а1 (1 + f ■ О (1))

с некоторой постоянной q1 > 0. А налогично рассм атривается ф ункция q( t ) и при t е  [ -5 ,0 ) . С тепенны е 
асимптотики фундам ентальной системы реш ений однородного уравнения в случае слабого вы рож дения 
устанавливаю тся в следую щ ей теореме.

Теорема 8. П уст ь коэффициенты уравнения (13) удовлетворяют условию 1, причём а0 = 0, а1 < 0, Ь = 
const Ф 0. Функции и ( t ) и W ( t ), образующие фундаментальную систему реш ений этого уравнения, для любого 
к е  N  допускают при t —  0± асимптотические представления вида

и (t)  ^  U j + t'^+10 (1), w ( t ) = q ( t ) J ]  V j + t^+10 (1),
=0 =0

(37)

где функция q ( t ) определена равенством (36) при некотором S > 0.
1°. П ри b < 0 ф ункция и ( t ) е  С“ [-й , 5] и для любого к е  N  коэффициенты Uj в предст авлении (37) 
вычисляются по рекуррент ны м формулам

U0 = 1 , U1 = - С0
а 1 + Ъ

Uo,

Un+1 = -
1

(п + 1 ) (а 1 (п + 1) + Ь) (^ + 1  ̂ (^  ̂+ 2)^п - ‘+2 ^  CiUn- i
=2 =0

, 1 < п < к.

Ф ункция V( t ) е  [ -5 , S], где к 1 = maxjfc е  N  : - Ь  + ка 1 > 0} и для любого п < к 1 -  2 коэффициенты v j в 
представлении (37) вычисляются по рекуррент ны м формулам

1 С0V0 = 1 , V1 = --------- - ̂ 0,
а 1 -  Ь

1
^п+1 =

(п + 1 ) ( я 1 (п + 1) -  Ь)
(п + 1 ^  а i(п -  i + 2)vп - i+2 ^  ^  CiVn- ;

и при этом
=2

lim q( t ) = lim  w ( t ) = +“ .
t—0̂  t—0±

CiVn-
=0

, 1 < n < ^1 -  2,

2°. П ри b > 0 ф ункция и ( t ) е C^0 [ - 5 ,5 ], где k 0 = maxjfc е N  : b + k a 1 > 0} и для любого n < k 0 -  2
коэффициенты и j в представлении (37) вычисляются по рекуррент ны м формулам

U0 = 1 , U1 = - -
С0

-U0,

1
и„+1 =

(п + 1 ) (а 1 (п + 1) + Ь)

й 1 + Ь

п+1 п
(п + 1̂  ^  а i(п -  i + 2 )и„- i+2 ^  ^  сiU„-;

=2 =0
, 1 < п < ^0 -  2.

Ф ункция V( t ) е  С“ [ - 5 ,5 ] и для любого к е  N  коэффициенты v j в предст авлении (37) вычисляют ся по 
рекуррент ны м формулам

, С0
V0 = 1 , V1 = --------- - V0,

0-1 -  Ъ

^п+1 =
1

(п + 1 ) (а 1 (п + 1) -  Ь)

+
(п + 1 ^  ai (п -  i + 2)v„ -  i+2 ^  ^  CiV„-i

=2 =0
, 1 < п < к,

и при этом
lim q (̂ ') ( t ) = lim  w ( ̂ ') ( t ) = 0, к  < k 0,1 ( ̂ ^ ( t ) =t—0̂  t—0±

а доопределённая нулём  при t = 0 функция w ( t ) принадлеж ит пространству С^0 [ -5 , S]. 

7. П р и м е р ы .
П р и м е р  1. При т > 2, Ь,с е  R, Ь Ф 0 рассм отрим  однородное уравнение

(t™vi ' ( t ))'  + bu ' ( t ) + си ( t ) = 0. (38)

По теорем е 5 одно реш ен и е и ( t ) е  С“  [ - 5 ,5 ] из ф унд ам ентальной  систем ы  реш ен и й  им еет вид (см.

и ( t ) = ^  Ujtj + t^+10 (1),
=0



а коэф ф ициенты  вычисляю тся по ф орм улам  (см. (25))

и0 -  произвольно, м„+1 =  ( - -  V Ь
-.Г U0

Ы  (п + 1)!
, 0 < п < т -  2,

(п + 1 ) (п -  т + 2)и„-т +2 + си„
Un+1 = ----------------------   , т -  1 < п < к.

Ь(п + 1)

Другое реш ение w ( t ) из ф ундам ентальной  системы  р еш ен и й  им еет вид (см. (24))

к
W( t ) = q ( t ) ^  V j t^ + t^+10 (1), q( t ) = exp

=0

b t 1

(40)

(41)

а коэф ф ициенты  вычисляю тся по ф орм улам  (см. (26))

V0/  с \"+1
V0 -  произвольно, V„+1 = 7  —  ,,,,

(n + 1)!
, 0 < n < m -  2,

(n + 1)(n -  m + 2)V„-rn+2 + cv„
Vn+1 = ---------------- ^ ^ -----------------, m -  1 < n < k. (42)

Ъ (n + 1)

В частности , п ри  m = 2, как  следует из (40) и (42), одно р еш ен и е и ( t ) е С“  [ -5 , S] им еет вид (39), где 
U0 -  произвольно,

с п (п + 1) + с
и 1 = “ и0, Un+1 = ----- ^ ^ — Un, 1 < п < к,

^ ’ Ь (п + 1)

а другое реш ен и е w ( t ) им еет вид (41), где v0 — произвольно,

Ь
q (t) = exp

с п (п + 1) + с
, V1 ^ V0, v„+1 = ^ , ------- Vп, 1 < п < к.

Ъ Ъ(п + 1)

Как следует из этих формул, при значениях т = 2, с = - I ( I  + 1), I е  N  функции и ( t ) и w ( t ) могут быть 
вы писаны  в явном  виде. Н априм ер, при  I = 1, с = - 2  ф ундам ентальная система р еш ен и й  им еет вид

и ( t ) = U0
2

'  + 1
, W ( t ) = V 0 exp

а при I = 2, с = - 6

и ( t ) = U0
12 2 6
7 2 1 + ~Г ̂  + 1\ Ъ2 Ъ

, W ( t ) = V0
12

\Ь 2 Ь
6
b  ̂+ 1)

exp

О тметим также, что при т = 2 точные значения ф ункций и ( t ) и w ( t ) выражаются через вырож денную  
гипергеом етрическую  ф ункцию

1^1
1 1 I--------  I--------  ь V1 -  4с, 1 ^  V 1 -  4с; -
2  ̂ t

которая, как известно, становится полином ом  при

с = - I ( I  + 1), 1  -  1 11  -  4с = - I ,  I е  N,-  ( + ) 2 -  2 -  -  е

что подтверж дает полученны е ранее в явном  виде асим птотические реш ения.
П р и м е р  2. Пусть а ( t ) = о ( t“ ) п ри  t —  0±, а коэф ф и ц и ен ты  Ь,с е  R, Ь Ф 0. Тогда по теорем е 7 одно 

реш ен и е и ( t ) е С“  [ -5 , S] из ф ундам ентальной  системы  реш ен и й  уравнения

(а (t  ) u ' ( t ))'  + bu ' ( t ) + си (t) = 0

им еет вид (32), и коэф ф ициенты  вычисляю тся по ф ормулам

с \"+1 1
1 =

И  (п + 1)!
, 0 < п < к.

Т аким  образом, для любого к е  N

к

“ ( ^) = 2  ( - ) + ^^+1^ (1) = exp ( - +10 (1)

2



А налогично, такж е по теорем е 7, для лю бого к е  N  асим птотическое п редставление для другого 
реш ен и я w ( t ) из ф ундам ентальной  системы  р еш ен и й  им еет вид

W( t ) = q ( t ) ^  +10 (1) = q( t ) exp + 1^+10  (1),

где ф ункция q( t ) определена равенством  (12) при  некотором  S > 0.
П р и м е р  3. Пусть f  ( t ) является дей стви тельн ой  бесконечно д и ф ф ерен ц и руем ой  н а  отрезке [ -5 , S] 

ф ункцией. О пределим  реш ен и е неоднородного уравнения

(t 2и ' ( t ) ) ' + и ' ( t )  -  2и ( t ) = f  ( t ), (43)

удовлетворяю щ его условию  (2).
Общее реш ение уравнения (43) им еет вид

и (t) = С1 (2t + 1) + С2(2t  -  1) exp

где C1, C2 — произвольны е постоянны е,

U1 ( t ) = 2 t + 1 , Uz(t) = ( 2 t -  1) exp

+ Uf ( t ),

1

(44)

есть ф ундам ентальная система р еш ен и й  уравнения (43) (см. прим ер 2), а частное реш ен и е Uf ( t ) м ож но 
выбрать в виде

Uf (t) =

( 2 t + 1) У  (2^ -  1)f  ( ^ )d^  + ( 2 t -  1) exp 1 У  (2^ + 1) exp

-
t t

- ( 2 t + 1 ) J  ( 2^  -  1)f  ( ^ )d^  + ( 2 t -  1) exp 1 У  ( 2^  + 1) exp

1

Г

f  (^)d^,  t < 0, 

f  (^)d^,  t > 0.

Н етрудно проверить, что

lim ( 2 t -  1) exp (2^ + 1) exp “  f  (^) = 0 ^  lim Uf ( t ) = 0,

что позволяет доопределить Uf  (0) = 0 и обеспечить нуж ную  гладкость реш ения.
Для вы полнения начального условия (2) следует выбрать С1 = и0, С2 = 0.
В рассм атриваем ом  п рим ере предел  п ри  t ^  0 -  ф ун к ц и й  ( t ), к е  N 0 равен  нулю . П оэтом у 

ф ункция

I   ' 11и- ( t ) =
_ 1  ( 2 t -  1) exp , t < 0,

0, f > 0

является бесконечно м алы м  при t ^  0 реш ением  однородного уравнения (13), а указанное в формуле (5) 
теоремы 1 семейство реш ений  уравнения (1), каж дая функция которого удовлетворяет условию (2), имеет 
вид

и ( t ) = U0( 2 t + 1) + Uf ( t ) + Си,- ( t ).

Зам етим , что аси м п тоти ка ф ун кц и и  Uf ( t ) для  кон кретн ы х f  ( t ) м ож ет бы ть п олучен а  с пом ощ ью  
разли ч н ы х  пакетов м атем атических вы числений.
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