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А ннотация. В работе изучается поведение траекторий абстрактных параболических задач с дробной по времени 
производной в окрестности гиперболической стационарной точки, где дробная производная понимается по 
Капуто -  Джрбашяну. Хорошо известно, что для динамических систем с целой производной фазовое пространство 
в окрестности гиперболической стационарной точки расщ епляется таким  образом, что данная начальная задача 
сводится к начальны м задачам  с экспоненциально убы ваю щ ими реш ениям и в противополож ны х направлениях. 
В случае с дробной производной ситуация драматически меняется. Во-первых, отсутствует экспоненциальное 
убывание. Во-вторых, спектр линеаризированного оператора допускает разложение, отличное от классической 
картины. Тем не менее удается доказать аналоги результатов по затенению. Основные условия наш их результатов 
выполняются, в частности, для операторов с компактной резольвентой и могут быть проверены для метода конечных 
элементов и разностных методов.

К лю чевы е слова: дробные уравнения, полулинейны е задачи Коши в банаховом пространстве, гиперболическая 
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Abstract. In this paper, we study the behavior of trajectories of abstract parabolic problems w ith fractional time derivative in 
the neighborhood of a hyperbolic equilibrium point, where the fractional derivative is understood in the Caputo -  Djerbashyan 
sense. It is well known that for dynamical systems with integer derivative, the phase space in the neighborhood of a hyperbolic 
equilibrium point splits in such a w ay that this initial value problem  reduces to initial value problems w ith  exponentially 
decreasing solutions in opposite directions. In the case o f a fractional derivative, the situation changes dramatically. First, 
there is no exponential decay. Second, the spectrum of the linearized operator admits an expansion different from the classical 
picture. Nevertheless, we manage to prove analogs of the results on shadowing. The main conditions of our results are satisfied, 
in particular, for operators w ith a compact resolvent and can be verified for the finite elements method and difference methods.
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1. В вед ен и е. Д и х о то м и ч е ск и е  о ц ен к и . Пусть В (Е ) обозначает банахову алгебру всех ограниченны х 
линейны х операторов на комплексном  банаховом пространстве Е . М ножество всех линейны х замкнуты х 
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плотно определенны х операторов в Е будем обозначать С (Е ) . Для В е С(Е)  обозначим через а  (В)  спектр, 
через р(В)  -  его резольвентное множество, а через D (В) -  область определения оператора В.

М ы п ап о м п и м  как возникаю т задачи  ди хотом и и  для у р ав н ен и й  с целой  п рои звод н ой  н а  прим ере 
полулинейного  уравнения в банаховом пространстве Е^ , т. е. Е^ := D ( ( - А ) ^ ) наделено норм ой  графика 
||х |\е,  = \ \ ( -А )^  X ||£ ,

и '( f )  = А и ( t )+  / ( и ( t ) ) , t  > 0, 
и (0) = и 0 е е Р,

где f  (•) : Е^ с  Е ^  Е, 0 < Р < 1, предполагается непреры вной , ограниченной  и непреры вно диф ф ерен
ц ируем ой  ф ункцией  по Фреше. Более точно, предполож им , что вы полнено условие:

(F1) Для любого е > 0 найдется 8 > 0 такое, что | f ' ( w ) -  f ' ( z ) H ^ (£^,£) < е при |w  -  z \\^р < S для всех
w , z  е (и*; р ), где и* -  гиперболическая стационарная точка задачи  (1).

Здесь U gfi(0; р ) -  зам кнуты й  ш ар в пространстве Е^ с центром  в 0 и радиусом  р > 0.
Всюду далее А  : D (А)  с  Е ^  Е -  зам кнуты й  оператор, такой что

м
|  (XI -  А )-1 Ив(Е) ^  ^  для всех > 0. (2)

1 + |^ 1

При условии  (2) спектр оператора А  леж ит слева от м н и м о й  оси s u p j^ A  : X е а  (А)} < 0 так, что м ож но 
определить дробны е степени ( - А ) ^ , Р е  R+ = [0, ^ ) ,  (см. [1, 2, 3]) оператора ( -А )  и пространства Е ^ .

Делая зам ену перем енны х ю (•) = и (•) -  и* в задаче (1), где и * -  гиперболическая стационарная точка, 
м ы  приходим  к задаче

а ' ( t ) = (А + f  ' (u * ) )v ( t ) + f  ( v ( t )+  и * ) -  f  (u* ) -  f  ' (u* )v ( t),
V(0) = u° -  u* = V0.

Эта задача м ож ет быть записана в виде:

V' ( t ) = Аи*V( t ) + Fu* ( v ( t )), V(0) = V0, t > 0, (3)

где Au* = A  + f  '(u*),Fu*(v(t)) = f  ( v ( t ) + u*) -  f  (u*) -  f  '(u * )v ( t). Зам етим , что из условия (F1) следует, 
что ф ун кц и я Fu*(v(t)) = f  ( v ( t ) + и*) -  f  (и*) -  f ' ( u * ) v ( t )  при  м алы х  0\\^p им еет п орядок  о ( | a (t)l\^fi). 
Поскольку f ' ( u * )  е В(Е^,Е), 0 < P < 1, то оператор Аи* = А  + f ' ( u * )  является генератором аналитической 
Со-полугруппы [4] . Рассмотрим  случай, когда спектр оператора Аи* расщ епляется на две части  а  + и а - .

П редполож им , что часть а  + спектра оператора А  + f  '(и*),  которая находится справа от м н и м о й  оси, 
состоит из конечного числа собственных значений  конечной корневой кратности. Такое предполож ение 
вы полняется, н априм ер , для операторов А, у  которы х резольвента ком пактна. Условия, п ри  которы х 
оператор Аи* им еет свойство ди хотом ии , и зучались, н ап ри м ер , в [5, 6, 7] . В случае гиперболической  
стационарной точки и * оператор Аи* не имеет спектра на м ним ой оси iR. Пусть U (а+) ^  {А е C : ReA > 0} 
является откры той  связанной  окрестностью  м нож ества а+ с границей  dU (ff+). Р азлож им  Е^, используя 
проектор Рисса

( ^1 -  Аи*
1зи (а +)

определенны й по а+. В соответсвии с этим  определением  и аналитичностью  С0-полугруппы  е^^^* , t  е  R+ 
сущ ествую т такие полож ительны е константы  ^ ,  у > 0, что

Р(а+) := Р(а+,Аи* ) := ^  [  (^1 -  Аи*) ~'d^,
J  аи(а+) '

\е*^-*ZllEfi < M ie - У* , f > 0,
\e*^^*w llEfi < M i e ^ * l l E f i , t < 0,

(4)

длявсех  w е P (a+)E^ и z е ( I - P  (a+))E^. Поскольку Fu*(v (t)) = о ( |a  (t)llEfi) п ри м алы х  v (•) дихотомические 
оцен ки  (4) являю тся осн овн ы м и  п ри  рассм отрении  п оведен и я  р еш ен и я  задачи  (1) в окрестности 
гиперболической стационарной  точки  и*.

Если элем ент v0 близок к 0, т. е., скажем, v0 е U e^ (0; р ) при  м алом  р > 0, тогда обобщ енное реш ение 
ю( t ; V0) задачи (3) будет некоторое время оставаться в ш аре U e^ (0; р ). Мы обозначим максимальное время 
нахож дения реш ения v ( t ; v0) в ш аре U e^ (0;р ) через Т = Т (v0) = sup { t > 0 : ( t ; v0)Ие^ < P или  v ( t ; v0) е
U e^ (0; p )}. Возвращ аясь к реш ению  задачи (3) для лю бы х v0, е U e^ (0; р ), м ы  рассм отрим  граничную  
задачу

V' ( t ) = Аи*V( t ) + Fu*(v(t)), 0 < t < Т, (5)
\  (I  -  P(a+))v(0) = (I  -  P(a+))v0, P(a+)v(T) = P(a+)v^ .

О бобщ енное реш ен и е задачи  (5), как было показано в [8] , удовлетворяет интегральном у уравнению

V( t ) = е (*- '^)̂ ^* Р (a+)v^ + е*^^* (I -  Р (a+))v0 + (6)



+ е - " -  Р (a+))Fu^iv(s))ds -  e - " P(a+)Fu^iv(s))ds, 0 < t < T.

П редлож ение 1.1. [8] Пусть 0 < Т < ^  и вы полняется условие (F1). Тогда сущ ествует р > 0 такое, что 
для лю бы х V0,ю^ € (0; р ) уравнение (6) им еет единственное реш ение ю(■) е С ([0, Т]; (0; р )). Если
Т = то, то Уа(t)\\gp ^  0 при  t ^  то.

Итак, если м ы  ди скрети зи руем  задачу  (3) по простран ствен н ы м  и ли  врем ен н ой  п ерем ен н ы м , то 
удается доказать, что оц ен ки  ти п а  (4) для ап п рок си м и рую щ и х  реш ен и й  сохраняю тся. Если оценки  
ти п а  (4) вы полняю тся равном ерно по парам етру  дискретизации , то эти  оценки будут вы полняться для 
ап п рок си м и рую щ и х  реш ен и й  задачи  (6) и м ож но доказать, что им еет место затенение, т. е. близость 
реш ен и й  исходной и аппроксим ирую щ их задач равномерно по времени Т . Затенение рассматривалось, 
наприм ер, в работах [8, 9, 10, 11, 12, 13] .

В настоящ ей  работе м ы  рассм отрим  затенение (shadowing) траекторий для дробны х уравнений .

1. П одготовительны е сведения. Рассмотрим  корректно поставленную  задачу  Кош и

В “ м( t ) = А и ( t ) +  / ( и ( t )), 0 < t < Т ; и (0) = и 0, (7)

где В “ -  производная Капуто -  Джрбаш яна, ф ункция f  (■) является достаточно гладкой (см. условие (F1)), а 
оператор А  порождает аналитическое и компактное а -разреш аю щ ее семейство S„(■, А). О разреш им ости 
задач (7) см., наприм ер, [15] .

Д робны й интеграл порядка а  > 0 определяется как

(./“ q) (^ ) := (9а * q ) ( t ), t > 0,

t > 0,
где д а ( t ) I  г  (а а Г ( а ) есть гам м а-ф ункция. П роизводная Р и м ан а—Л и уви лля  п орядка

0 < а  < 1  определяется как
/ ^  \

{ D ^ q )  ( t ) =  ---  (J 1- а q ) ( t ) ,  t  >  0 ,  
\ d t l

а дробная производная Капуто -  Д ж рбаш яна порядка 0 < а  < 1  определяется как

(В а q ) ( t ) = {D a q ) ( t ) -  ^ (0 ^ ^  t - а ,  t  > 0 .

Р еш ен и е задачи  К ош и (7) с /  = 0 дается а -разреш аю щ и м  сем ейством  операторов Е а (■), которое 
является оп ераторн ы м  обобщ ением  ф ун кц и и  М иттаг-Л ефф лера, и обы чно его записы ваю т и ( t ) = 
Е а ( 1 аА ) и 0. Мы обозначим  это семейство операторов через 8 а ( t , A ) = Е а ( 1 аА ) .

Реш ение задачи  (7) с неоднородны м  уравнением  записы вается в виде

,0и ( t ) = 5а(t,A )u°  + [  Ра(t -  s , A ) f  ( и (s))ds, (8)
0

где л то ^ то
(Ла1 -  А ) -1х  = е Р а  ( t ,A )xd t ,  Ха~^ (Ла1 -  А ) -1х  = е- ^^ 5а ( t ,A ) x d t

0 0
для лю бы х РеХ > ы ,х  е Е.

О бщ ая ап п р о к си м ац и о н н ая  схема (см. [14]) м ож ет бы ть оп и сан а следую щ им  образом . Пусть Е„ 
и Е — банаховы  пространства, а {р„} — последовательность л и н ей н ы х  огран и ч ен н ы х  операторов 
рп : Е ^  Еп,рп е В(Е,Е„), п е  N  = {1, 2, ■ ■ ■ }, обладаю щ их следую щ им  свойством:

\\pnX\\е„ ^  \\х We при  п для любого х  е Е. (9)

О п р е д е л е н и е  1.1. Последовательность элементов {хп} ,х п е  Еп,п  е  N, называется P -сходящейся к
P

X е Е, если \\хп -  р пх\\Е  ̂ ^  0 при п ^  то; это записывается к а к х п — >х.
О п р е д е л е н и е  1.2. Последовательность ограниченных ли ней ны х  операторов Вп е В (Еп), п е  N, на

зывается P P -сходящейся к ограниченному оператору В е В(Е), если для любого х  е Е и для любой

последовательности {хп}, х п е Еп,п  е  N, такой, что х п — >х, имеем Впх п — >Вх. Это записывается в виде

Вп В.
О бозначим  Е в = {Л е  C : агд(X) < 9}.
Т е о р е м а  1.1. [15] Предположим, что  0 < а  < 2 и операторы А, Ап порождают экспоненциально  

ограниченные аналитические а  -разреш ающие семейства 8а (■,А), За (^,Ап) в банаховых пространствах Е, 
Еп, соответственно. Следующие условия (A) и (B) вместе эквивалентны условию (C).
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(A) (согласованность): существует такое X е р (А )  ^  П п Р ( ^ п ), что резольвенты сходятся:

{А1„ -  А„ ) -1 - ^ ( Л 1  -  А ) -1;

(B) (устойчивость): найдутся такие константы М  > 1, 0 < f  < л /2  и а  е R, не зависящие от п, что  
сектор а  + /2 содержится в р (А п ) и

-1 { Л-1„ -  А„ ) ■ ^  ^  Т, X е а  + Е в+„/2,
в(Е„) \Л -  а |

для любых п е  N  и 0 < < f ;
(C) (сходимость): для некоторого конечного ^ 1  > 0 имеем

sup е- " 1
Z е Efi

Sa (Z,An)Хп pnSa ( '^ , ^ )Х ^  0 при П ^  (М,
Еп

P
если Хп — при всехх„ е Е„, х  е  Е и любого 0 < < f . При полудискретизации естественно предполагать, 
что условия (А) и (В) выполняю тся.

2. Ф о р м у л и р о в к а  о с н о в н ы х  р е зу л ь та то в . Следуя конструкциям  раздела 1, задаче Кош и (7) сопоста
вим  граничную  задачу

D “V( t ) = Аи*V( t ) + Fu*(v(t)), 0 < t < T,
(I  -  P(a+))v(0) = (I  -  P(a+))v0, P (a+)v(T) = P(a+)v0 (10)

Здесь и* -  стационарная точка, т. е.
Аи* + f  (и*) = 0. (11)

В случае Т = м  второе граничное условие исчезает. О бобщ енное реш ен и е задачи  (10), в силу равенства 
[16, (8.2.16)])

и ( Т ) = S„(Т -  t ,Au*)u(t) + Ра(Т -  s,Au*)Fu*(v(*(v (s ))ds,
J t

удовлетворяет интегральном у уравнению

V(t) = Sa(t,Au*)(I  -  P(a+))v0 + Pa(t -  s,Au*)(I -  P(a+))Fu*(v(s))ds + (12)

rT
P(a+)v^ -  /

J t
Sa(T -  t,Au*)-1 P(a+)v^  W  Pa(T -  s,Au*)P(a+)Fu*(v(s))ds , 0 < t < T.

В последнем уравнении оператор Sa(Т -  t,Au*)-1 = Еа( ( t  -  т)"А^+*)-1 на конечномерном  подпространстве 
Р(а+)Е^ корректно оп ределен  [ ], поскольку  все корни  ф ун к ц и и  М иттаг-Л еф ф лера им ею т аргум ент
в интервале (аж/2, а л ), см. [18] . В силу  теорем ы  об отображ ении  спектра нули  не появятся в спектре 
оператора Sa (Т -  t,Au* )P (а+), если спектр оператора Аи*Р(а+) принадлеж ит сектору от - а л /2  до а л /2.

Заметим, что множество а - , т. е. подмножество спектра а  (Аи*) % Е ак/г, в дробном случае может содер
ж ать несколько точек X е C  с > 0. В силу условия (2) оператор Аи* такж е порож дает аналитическую  
п олугруппу и поэтом у число таких точек конечно. О бозначим  это множ ество через Е ̂ .

Т е о р е м а  2.1. П усть оператор А, имеющий компактную резольвенту, и функция f  (•) удовлетворяют  
условиям (2) и (F 1). Тогда найдется такое р > 0, что для любого 0 < /З2 < р можно указать  0 < /З1 < /З2 со 
свойством, что уравнение (12) имеет единственное решение v (•) = v (v 0,v^, •) е С ([0 ,Т  ] ; U ^p  (0; р 2)) длявсех  
V0, v ^ е U ^ f i(0 ,р 1) и всех 0 < Т < м .  Если Т = м ,  то ( t )Ие^ ^  0 при t ^  м .

В случае ком пактны х операторов естественно рассмотреть аппроксимацию , сохраняющ ую указанное 
свойство.

О п р е д е л е н и е  2.1. Последовательность элементов {х„}, х„ е Е„, п е  N, называется P -компактной,
P

если для любого N ' с  N, найдутся N ' '  с  N ' и х  е Е такие что х„ — >х при п ^  м  из N ' '.
О п р е д е л е н и е  2.2. Последовательность операторов {В„}, В„ : Е„ ^  Е„, п е  N, называется  компактно

PP
сходящ ейся к оператору В : Е ^  Е, если В„ — >5 и выполняется следующее условие:

1\хп Ие  ̂ = О (1) = ^  {ВпХп} является P -компактной.

О п р е д е л е н и е  2.3. Областью  ком п актн ой  сходим ости  резольвент А ̂ „  где А„ е 0 ( Е п ) и А  е 0 (E ) ,
рр

называется множество всехX е р (А )  таких, что (Х1„ -  А „ ) -1 — >(Х1 -  А )-1 компактно.
О п р ед ел ен и е  2.4. Последовательность линейных замкнутых операторов А„ е 0 (Е „ ), п е  N, называется 

согласованной с зам кн ут ы м  линейны м  оператором А  е 0 ( Е ), если для любого х  е D (А) найдется такая



P P
последоват ельност ь элем ент ов { х п } ,Х п е  D (А п) Q Еп,п  е  N, чт о Хп — >х и А пХп —>Ах. П и ш ут  (А п,А )  -
согласованы.

Рассмотрим в банаховых пространствах еп̂  задачи Коши

Вамп( t ) = АпПп( t ) + /п (и п ( t )), t > 0, 
ип(0) = ип, е е Щ,

п̂ —  (13)

где и 'п —>и0, операторы (Ап, А )  -  согласованы, в функции / п (■) : Е'  ̂ ^  Еп глобально ограничены и 
глобально Липшицево непрерывны равномерно по п е  N, и непрерывно дифференцируемы по Фреше,

рД P
причем f n (■)—> f  (■) в подходящем смысле (см. условия (F2)-(F3)).

Эти условия имеют вид:
(F2) Для любого 6 > 0 найдется такое S > 0, что \ fn,(wn) -  fn ( z n ) \ £ ê^ e^) < е при \\^п -  Хп\\Е^ < S

для всех Vn,Zn е (и*п; S), где и*„ -  гиперболические стационарные точки задачи (13).Еп
(F3) Отображения f n непрерывно дифференцируемы в U  я (р ^и *, р ) и как только х п е U  я (рЧип, р )Еп Еп

р  р ^ р
и Хп >x, то fn (Хп )--- >/ (х  ) и fn,(Xn ) --> /  ' (х ) .

З а м е ч а н и е  2.1. Как резуль т а т  м ы  получаем \\F' *̂ п(w n) \  < Ср\\wn \\Е̂р с константами Ср ^  0 при
р ^  0. Здесь р > 0 являются радиусами шаров  (0; р ), для которых найдется такое S > 0, чтоЕп

sup sup W f ^ (Wn + p l u * ) -  (Ê E ) <  p.
пеМ ||w„ 11̂ <̂5 ^ (E",Ê )

Пусть задача (11) имеет гиперболическую стационарную точку и * и выполняются условия (F 2),(F 3) . 
Тогда существуют такие п* е  N и р * > 0, что уравнения А пип + f n(ип) = 0 имеют единственные решения 
и 'п е D (А п) П U  я (рЧи *, р *) для каждого п > п*. Более того [8], каждая и *п является гиперболической иЕп
удовлетворяет Ци"*-  рЧи*\\̂  ̂ ^  0 при п ^  то. В случае Асс + 0 этот факт можно установить, например, 
так. Определим операторы M .(w )  = Iw  + A - 1f  ( w ), M n ( ^ n ) = In^n  + A '-1 fn (w n ). Производная по Фреше 
M ' ( w ) = I  + A - 1f ' ( w ) - это оператор, действующий из ЕЩ в ЕЩ, поскольку А-1 отображает Е в D (А) с  ЕЩ.

Из условия (F3) мы получаем M п(vn) —> M ( v ) при Vn — >v и \\M'^(wn + p'nU*) -  M'n(p'nU*)\\,,fi < p, еслиEn
P̂ J P̂ J

\ \ v n\\ ^  < S с p  = p (8) ^  0 при S ^  0 равномерно по п. Из условия (F2) следует, что M '^(рпи*) —> M ' ( u *)
Еп

собственно, операторы M'„(pnnu*) Фредгольмовы с нулевым индексом и N ( A  + f  ' ( и*)) = {0}. По теореме
Pfi

2 из [14] следует сходимость и*п—>и*.
Рассмотрим теперь гиперболическую стационарную точку и * задачи (1) и гиперболические стацио-

P fi
нарные точки и*п—>и* задачи (13). В этом случае

Ва Vn ( t ) = Аи*̂  ,nVn ( t ) +  Fu*̂ , n (Vn ( t )),  V n (0) = v°n , t  > 0, 

где Au>*̂  n n = An + fn(u*n), Fu'„, n (v n ( t )) = fn (v n ( t ) + u*n)- fn (и' п) -  fn(u*n)v n ( t ) .

Т ео р ем а  2.2. (О затенении) П уст ь оператор А  порождает экспоненциально убываю щ ую  аналитическую  
С0-п ол угруп п у  и 0 < ^ < у  < 1. П уст ь резольвен т ы  операт оров Ап, А  компакт ны, Асе + 0 и вы полнены
условия (В),  ( F1), ( F2), (F3). Тогда найдет ся т акое р 0 >  0, чт о для любого £0 >  0 сущ ест вует  число
П0 = П0 (£0) е  N такое, чт о для любого обобщенного реш ения и ( t ) задачи (1), удовлет воряю щ его и ( t ) е  

U Ey (и*, р 0), 0 < t  < Т при некот ором  0 < Т < то найдут ся т акие начальны е условия û l е  Еп, п  > nn, что  
обобщенные реш ения ип ( t ; ип) задач (13) сущ ест вую т  на [0,Т ] и удовлет воряю т

sup Wpniu( t ) -  Un(t;u°n)\\Efi < £0 Уп > П0 ( e ) . (14)
0<1<T "

Т е о р е м а  2.3. (О зат енении) П уст ь выполнены условия теоремы 2.2. Тогда найдется такое р 0 >  0, что 
длялюбого en > 0 сущ ест вует  число п0 = п0 (en) е N такое, что для любых обобщенных реш ений ип ( t ), п > п0 
задачи (13), удовлет воряю щ их ип( t ) е  U^^ (и'п,,р0), 0 < t < Т для некоторого 0 < Т < то сущ ест вую т  такие 

начальны е условия ип'0 е  Еп, п > п0, чт о обобщ енные реш ения и (t; ип'0) задачи (1) сущ ест вую т  на [ 0 , Т] и 
удовлет воряю т

sup \\un(t) -  Р ^и( t ; un,n)\\Efi < £0 Уп > П0 (£0).
0< 1 <т "



3. Д о к а за т е л ь с т в о  т е о р е м ы  2.1. Д адим  некоторы е определения.
О п р ед ел ен и е  3.1. Стационарная точка и * называется гиперболической, если оператор Аи* = А  + f ' ( u  *) 

не имеет спектра на границе дЕа„/2.
О п р е д е л е н и е  3.2. Точки спектра оператора Аи*, лежащие внут ри  Е а„/2 = {Л е  C : агд(Х) < а л /2} и 

обозначаемые а+, назовем неустойчивым спектром, а точки спектра оператора Аи*, лежащие вне Е а„./2, и 
обозначаемые а - , назовем устойчивым спектром оператора Аи*.

Зам етим , что м нож ество а -  м ож ет содерж ать несколько (конечное число) точек  X е  C с > 0. В 
силу условия (2) оператор Аи* также порождает аналитическую  полугруппу и поэтому число таких точек 
конечно. О бозначим  это м нож ество через Е а .

Теорема 2.1. им еет следую щ ее 

Д о к а за т е л ь с т в о . О пределим  оператор G(z; v (■)) как правую часть вы раж ения (12), где z = ( -  вектор
с норм ой  \\zW = Ŵ0\\Efi + ŴT Wgfi. Во-первых, н априм ер , в [19, 20, 21, 15] установлено, что ком пактность 
резольвенты  R (Ла ; А)  для некоторого Xа е р (А )  эквивалентна компактности семейства 8а( t ,A )  для любого 
t > 0, а такж е ком пактности  Ра ( t ,A )  для любого t > 0. Во-вторых, рассм отрим  уравнение

а ( t ) = G (г;V(■))(t), t е [0 ,Т ] ,  (15)

в пространстве непреры вны х ф ункций  Y = С ([0, Т ]; En). В [22] установлено, что оператор G(z; ■) : Y ^  Y 
непрерывен. Наконец, в силу компактности резольвенты  R (Ла ; А)  в [22] показано, что оператор G (z; v (■)) : 
Y ^  Y компактен при любом векторе z. Компактность оператора 5а(t,Au>)(I- Р (ff+))v0 +  ̂Ра( t - s ,A u > ) ( I -  
Р (a+))Fu*(v(s))ds в пространстве Y устан овлен а в [22], теорем а 4.5. О братим  в н и м ан и е л и ш ь  на то, что 
проектор Р(а+) конечном ерен , и, кром е того, часть оп ератора А^-,, где А^-, -  суж ение оп ератора Аи* на 
подпространство (I  -  Р (a+))En, отвечающ ая спектру Е+, также действует в конечном ерном  пространстве, 
т. к. часть спектра Е+ состоит из конечного  чи сла  точек  к он еч ной  корневой  кратности . О ператор 

j  т
5а (Т -  t,Au>)-1 Р (ff+)vт -  Ра (Т -  s,Au*)P(a+)Fu•■(v(s))ds  является ком п актн ы м  в пространстве Y

согласно теорем е 4.1 из [23] .
П роизводная оператора G''(z; v (■)) п ри  z0 = 0 и v0(■) = 0 сущ ествует и оператор I  -  G ',(zn; v0 (■)) 

им еет огр ан и ч ен н ы й  обратны й. О стается воспользоваться теорем ой  54.3 из [24], которая утверж дает 
су{щ ествование таких р 1 > 0 и р 2 > 0, что уравн ен и е (15) им еет п ри  лю бы х \\z\ < р 1 р еш ен и е v (■) в 
С {[0,Т ];ЕЩ) с ||а (■)!!Y < Р2.

С лучай Т = то вытекает из оценок раздела 3 в [22] , лем м ы  2 в [25] и (11) из [23] .

4. Д о к а за т е л ь с т в о  т е о р е м  2.2 и  2.3. О пределим  операторы

РПщ = ( - А п ) -ПРп( - A ) n е В(Еп,ЕПп). (16)

Pfi II nС ходим ость х п — имеет  место тогда и только тогда, когда \ х п -  р'пхŴ fi ^  0 п ри  п ^  то. И меемЕп
\\хп -  рЩх\\Efi = \ \ ( -А п )ПХп -  р п ( - A ) nx W и

Ир^пXĤ f̂i = \\рп( - A ) nX We„ ^  W(-A)nxWe = W^Wgfi при  n

для любого X е D ( ( - A ) n) и, следовательно, вы полняется (9) для пространств En,Е Щ.
Кроме связы ваю щ их отображ ений  р п,рпЩ нам  понадобятся отображ ения, согласованны е с гипербо-

PP
ли ческой  точкой. Зам етим , что п роекторы  Р = Р(а+) и Рп = Рп(а+) кон еч ном ерн ы  и сходятся Рп — >Р 
компактно. О пределим  отображ ения f>n : Е ^  Еп по формуле

J5n = РпрпР + (!п -  Рп)рп(!  -  Р ) (17)

и отображ ения f>̂  : En Е̂П по ф орм уле

J>n ̂  =
(Аи-„пп) - n Рпрп(Au-)nРх, X е РЕЩ,
(-Аи-„,п) - n (In -  Рп)рп(-Аип)п (1 -  Р)х, X е ( 1  -  Р)ЕЩ.

(18)

Без потери общ ности м ы  м ож ем  определить норм у в En таким  образом, что

Wgfi = m a x ( \p (a+)vWgfi, W(̂  -  P(^+))^Wgfi). (19)

В силу равенства
(t>n -  pn)X = 2 (Pnpn -  pnP)P x -  (Pnpn -  pnP)X,

— > oo



получаем , что система отображ ений {f>„} эквивалентна системе отображ ений {р„} на Е, а система {jsf} 
эквивалентна системе { р ^ } на (это показы вается как и в [8]).

Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы  2.2. Пусть и (t),  0 < t < Т, является обобщ енны м  р еш ен и ем  задачи  (1), 
а точнее и ( t ) е U e v (и*, Р0) для  всех 0 < t < Т . Тогда v ( t ) := и ( t ) -  и* е U e v (0, Р0) является р еш ен и ем  
у равнения (12) с краевы м и условиям и

V-  = (I  -  Р )v (0), V + = P v (Т ).

В силу выбора норм ы  (19) им еем
llv- Ивг < Р0, И̂  +Иег < Р0.

П рим еним  теорем у 2.1 с у  вместо . В силу единственности  в С ([0, Т ] , U e y (0, р 2)) реш ен и е v (v - , v +, •) по 
теорем е 2.1 удовлетворяет v ( t ) = v ( v - ,v+ ,t), 0 < t < T . О пределим  далее п олудискретны е гр ан и ч н ы е 
задачи  с условиям и

—  += f>n V , V .

По определению  (18) им еем  v'-  = v -  = (I„ -  P„)f>^^v-  и v~+ = v + = P „ v  + и в силу (4.3) из [8]

И̂ '^Ие^ < И̂ ±llEfi < (ipР0.

P
В ы бирая сходящ иеся стац и он арн ы е точки  и*̂ — >и* и соответствую щ ие един ствен н ы е р еш ен и я  v„(•) = 
Vn (v^ ,v^ ,  •) е С ([0 ,Т  ]; U,^fi (0, р )) задач

( t ) = Sa ( t ,Au*) ( In -  Рп )^п + [  Ра ( t -  S, Au'„) ( In -  Pn)Fu’„(Vn (S) )ds + (20)
0

гТ
Sa (Т -  t,Au-„ ) -1 PnV+, W  Ра (Т  -  S,Au-„ )Р„ Ри-„ (Vn (s ))ds , 0 < t < Т.

м ы  получаем , что
и'0 = и„ + Vn (0), Un ( t ) = V n ( t )+  U„

удовлетворяю т утверж дению  н астоящ ей  теорем ы . В ы берем  р 0 так, чтобы  дл я  (12) и (20) м ож но было
п р и м ен и ть  оценку из теорем ы  о неявной  ф ун кц и и  см., наприм ер , л ем м а 1 в [14] и ли  л ем м а  6.1 в [8] . 
Т аким  образом, для реш ения v„ ( t ) и ф ункции  f > v ( t ) получаем

sup И^п( t ) -  js fV(t)llj,fi < (21)
0<< T "

< С *ИЮп -  Gn (v;;, v^ , vn) -  V ( t ) + Gn (v'-, v̂ +, f>1 V ( t ))И^ ) <

< С * sup l l l ' - ( t ) + ^ ^ ( t  )llj;fi,
^  t<T "

где члены  справа заданы  равенствам и

l~n(t) = p̂ n Sa (t ,Au*)(I  -  P )v - + f  Pa ( t  -  S,Au*)(I -  P )Fu*(v (s ))ds
0

- S a  (t,Au>^^„ )(In -  P„ ))V^; -  f  Pa (t  -  S,Au>„,„ )(I„ -  P„ )Fû „ (f>4 V (s))ds
0

rT
^^+(t) = p̂ „ Sa (T -  t,Au*)-1 Pv + W  Pa (T -  S,Au*)PFu*(v (s ))ds 

/ f T
-S a  (T  -  t,Au^„,„ ) -1 PnVt, W  Pa (T -  S,Au-^^n )Pn Fu‘„ ( K  ̂  (s ))ds

О ценим  ^ - , полагая it = (I  -  P)E, g (t)  = (I  -  P)Fu*(v(t)), g„(t) = (I„ -  P„)Fu>„,n(t>1 v ( t )), K 1 = Uey(0,p0),  
K2 = { ( I  -  P)Fu*(w) : w  е U e y (0 ,p 0)}, и 0 = v - , u„(0) = f>̂ ^u(0) = v - . Зам етим , что в силу непреры вности  
Fu* из Ef  ̂в Е и компактном у влож ению  пространства Е^ в Е^ множество К 1 компактно в Е^ , а К 2 компактно 
в Е . Остается зам етить, что сильная дискретная сходим ость становится равн ом ерн ой  н а  ком пакте, т. е. 
для любого £ > 0 при п > п1 = п (е)

sup llg„ ( t ) -  i?„g (t)ll^ ^  < sup И(1п -  Pn ) (ри;,,п  (^H ̂  ( t))  -  р „ Ри * (^ ( t ) ) ] l lE„
0< t< T " 0<t<T  ̂ ’

+ sup ll(In -  Pn)(pnP -  Pnpn)Fu*(w )IIe„
w еК2 

< £.



П оэтом у м ы  получаем  \\^nUpfi < £ п ри  п > П1 . А н ал о ги ч н ы м  образом  п олучаем  оценку  для Ŵ +WEfiЕп Еп
Pfi

п ри  п > п2. Н аконец, в силу  (21) и сходим ости  стац и он арн ы х точек  и*п— >и* м ы  п олучаем  для всех 
п > с m ax(n1, п2) и всех 0 < t < Т,

\\Un ( t ) -  рЩи (t )\\Efi < \\Vn ( t ) -  p i  V (t)\\Efi + Wu**- pnnu*\\Efi < ^  ^  = £.En En En 2 2

Доказательство теоремы  2.3. Как и в теорем е 2.2, возьм ем  некоторое en > 0. Р ассм отрим  обобщ енны е 
реш ен и я ип( t ), 0 < t < Т, задач  (13), которы е леж ат в U Er (и*п, р0) и определим

^п ( t ) = Un ( t ) -  и*, V~- = (In -  Pn )Vn (0), V+ = PnVn (T ).

В силу равном ерной  ограниченности  проекторов им еем  для некоторой константы  Сь > 1

Ŵ П̂\\е1 < СьPn, Wv^Wgr < СьР0.

П рименим  теорему 2.1 к данны м  с у  вместо ̂ .  Пусть Сь р 0 < р  так что вы полняется vn (t) = vn (v-̂ ,v'+,t), 0 < 
t < T  в силу единственности реш ений  в С ([0, Т ], U g r (0, />)). П оложим ^  ^  < у  и воспользуемся лем м ой
4.5 из [8] для утверж дения сущ ествований граничны х условий vn’-  е (I  -  Р)Е^, vn’+ е РЕ^, п > п1 (en) для 
исходной задачи  (12) таких, что

||а -  -  j5nvn ,- \\Efi + \\v+^- j>nvn,+ \\Efi < С*60, \\vn,±\\E. < ^P 0 . (22)En En

Н ап о м н и м  вкратце эти  рассуж дения. Пусть зад ан а  последовательность {v'0},v'n е  с \ \ ( -А п ) '‘'v'0 \ < Ь.
П редполож им  от противного , что найдутся N ' с  N  и v е En со свойством  -  р̂ 1 v \ > е > 0 при  всех 
п е  N '. П онятно, что последовательность ( - А п) -П( - А п)п ^̂ 0 = ^̂ 0 является P -к о м п ак тн о й , и, значит,

для некоторой  N '' с  N ' им еем  aj) — >а п ри  п е  N ''.  Кроме того, ( - А п ) п - ‘ ( - А п ) =  ( - А п ) пaj) тоже
(р

P -к о м п а к тн а . П оэтом у для N ''' с  N '' и м еем  ( - А п)nvnn — >z п ри  п е  N ' ' ' . З н ачи т, v = ( - A ) -n z  е  En .

Н аконец, ЦюП, -  р ^ a ^fi = \ \ ( -А п ) nvn, -  pnZ\\e„ ^  0 при  п е  N ''', что противоречит наш ем у допущ ению .Еп
Далее, мы  прим еняем  теорему 2.2 с граничны м и  условиями v n’±. О бозначим единственное реш ение в 

С([0, Т ]; U gr  (0; pz)) через v n( t ), 0 < t < Т . Покажем, что

„ n•n = v n(0) + и*, и ( t ; un■n) = vn( t ) + и*, 0 < t < Т,

удовлетворяет (14). Для этой  цели  м ы  подставим  vn (■) и j>nvn(■) в неравенство (21). Это неравенство 
вы полняется, поскольку п ( t ) ^ fi < (2р0, с долж ной константой С.Еп

Мы получили  оценку

\\vn(■ ) -  р 1 Vn( ■ ) | | с yEfî ) < (23)

\\^п^п -  Gn(vn;, vn+, f>1 vn)Ŵ ^̂ ^̂ T]Efi) < ^ u^  \\^;;( t ) + n̂+( t ) + ^ - - ( t ) + ^ ^ ( t )wEfi, 

где члены  справа заданы  как

l ' - ( t ) = t>n,5а(t,Au>)(I -  P )v -  + Ра(t -  s,Au>)(I -  P)Fu>(v(s))ds

- 8а ( t , Au'^n ) (^n -  Pn ))^n -  f  Ра ( t -  S,Au*,n ) (ln -  Pn )Fu‘„(f>nn V (S ) )ds

^n+(t) = J>n5 а (T -  t ,Au ,)  1 Pv + ^  Ра(T -  s ,Au,)PFu,(v(s))ds

- 5 а (T  -  t,Au>„n) - ^ Pn̂ n+ + f  Ра(T -  s,Au>„n)PnFun(j>^V(s))ds

f~ - ( t ) = 5а (t,Au>„,n )(In -  Pn )(j>n Vn’-  -  v;;),

^+(t) = 8а (T -  t ,A u n̂,n ) -1Pn (^n^ Vn,+ -  vn+) .

М ы п о лучи ли  оценку \\^±\\ < Cen практически  как и в теорем е 2.2, см. (21), основное отличие состоит в 
том, что V(s) заменено на vn(s), а компактны е множества даны  как Кг = { ( I  -  Р)Fu*(w) : w е U g r (0, ^ 0)} и 
К 1 = U g r (0,Clpn), см. (22).
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Для почти  всех п, т. е. при  п > п1 (£0), м ы  им еем

\\f-- ( t ) + V+r(t)\\Efi„ < ^0.

И спользуя (23) м ы , наконец, получаем  для п > m ax(n1 (£n) ,n 2 (en))

W Un ( t ) -  pm U (t,Un■n )\\Efi < \\Vn ( t ) -  pm Vn (t  )\\Efi + Wu**- рЩи *\\Efi < £0

равном ерно по 0 < t < T.
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