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А ннотация. Рассматриваются только конечные группы. Изучаются формации конечных групп, т. е. классы групп, 
замкнуты е относительно гомоморфны х образов и ноднрям ы х произведений. Q-расслоенные ф ормации были 
построены В. А. Ведерниковым в 1999 году с помощью функциональных методов. В дальнейшем концепция кратной 
локальности, введенная в рассмотрение А. Н. Скибой, была использована для определения кратно Q-расслоенных 
формаций. В настоящей статье изучаются максимальные подформации кратно Q-расслоенных формаций. Получены 
свойства функций-спутников таких подформаций, установлены достаточные условия максимальности подформации 
исследуемой формации, найдено свойство максимальных кратно Q-расслоенных подформаций, характеризующее 
группы, в нее входящие.
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Abstract. Only finite groups are considered. Formations of finite groups, i. e. classes of groups closed under homom orphic 
images and subdirect products, are studied. Q-foliated formations were constructed by V. A. Vedernikov in 1999 using 
functional methods. Subsequently, the concept of multiple locality, introduced by A. N. Skiba, was used to define multiple 
Q-foliated formations. In this paper, maximal subformations of multiple Q-foliated formations are studied. Properties of 
satellite-functions of such subformations are obtained, sufficient conditions for the maximality of a subform ation of the 
formation under study are established, and a property of maximal multiple Q-foliated subformations that characterizes the 
groups included in it is found.
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1. В в е д е н и е . Рассм атриваю тся только кон еч ны е группы . Ф орм ацией назы вается класс групп, за ­
м кн у ты й  относительно гом ом орф ны х образов и п одп рям ы х  п роизведений . В. Гащ ю ц в работе [ ] для 
и зучения ф орм аций  предлож ил использовать ф ункциональны е м етоды , с пом ощ ью  которы х им  бы ли 
построены  локальн ы е ф орм ации , н аш ед ш и е м н огоч и слен н ы е п р и м ен ен и я  в теории  групп. Р азвивая 
ф ункциональны й подход В. Гашюца, Л. А. Ш еметков в 1978 году ввел в рассм отрение ком позиционны е 
форм ации [2]. В статье [3] А. Н. Скибой была разработана концепция кратной локальности для формаций, 
получивш ая в д альн ей ш ем  интенсивное развитие (см., наприм ер, [4]). П озднее А. Н. Скиба и Л. А. Ш е­
метков построили кратно а -локальные форм ации [5] и кратно й -ком позиционны е формации [6] , где а  -  
непустое множество простых чисел, £  -  непустой класс простых групп. В дальнейш ем  В. А. Ведерников 
построил серию а -веерных формаций [ ] , в которую вош ли а -локальные форм ации как один из видов, и
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серию  Й -расслоенны х ф орм ац и й  [8], вклю чаю щ ую  Й -ком п ози ц и он н ы е ф орм ац и и  как  оди н  из видов, 
где Й -  непустой класс простых групп. И зучению  свойств кратно Й -расслоенных ф орм аций посвящ ены  
работы Ю. А. Еловиковой, М. М. Сорокиной, Е. Н. Д еминой, С. П. М аксакова и др. (см., наприм ер, [9]- [12]).

К актуальны м вопросам современной теории форм аций относятся вопросы исследования внутреннего 
строения ф орм аций. При поиске ответа на дан н ы й  вопрос важную  роль играю т м аксим альны е подф ор- 
м ац и и  исследуем ы х ф орм аций , их н аличие, свойства, внутреннее строение и другие характеристики . 
В работе [12] установлено сущ ествование м ак си м альн ы х  и-кратно Й -расслоенны х п одф орм ац и й  для 
ф орм ац и й  с оп р ед ел ен н ы м и  свойствам и, устан овлен а взаим освязь  м еж ду  м акси м ал ьн ы м  вн у тр ен ­
н и м  Й -спутником  1-кратно Й -расслоенной  ф орм ац и и  и м ак си м ал ьн ы м  вн утрен н и м  Й -спутником  ее 
м ак си м альн ой  1-кратно Й -расслоенной  подф орм ац и и . Н астоящ ая работа такж е п освящ ен а реш ению  
ряда вопросов, связанны х с исследованием  м аксим альны х кратно Й -расслоенны х подф орм аций кратно 
Й -расслоенны х форм аций.

Как дем онстрирую т и сследования ф орм аций , построенны х с пом ощ ью  ф у н кц и он альн ы х  методов, 
свойства таких ф орм ац и й  и их п одф орм ац и й  во м н огом  определяю тся строением  и особенностям и 
их ф ун кций-спутников. Н априм ер, в [5, теорем а 4] для доказательства м одулярности  реш етки  всех 
и-кратно W-локальны х ф орм ац и й  использовалось строение их w-локальны х 1-зн ач н ы х  спутников, 
т. е. таких  w-локальны х спутников, все зн ач ен и я  которы х являю тся (п -  1)-кратно w-локальн ы м и  
ф орм ац и ям и . В [9, теорем а 1] с пом ощ ью  свойств м и н и м аль н ы х  Й ^(„_1) -спутников исследовались 
реш еточны е свойства кратно Й -расслоенных ф ормаций. В теоремах 1 и 2 настоящ ей работы проводится 
исследование взаи м освязи  м и н и м а л ь н ы х  ф ун кц и й -сп утн и ков  кратно Й -расслоенной  ф орм ац и и  и ее 
м аксим альной  кратно Й -расслоенной подф орм ации.

При и сследовании  м акси м альн ы х  п одф орм ац и й  больш ую  роль играю т теорем ы -п ри зн аки , п о з­
воляю щ ие ответить н а вопрос, является л и  зад ан н ая  подф орм ац и я ф орм ац и и  g  м ак си м альн ой  в g . 
Н апример, в [4, лем м а 5.1.20 (1)] установлены  достаточны е условия максимальности г-зам кнутой кратно 
локальн ой  п одф орм ац и и  г-зам кн утой  кратно локальн ой  ф орм ации , где г  -  подгруп п овой  функтор. В 
теорем е 3 установлены  достаточны е условия м акси м альн ости  кратно Й -расслоенной  подф орм ац и и  
кратно Й -расслоенной форм ации.

При и зу ч ен и и  п одф орм ац и он н ого  строения ф орм ац и й  важ ную  роль играет н али ч и е связи  м еж ду 
группам и, п ринадлеж ащ им и рассматриваемой формации, и группам и, которые входят в ее максимальную  
подф орм ацию . Н априм ер , в [4, теорем а 5.1.22] доказано , что дл я  лю бой р азр еш и м о й  груп п ы  G из 
н ее д и н и ч н о й  г-зам кнутой  локальн ой  ф орм ац и и  g  ф актор-группа G / Р (G ) п ри н ад леж и т пересечению  
всех м аксим альны х г-зам кнуты х и-кратно локальны х подф орм аций ф орм ации g , где Р (G) -  подгруппа 
Ф иттинга груп п ы  G . Р азвитие данного  результата для кратно w-локальны х ф орм ац и й  получено  в 
[5, теорем а 6]. В теорем е 4 н астоящ ей  работы  установлено, что для лю бой  н еед и н и ч н о й  разреш и м ой  
Й -группы  G, п р и н ад л еж ащ ей  кратно Й -расслоенной  ф орм ац и и  с н ап равлен и ем  f ,  ф актор-группа 
G / ( ^А е Й (Л)) п р и н ад л еж и т пересечению  всех м ак си м альн ы х  кратно Й -расслоенны х подф орм ац и й  
заданной  форм ации.

2. П р е д в а р и т е л ь н ы е  с в е д е н и я . И спользуем ы е опред елен и я  и обозн ачен и я стан д артн ы  (см., н а ­
прим ер, [2] , [13]). С им вол := озн ачает равенство по определению . Зап и сь  Н  < G (Н < G, Н  < G, Н  ■ < G , 
Н  < ■ G) означает, что Н  является подгруппой (соответственно, собственной, норм альной, м иним альной  
нормальной, м аксим альной подгруппой) группы  G; 1 -  единичная группа; через G = А  ^  В обозначается 
полупрямое произведение подгрупп А  и В группы  G, где А  < G ; А I В  -  регулярное сплетение групп А  и В; 
Z„ -  циклическая группа порядка п; ж(G) -  множество всех простых делителей порядка группы  G; Р (G) -  
подгруппа Ф иттинга группы  G; Ф(G) -  подгруппа Ф раттини группы  G; C orec (Н ) -  ядро подгруппы  Н  в 
группе G; Soc(G) -  п одгруппа группы  G, являю щ аяся прои зведен и ем  всех м и н и м альн ы х  норм альны х 
подгрупп  группы  G . Группа G назы вается примитивной, если в G сущ ествует м аксим альная подгруппа 
М (прим итиватор) такая, что C o rec (М ) = 1. Г руппа G назы вается монолитической,  если она обладает 
единственной  м и н и м альн ой  норм альной  подгруппой  (монолитом).

Классом групп  назы вается совокупность групп, содерж ащ ая вм есте с каж дой  своей груп п ой  и все 
группы , ей изом орф ны е. Ч ерез ® обозначается класс всех кон ечны х групп, S ,  ^ ,  ЭД -  класс всех 
разреш и м ы х , н и льпотентны х, абелевы х групп  из ® соответственно, ® -  класс всех ед и н и ч н ы х  групп, 
3  -  класс всех просты х групп.

Класс групп  g  назы вается зам кнут ы м относительно:
-  гомоморфных образов, если из G е g  и N  < G следует G / N  е  g  (1);
-  подпрямых произведений, если G / А  е  g  и G /В  е  g  следует G / ( А  П В) е  g  (2);
-  нормальных подгрупп, если из G е g  и N  < G следует N  е  g  (3);
-  произведений нормальных ^-подгрупп,  если из G = АВ, где А  < G , В < G , А, В е  g ,  следует, что G е g  (4).

Класс групп  g ,  удовлетворяю щ ий  условиям  (1) и (2), назы вается формацией; класс групп  g , удовле­
творяю щ ий условиям  (3) и (4), назы вается классом Фиттинга;  5  -  ф орм ация Фиттинга, если 5  является 
ф орм ацией  и классом Фиттинга.



Н аибольш ая норм альная подгруппа группы  G, принадлеж ащ ая классу Ф иттинга 5 ,  обозначается Gg 
и назы вается -радикалом  группы  G [2 , гл. I, п. 1 ].

Пусть X  -  непустое м нож ество групп. Т огда (X)  -  класс групп , п о рож д ен н ы й  м нож еством  X,  т. e. 
(X)  -  пересечение всех классов групп, содерж ащ их X, в частности, (G) -  класс всех групп, изом орф ны х 
группе G ; formX -  формация, порож денная множеством X; К (G) -  класс всех простых групп, изоморфных 
к о м п о зи ц и о н н ы м  ф акторам  груп п ы  G; К (X )  = К (G ). Через Q обозначается н епустой  подкласс
класса 3 .  Группа G назы вается Q -группой, если К (G ) с  Q [14, с. 126].

Пусть -  классы  групп. Произведением  классов и назы вается класс групп  = (G е  ® |
сущ ествует N  < G , где N  е  g i ,  G / N  е  g 2) [13, II, (1.3)].

Для произвольного класса групп X  с  3  будем использовать следую щ ие обозначения:
:= (G е ® | К (G ) с  X);  := (G е ® | К (G )П  Х  = 0 ) [14, с. 126].
Пусть А  е  3 .  Тогда (А)' = 3 \ ( А ) , ®л := ® (л), ®л' := ® (а) ', := ®2 р . Главный фактор Н / I  группы  G

назы вается главным А-фактором,  если К ( Н /L)  с  (А). Через ScA обозначается класс всех групп, у  которых 
каж ды й главны й А -фактор централен; 0 Q(G ) := G®Q, О д (G ) := G®^, Op(G ) := Oz^ (G ), Oa ',a (G ) := G ® ^ ' , 
Fa (G ) := Gq^^ [14, с. 126].

З а м е ч а н и е  1. В лю бой конечной  группе G , и м ею щ ей  главны е А -ф акторы  (здесь А  е  3 ) , п одгруппа 
Fa (G) совпадает с п ересечением  централизаторов  всех главны х А -ф акторов груп п ы  G . Если в G нет 
главны х А -факторов, то полагаю т Fa (G) = G [14, с. 126].

Пусть f  : Q U {Q'} ^  {формации групп}, где f  ( Q ') Ф 0  (здесь символ Q ' обозначает элем ент из области 
определения ф ункции / ,  не принадлеж ащ ий  Q), h : 3  ^  {формации групп}, f  : 3  ^  {непустые формации  
Фиттинга} -  ф ункции , п ри н и м аю щ и е одинаковы е зн ач ен и я  н а и зом орф н ы х  группах  из области 
определения, н азы ваем ы е соответственно QF-функцией, F-функцией, FR-функцией  [14, опред елен и е 1]. 
Если ^ 1, ^2 -  QF-ф ун кц и и  (F-ф ункции , РЛ -ф ункции), то полагаю т < ^ 2 тогда и только тогда, когда 
^ 1  ( X ) с  ^ 2( X ) для лю бого X  е  Q U {Q'} (соответственно для лю бого X  е  3 ). Если < ф2 и Ф ф2, то 
п и ш ут ф1 < ф2 [14, зам ечание 3]. Ф ормация

g  = ( G е  ® | G /О а  (G) е  f  ( Q ') и G /G ^ (а ) е f  (А)  для всех А  е Q П К (G) )

назы вается Q -расслоенной формацией  с н ап равлен и ем  f  (коротко, Q f -расслоенной  ф орм ацией) с 
Q-спутником  /  и обозначается g  = Q F(f ,  f ); ф орм ация

§  = ( G е  ® | G/G^(A) е h (A)  для всех A  е К (G) )

назы вается расслоенной формацией с направлением  f  (коротко, f  -расслоенной формацией) со спутником 
h и обозначается §  = F(h, f  ) [14, определение 2].

Q-сп утн и к  /  Q-расслоенной  ф орм ац и и  g  назы вается внутренним,  если / ( X ) С g  для лю бого 
X  е Q U {Q '}  [8 ] .

Q-расслоенная (расслоенная) ф орм ация с н аправлением  f  называется:
-  Q -свободной (свободной), если f  = f 0, где -  РЛ -ф ункция, им ею щ ая следую щ ее строение (А)  = ®д' 
для лю бой группы  А  е  3  [14, определение 3];
-  Q -биканонической (биканонической),  если f  = f 2, где f 2 -  РЛ -ф ункция, им ею щ ая следую щ ее строение 
f 2(А)  = ®А'®А для лю бой абелевой груп п ы  А  е  3  и f  (А)  = ®^' для лю бой  неабелевой груп п ы  А  е  3  
[8 , определение 2 ];
-  Q -композиционной (композиционной), если f  = ^ 3 , где ^ 3  -  f ^ -ф ункция, им ею щ ая следую щ ее строение 
^ 3  (Л) = ScA для лю бой А  е  3  [14, определение 4].

Н аправление f  Q -расслоенной (расслоенной) ф орм ации  называется:
-  г-направлением,  если ®^' f  (А)  = f  (А) для лю бой группы  А  е  3  [14, определение 6 ];
-  ЬА-направлением, где А  е  3 ,  если f  (А)®^ = f  (А)  [8 , определение 1];
-  Ь-направлением, если f  (А)®^ = f  (А)  для лю бой абелевой группы  А  е  3  [8 , определение 1];
-  iii2 . . .  ik-направлением, если f  -  i j -направление для любого j  = 1 , к  [8 , определение 1 ].

Пусть п е  N  U {0}, ^  -  РЛ -ф ункция. С ледуя [4], всякую  непустую  ф орм ацию  считаю т 0-кратно 
Q f -расслоенной  (0 -кратно f -расслоенной); п ри  п > 0 Q f -расслоенную  ( f -расслоенную ) ф орм ацию  g  
н азы ваю т п-кратно Q f  -расслоенной (п-кратно f  -расслоенной), если g  обладает хотя бы одн и м  Q^ (̂„-1) - 
спутником (^ (п- 1)-спутником), то есть таким  Q -снутником (спутником), все непустые значения которого 
являю тся (п -  1 ) -кратно Q ^ -расслоен н ы м и  ((п -  1 )-кратно  f -расслоенны м и) ф орм ац и ям и . Q f (̂„-1) - 
сп утн и ки  ( f  („- 1)-спутники) п-кратно Q-свободной (п-кратно свободной), п-кратно Q-биканонической  
(п-кратно биканонической), п-кратно Q -ком позиционной  (п-кратно ком позиционной) ф орм аций  н азы ­
ваю т соответственно QFr(п-1) -спутником  (Fr(„- 1)-спутником ), Q B („-1)-сп утн и ком  (В(п-1) -спутником), 
QC(„-1)-спутником  (С(п- 1)-спутником). Через Q F „ ( X , f ) обозначается п-кратно Q f -расслоенная ф орм а­
ция, п орож д ен н ая  м нож еством  групп  Ж, т. е. Q F „ ( X , f ) -  пересечение всех п-кратно Q f -расслоенны х 
форм аций, содерж ащ их Ж; в частности, QF1 (X, f ) := Q F(X, f ) и QF0(X, f ) := formX. Если X  = {G}, то вме­
сто QFn({G } , f ) п и ш ут Q F n (G ,f ) [8 , с. 56]. Через QB„(Ж) (В„(X,) ), QC„(X)  (C„(X)), F „ ( X , f ) обозначаю тся



соответственно и-кратно Й -биканоническая (и-кратно биканоническая), и-кратно Й -ком п ози ц и он н ая  
(и-кратно ком позиционная), и-кратно ^-расслоенная ф орм ации, порож денны е м нож еством  Ж.

Через Й ^ " F (соответственно q>"F) обозн ач и м  м нож ество всех и-кратно Й ^-расслоенны х (и-кратно 
f  -расслоенных) ф орм аций.

З а м е ч а н и е  2. М нож ество Й^ " F является полной  и м одулярной  реш еткой  для любого п е  N  U {0} и 
любого направления f  [ , теорем а 4 (6)].

Следуя [15] , для лю бы х и-кратно Й ^-расслоенны х ф орм аций  g 1 и полагаем:
51 Лй^„^ Sz := 51 П S2, 51 Уй^„^ Sz := Й ^„(^1 U S^, V).

А налогично, для 5; е Й ^ "F , i е  I :
Лй^"р 3̂̂ ; := П/е15;, '^й^"р ^3̂ ; := ЙРп( и /е15 ;, ^ ) .

С ледуя [4], через 5 г / Й̂ пр51 обозн ач и м  м нож ество всех и-кратно Й ^-расслоен н ы х ф орм ац и й  § ,  
удовлетворяю щ их условию  g 1 с  §  с  g 2.

З а м е ч а н и е  3. Поскольку Й ^ " F является модулярной реш еткой, то, согласно [16, теорема 13], для любых 
ф орм аций  ^ 1, ^ 2  е  Й^ "F следую щ ие интервалы  ф орм аций  ( ^ 1  УЙ̂ „^ ^z) / Й̂ „ р и  ^ 1  / Й̂ „^ ( ^ 1  Лй^„^ ^z) 
изом орф ны .

С обственная и-кратно Й ^-расслоенная п о дф орм ац и я Ж  и-кратно Й ^-расслоен н ой  ф орм ац и и  g  
назы вается максимальной п-кратно Й^-расслоенной подформацией ф орм ации g ,  если для любой и-кратно 
Й ^-расслоенной  ф орм ац и и  § ,  удовлетворяю щ ей  условию  Ж  с  §  с  g , им еет место либо Ж  = § ,  либо 
§  = g  [12, с. 19]. Через ФЙ̂ „р (5 )  обозначается пересечение всех м аксим альны х и-кратно Й ^-расслоенны х 
подф орм аций  ф орм ации  g .

З а м е ч а н и е  4. и-кратно Й ^-расслоенная п о дф орм ац и я Ж  и-кратно Й ^-расслоенной  ф орм ац и и  g  
является м аксим альной  в g  тогда и только тогда, когда м нож ество 5 / Й̂ п р ^  двухэлементно.

В лем м е 1 приведены  используем ы е далее известны е результаты  теории  групп.
Л ем м а 1.
(1) Пусть К  и Н - г р у п п ы и  ф -  гомоморфизм группы К  в A u t(H ). Тогда существует группа G, содержащая 

подгруппы Н* = Н  и К* = К, причем G = Н * ^  К* [ , теорем а 2.47].
(2) П усть G -  разрешимая неединичная примитивная группа и М  -  ее примитиватор. Тогда группа G 

имеет единственную минимальную нормальную подгруппу N ,  причем N  = С с ( N ) и С = N  ^  М  [ i / , теорема 
4.42 (1)].

(3) Пусть А  -  некоторая группа автоморфизмов р-группы G . Если А  действует тождественно на каждом 
факторе субнормального А-допустимого ряда G = Go Э G1 Э ... Э Gt = 1, t > 0, то А  является р-группой  [2, 
лем м а 3.10].

(4) П уст ь G = А  I В = КВ, где К  ^  П ъев ^ 1  ̂ -  база сплетения G и А 1 -  первая копия А  в К. Тогда 
Soc(G ) ^  П ъев , где М  = Soc(A1) [4, лем м а 3.1.9 (3)].

(5) Ф(G) < F (G ) для любой группы G. В частности, если G является неединичной разрешимой группой, 
то Ф(G) Ф F(G ) [17, лем м а 4.21 (1)].

(6) F (G /Ф(G))  = F (G)/Ф(G) для любой группы G [ , лем м а 4.21 (2)].
В дальн ей ш ем  использую тся следую щ ие свойства Й -расслоенны х формаций.
Л ем м а 2.
(1) П уст ь А  е 3 ,  g  -  Й-расслоенная формация с Ьл-направлением f . Тогда Оа  (G /G ^  (а )) = 1 для любой  

группы G [8, лем м а 6 (1)].
(2) Пусть  g  -  Й-расслоенная формация с Й-спутником f  и Ьг-направлением f . Тогда / (Zp) с  g  для 

всехр  таких, что Zp е  Й [8, следствие 3 (1)].
(3) П уст ь п е  N, f  -  FR-функция, f 0 < f . Если X  -  непустой класс групп, то формация  

g  = ЙЕп( X , f ) обладает единственным м иним альны м  Й^(„_1) -спутником f  таким, что  
f  ( Й ') = ЙВ(„_1) ( (G /О  й (G) | G е Ж), f ), f  (А) = 0 , если А  е  Й \  К  (Ж), и f  (А) = ЙР(„ _1)((G /G ^  (а) | G е Ж), ^ ) 
для всех А  е  Й П К  (X)  [10, теорем а 2].

(4) Пусть п е  N, f  -  PR-функция, f 0 < f , g ; е  Й^ " F и fi  -  минимальный Й ^(„_1) -спутник формации  g ; , 
i = 1,2. Тогда и только тогда g 1 с  g 2, когда/ 1 < / 2 [10, следствие 2.1].

(5) Пусть п е  N, f  -  FR-функция, fo  < f . Если  g ; е Й ^ "F, i е  I, и g  = УЙ̂ „^ (g ; | i е  I ), то g  е Й ^ "F 
[18, следствие лем м ы  3].

(6) Пусть  g  -  Й-расслоенная формация с Й-спутником f  и г-направлением f . Если А  е Й, G /О а (G ) е g  
и G /G ^ (А) е  f  (А), то G е  g  [8, лем м а 2 (1)].

З а м е ч а н и е  5. Если g  -  и-кратно Й ^-расслоенная ф орм ация, то, вви ду  равенства g  = ЙЕ„ (5 , f ), из 
лем м ы  2 (3) следует, что м и н и м альн ы й  Й ^ („_1) -спутник ф орм ации  5  является внутренним .

И спользуя м етод ы  доказательств, разраб отан н ы е в [4] для и сследования г-зам кн уты х  и-кратно 
локальны х ф орм аций, где т -  подгрупповой  функтор, предварительно докаж ем  следую щ ую  лем му.

Л е м м а  3. П уст ь п е  N, f  -  FR-функция, fo  < f , G -  группа, g  = Й^„ (G, f ), §  е Й ^ " F и §  с  g .  Тогда §  
содержится в некоторой максимальной п-кратно Й^-расслоенной подформации формации  g .



Д о к азател ь ств о . Пусть X  := { X  е Qq>^F | §  с  X  с  g  }, {Ж; | i е  I } -  произвольная цепь в X  и Ъ  := U е̂̂ Ж;. 
Тогда ® = VQ ^„^ (Ж; | i е  I ) и по лем м е 2 (5) Ъ  е  Q ^ "F, п ри чем  §  с  Ъ  с  д . Если ® = g ,  то G е еЪ и 
найдется такое j  е  I , что G е Х  j и g  = QF„ (G, f ) с  X  j , что противоречит выбору X. Следовательно, Ъ  e g  
и поэтом у Ъ  е X .  Тогда, согласно лем м е Цорна, в X  имеется м аксим альны й  элем ент Ж .

Покажем, что Ж  -  м аксим альная и-кратно Q ^ -расслоенная подф орм ация в 5 . Д ействительно, пусть 
Ж  с  J  e g ,  где X  е Qq>̂  F . Т ак как §  с  Ж , то §  с  J  и поэтом у  Z  е X .  Тогда из Ж  с  J  следует, что 
Ж  = 2 .  Т аким  образом, Ж  -  м аксим альная и-кратно Q f -расслоенная подф орм ация в g ,  содерж ащ ая § .  
Л ем м а доказана.

3. О с н о в н ы е  р е з у л ь т а т ы .
3.1. С п у т н и к и  м а к с и м а л ь н ы х  п о д ф о р м а ц и й  к р а т н о  Q-р а с с л о е н н ы х  ф о р м а ц и й . В следую щ их 

двух теорем ах проводится исследование связи  м еж ду  ф ун к ц и ям и -сп утн и кам и  кратно Q-расслоенной 
ф орм ации и ее м аксим альной  кратно Q-расслоенной подф орм ации.

В теореме 1 установлены  условия, при которых для подходящ его простого числа р  значение / (Zp) м и ­
ним ального спутника /  кратно Q -расслоенной форм ации g  определяется посредством соответствующего 
значения м иним ального  спутника ее м аксим альной  кратно Q -расслоенной подф орм ации.

Т ео р ем а  1. Пусть п е  N, g  -  п-кратно Q f  -расслоенная формация с минимальным Q f  (п- 1) -спутником f , 
Ж  -  максимальная п-кратно Q f  -расслоенная подформация формации g  с минимальным Q f  (п- 1) -спутником  
т, где f  -  Ъг-направление, удовлетворяющее условию f  < ^з. Если р  -  такое простое число, что Zp е Q, 
f  (Zp) \ т (Zp) Ф 0 , Н  -  группа минимального порядка из f  (Zp) \ т (Zp) и Op(Н ) = 1, то формация f  (Zp) имеет  
следующее строение

f  (Zp) = QF(„- 1) ( ( { Н }U  т ( Z p ) ) , f ).

Д о к аза тел ь ств о . Пусть р  -  такое просто число, что Zp е  Q, / (Zp) \ т (Zp) Ф 0 , Н  -  группа м иним ального 
порядка из f  (Zp) \ т (Zp ) и Op(Н ) = 1. Покажем, что f  (Zp ) = QF(„- 1) ( ( { Н } U т (Zp )), f ).

П редполож им , что Н  им еет по крайней  м ере две разли ч н ы е м и н и м альн ы е норм альны е подгруппы  
N 1 и N 2. Так как класс групп / (Zp) зам кнут относительно гомом орфны х образов, то Н / N 1, Н / N 2 е  f  (Zp). 
Отсюда, в силу выбора группы  Н, получаем , что Н / N 1, Н / N 2 е  т (Zp). Тогда, ввиду замкнутности  класса 
групп т (Zp) относительно подпрям ы х произведений, имеем  Н  = Н / ( N 1 П N 2) е т (Zp ), что противоречит 
вы бору Н . С ледовательно, груп п а Н  является м он оли ти ческой . Пусть R -  м о н о ли т  груп п ы  Н . Пусть 
G1 := Zp i Н. Тогда, ввиду лем м ы  1 (4), G1 = Т1 ^  Н,  где Т1 -  база сплетения G1 и Т1 -  элем ентарная абелева 
р -группа. Т ак как  Т1 Ф 1 и Т1 < G1, то сущ ествует такая п од груп п а Т ■ < G1, что Т с  Т1 . Пусть G := ТН. 
О тметим, что G = Т  ^  Н .

I. Установим, что Т  = G^(z^) = Oz^ (G ).
Предварительно проверим, что Т1 = Cgj (Т1). Пусть С := C g j(Т1). Так как Т1 -  абелева группа, то Т1 с  С. 

Д опустим , что Т1 с  С . Рассм отрим  С П Н  := С1. Покажем, что С1 Ф 1. Д ействительно, если С1 = 1, то по 
м одулярном у тож деству

С = G1 П С = Т1Н  П С = Т1 (Н  П С) = Т1 .

П олучили противоречие. Т аким  образом, С1 Ф 1.
Покажем, что С1 < G1 .Т а к  как С < N g 1 (Т1) = G1 , то С П Н  < Н, откуда следует, что Н  с  N g 1 (С 1 ). Далее, 

так как
С1 = Cg1 (Т1) П Н  = {х  е Н  I x t  = tx, для любого t е  Т1},

то для любых X е  С1, t е  Т1 вы полняется x t  = tx  и поэтому для любого t е  Т1 имеет место tC1 = C1t . Таким 
образом, Т1 с  N g 1 (С1).Т ем  сам ы м  установлено, что G1 = НТ 1 с  N g 1 (С1) и, значит, С1 < G1.

Т ак как  С1 < G 1 и С1 Ф 1, то сущ ествует такая п од груп п а L ■ < G 1, что L с  С1 . П окаж ем, что L с  Т1 . 
Д ействительно, так  как Soc(Zp ) = Zp , то, ввиду л ем м ы  1 (4), им еем  Soc(G1) с  Т1 . Т аки м  образом , из 
L с  Soc(G1) получаем  L с  Т1 и, значит, L -  р -группа. Поскольку L <G1 и L с  С1 с  Н , то L <Н . Следовательно, 
L с  О р(Н ) = 1. П олучили противоречие. Тем сам ы м  установлено, что Т1 = С с1 (Т1).

Покажем, что С с (Т ) = Т . П редварительно установим , что Сс1 (Т ) = Т1 . Д ействительно, так  как  Т1 -
абелева группа и Т с  Т1, то справедливо вклю чение Т1 с  Cg1 (Т ). По м одулярном у тож деству

Cg1 (Т ) = G1 П Cg1 (Т ) = Т1Н  П Cg, (Т ) = Т1 (Н  П Cg, (Т )).

Д окаж ем, что Н  П Cg, (Т ) = 1. Д опустим, что Н  П Cg, (Т ) Ф 1. П окаж ем, что R с  Cg, (Т ). Д ействительно, 
ввиду Cg, (Т ) < N g, (Т ) = G,, им еем  Н  П Cg, (Т ) < Н . Т ак  как  R -  м он оли т  груп п ы  Я , то R с  Н  П Cg, (Т ). 
П олучаем  Or (Т ) = Cg, (Т ) П R = R. Т аким  образом, Or (Т ) = R.

Р ассм отрим  гом ом орф и зм  у : R ^  A u t(T ) . По лем м е 1 (1) сущ ествует груп п а L = М  ^  W,  где М  = Т, 
W = Л, т. е. L = Т ^  R. Далее, R / N  = R^ , где N  := K er(y) и R^ < A u t(T ). Пусть А := R ^ .

Установим, что Cr / ^ (Т ) = R / N . О тметим, что

Cr/n (Т ) = { r N  е R / N  | ( r N ) t  = t ( r N ) для любого t е  Т }.



П роверим , что R / N  с  Cr/^^(Т ). Пусть r N  е R / N  и t -  п рои звольн ы й  элем ен т из Т . П окаж ем, что 
( r N ) t  с  t ( r N ). Пусть X е ( r N ) t . Т ак  как  C r (Т)  = R и N  с  R, то х  = rn 1 t = r tn 1 = t rn 1 е  t ( r N ), 
где п 1 е  N .  П оэтом у ( r N ) t  с  t ( r N ). А налогично  рассуж дая, получаем  t ( r N ) с  ( r N ) t . С ледовательно, 
( r N ) t  = t ( r N ) для любого t е  Т . Это означает, что r N  е C r / ^ (Т ) и поэтому R / N  с  C r / ^ (Т ) . Таким образом, 
C r /n (Т ) = R / N  и, следовательно, группа R / N  действует тож дественно на Т . Тем самы м установлено, что 
А  -  группа автом орф изм ов группы  Т , действую щ ая тож дественно на Т .

П оскольку Т “  = Т  для любого а  е  А, то субнорм альны й ряд  1 < Т  группы  Т  является А -допустим ы м . 
Тогда по лем ме 1 (3) А  -  р -группа и, значит, R / N  -  р -группа. Так как R ■ < Н , то R является элем ентарной 
абелевой р -группой . П оэтом у R с  Ор (Н ). П олучили  противоречие. С ледовательно, Н  П Сс 1 (Т ) = 1 и 
Cg1 (Т ) =  Ti . Тогда по м одулярном у тож деству

C g (Т ) =  G П Cg1 (Т) = G П Т1 = Т (Н  П Т1) = Т.

Т аким  образом, Сс (Т ) = Т .
П окажем, что Т ■ < G . Д опустим , что это не так. Тогда сущ ествует такая X  < G , что 1 с  X  с  Т . Т ак 

как  X  < G, то Н  с  N q 1 ( X ). П оскольку X  с  Т с  Т1, то Т1 =  Сс 1 (Т1) с  Сс 1 ( X ) с  N q 1 ( X ). С ледовательно, 
G1 = НТ1 с  N g 1 ( X ) и X  < G1 . Тогда из 1 с  X  с  Т  следует, что п од груп п а Т  не является м и н и м альн о й  
норм альной в G1. П олучили противоречие. Таким образом, Т ■ < G . Допустим, что существует К  ■ < G такая, 
что К  Ф Т . Тогда К Т  < G и К Т  =  К  X Т . Поэтому К  с  С с ( Т ) =  Т . П олучили противоречие. Следовательно, 
G -  м онолитическая группа с м онолитом  Т .

Установим, что Fz^ (G ) с  Сс  (Т ). Д ействительно, так  как Т ■ < G и Т  -  р -группа, то Т /1  -  главны й  
р -фактор группы  G . Тогда по зам ечанию  1 (G) с  С с (Т /1)  =  С с (Т ).

П оскольку f  является Ь -направлением , то f  (Zp) = f  (Zp)^ p . Это означает, что с  ^ (Zp) и поэтом у 
Т с  Ор( G) с  G^ ( Zp ) . Так как по условию  f  < ^ 3, то G ^ (z ^ ) с  G^3(z ^ ) = Fzp (G).

Т аким  образом,
T с  Op (G) с  G^(Zp) с  Fz p (G ) с  Cc  (T ) = T.

Следовательно, имею т место равенства

T  = G^ (Zp ) =  Ozp (G) .

II. Покажем, что g  =  ЙТ„({G } U Ш , ^ ).
П редварительно установим , что G ^  Ж . Д опустим , что G е  Ж . Тогда, ввиду Zp е  Й П К (G), по 

определению  й-расслоенной  ф орм ации им еем  G/G^(Zp ) е т (Zp) . Отсюда следует, что Н  = G/ Т  е т (Zp) . 
П олучили противоречие с выбором группы  Н . Следовательно, G ^ Ж .

П роверим , что G е  g . Т ак как  /  -  м и н и м а л ь н ы й  Й ^ („_!) -сп утн и к  ф орм ац и и  g , то по зам ечанию  5 
/ (Zp) с  д . П оскольку ^  -  г-направление, Zp е  Й, G /O zp (G) = Н  е f  (Zp) с  g , G/G^(Zp) -  H  е f  (Zp) , то 
по лем м е 2 (6) им еем  G е  5 .

Т ак как  G е  5  и Ж  с  5 , то ЙР„({G } U Ж , ^ ) с  5 . С другой  стороны , ввиду того, что G ^  Ж , им еем  
Ж  = ЙР„ (Ж , ^ ) с  ЙР„ ({G } UЖ , ^ ) . Поскольку Ж  -  м аксим альная и-кратно Й ^-расслоенная подф ормация 
форм ации g , то из Ж  с  ЙР„({G }U Ж , f ) с  g  следует, что ЙР„ ({G } UЖ , f ) = g . Тогда, согласно лем ме 2 (3),

f  (Zp) = Й ^(„ _ 1)({М / М ^ (Zp) 1 М  е {G } U Ш } , f ) = ЙР(„_1) ( { С /G^(Zp)} U { М /М ^ (Zp) I M  е Ш } , ^ ).

Пусть Ж 1 := { М /М ^ (Zp ) I М  е  Ж }. Т огда f  (Zp) = ЙР(„_1) ( { Н } U Ж 1, ^ ). О тм етим , что по лем м е 2 (3) 
т (Zp) =  ЙР(„_1) (^ 1, ^ ) . Так как { Н } U Ж 1 с  й Р („_1) ( { Н } U т (Zp), f ) , то / (Zp) с  йР(„_1) ( { Н } U т (Zp), f ) . 

С другой стороны, ввиду того, что Ж 1 с  {Н  }U Ж 1 с  f  (Zp) , следует т (Zp) с  f  (Zp). П оэтому ЙР („ _1) ( {Н  }U 
т (Zp), f ) с  f  (Zp). Т аким  образом,

/ (Zp) = ЙР(„_1) ( { Н } U т (Zp), f ).

Теорема доказана.
П оскольку f 2 и f 3 -  br-н ап равлен и я и ^ 2 < ^ 3, то из теорем ы  1 вы текаю т результаты  для и-кратно 

Й -биканонических и и-кратно Й -ком позиционны х форм аций.
С л е д с т в и е  1. П уст ь п е  N, g  -  п-кратно Й-биканоническая формация с м иним альны м  ЙВ(„_1) - 

спутником f , Ж  -  максимальная п-кратно Й-биканоническая подформация формации  g  с м иним альны м  
ЙВ (п_1) -спутником т.Если р  -  такое простое число, что Zp е  Й, f ( Z p  ) \т  (Zp) Ф 0 , Н - г р у п п а  минимального  
порядка из f  (Zp) \ т (Zp) и О р(Н ) = 1, то формация f  (Zp) имеет следующее строение

f  (Zp) = ЙВ(п_1) ( { Н }U  т (Zp )).

С л е д с т в и е  2. П уст ь п е  N, g  -  п-кратно Й-композиционная формация с м ин им альны м  ЙС(„_1) - 
спутником f , Ж  -  максимальная п-кратно Й-композиционная подформация формации  g  с м инимальны м



QC (п-1) -спутником т.Если р  -  такое простое число, что Zp е  Q, f ( Z p  ) \т  (Zp) Ф 0 , Н - г р у п п а  минимального  
порядка из f  (Zp) \ т (Zp) и Op(Н ) = 1, то формация f  (Zp) имеет следующее строение

f  (Zp) = QC (n - i ) ( {H }U  m (Z p )).

В случае, когда Q = 3 ,  из теоремы 1 и следствий 1, 2 получаем  соответственно следую щ ие результаты  
для и-кратно f  -расслоенны х, и-кратно биканонических и и-кратно к ом п ози ц и он н ы х форм аций.

С л е д с тв и е  3. Пусть п е  N, g  -  п-кратно f  -расслоенная формация с минимальным f  [„- 1) -спутником f , 
Ж  -  максимальная п-кратно f  -расслоенная подформация формации  g  с минимальным f  („-1) -спутником т, 
где f  -  Ъг-направление, удовлетворяющее условию f  < f 3 .Если р  -  такое простое число, что f  (Zp ) \т  (Zp) Ф 0 , 
Н  -  группа минимального порядка из f  (Zp) \ т (Zp) и Op(Н ) = 1, то формация f  (Zp) имеет следующее 
строение

f  (Zp) = F(„-1) ( ( { Н } U т (Zp)), f ).

С л е д с тв и е  4. Пусть п е  N, g  -  п-кратно биканоническая формация с минимальным В („-i) -спутником  
f ,  Ж  -  максимальная п-кратно биканоническая подформация формации g  с минимальным В („-i) -спутником  
т. Если р  -  такое простое число, что f  (Zp) \ т (Zp) Ф 0 , Н  -  группа минимального порядка из f  (Zp) \ т (Zp) 
и Op (Н ) = 1, то формация f  (Zp) имеет следующее строение

f  (Zp) = В (п - 1) ( { Н }U  т (Zp)).

С л ед стви е  5. Пусть п е  N, g  -  п-кратно композиционная формация с минимальным С[„- 1) -спутником f , 
Ж  -  максимальная п-кратно композиционная подформация формации g  с минимальным С(п- 1) -спутником  
т. Если р  -  такое простое число, что f  (Zp) \ т (Zp) Ф 0 , Н  -  группа минимального порядка из f  (Zp) \ т (Zp ) 
и Op (Н ) = 1, то формация f  (Zp) имеет следующее строение

f  (Zp) = С(п-1) ( { Н } U т (Zp)).

В теореме 2 доказано, что для любой м аксим альной кратно Q-расслоенной подф ормации Ж  заданной 
кратно Q-расслоенной  ф орм ац и и  5  сущ ествует такой ее спутник, строение которого определяется 
строением  м иним ального  спутника ф орм ации  g .

Т е о р е м а  2. Пусть п е  N, g  -  п-кратно Q f  -расслоенная формация с минимальны м Q f  („-1) -спутником  
f ,  f 0 < f . Если  Ж  -  максимальная п-кратно Q f  -расслоенная подформация формации g ,  то Ж  имеет такой 
Q f  [п- 1) -спут ник  h, что для некоторого А  е ( Q П К (g ) )  U {Q'} формация h (А) является максимальной  
(п -  1)-кратно Q f  -расслоенной подформацией формации f  (А), а для всех В е  ( ( Q П К  ( 5 ) )U {  Q '} ) \ ( A )  имеет 
место равенство h (В) = / (В).
Д о к азател ь ств о . Пусть Ж  -  м аксим альная п-кратно Q f  -расслоенная подф ормация формации g  и т -  ее 
м и н и м а л ь н ы й  Q ^ („- 1) -спутник. Т ак как Ж  с  5 , то 5 \ Ж  Ф 0 . Пусть G е  5 \Ж .  Тогда Ж  = QF„(Ж , ^ ) с  
QF„({G } U Ш , ^ ) с  д .  Отсюда, с учетом  м аксим альности  Ж  в g , следует, что QF„({G } U Ш , ^ ) = g .

Покажем, что К  ( S )  П Q = (К  (G) U К  (Ж )) П Q. Поскольку {G }U Ж  с  д , то (К  (G) U К  (Ж )) П Q с  К  (S ) П Q. 
Д опустим , что (К  (О ) U К  (Ж )) П Q с  К  ( g )  П Q. Т огда сущ ествует такая груп п а X  е К  ( g )  П Q, что 
X  ^ (К  (G) U К  (Ж )) П Q. Это означает, что X  е Q \ ( K  (О) U К  ( ж ) )  и, в силу лем м ы  2 (3), f  ( X ) = 0 . С другой 
стороны, поскольку g  = QF„(5 , f ), то, по лем м е 2 (3) / ( X ) = QF[„- 1) ((Т/Т^(А) I Т е ^ ) , ^ ) Ф 0 . П олучили 
противоречие. Тем самы м  установлено, что К (g )  П Q = ( К (G) U К (Ш )) П Q и, значит,

f  (А)  =

QF(„- 1) ( { L / 0  Q (L) I L е  {G} U Ш } ,^ ), если А е {Q'}; 

QF(n-i) ( { L /L ^ (А) I L е { 0 } U Ш}, f ), если А е Q П К (S ); 
0 , если А  е Q \  К (g ) .

Пусть
Ш а := { М /O q (М) I М  е  Ш};

= j { М /М ^ (л) I М  е  Ш}, если А е Q П К (Ш );

если А е ( Q П К ( S ))  \  К (Ш ).

Тогда
' QF(„-i)({G / о  а (О ) } U  Ш а , ^ ), если А е { Q '};

f  (А) = QF(„-i) ({G /G ^ (А)} U Ш ^, f ), если А е Q П К (S );

0 , если А  е Q \  К ( g ) .

Отметим, что, в силу лем м ы  2 (3), м и н и м альн ы й  Q ^ („- 1)-спутник т ф орм ации Ш  имеет следую щ ее 
строение:

\ q F(„- 1')(Ша , ^ ), если А  е  {Q'};

QF(п-1) (Ш^, f ), если А е Q П К (Ш );т (А) = ■
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0 , если А е Q \  К (Ш ).



Пусть А  е  {Й '}. Т ак  как {G / О й (G )} U Ж Й с  ЙР(„_1) ( { С / О й (G )} U т ( Й ' ) , ^ ), то / ( Й ') 
с  ЙР(„_1)({ G /О й (G )} U т ( Й ' ) , ^ ). С другой  стороны , поскольку Ж Й с  {G /О й (О )} U Ж Й с  f  (Й'), 
то т (Й ')  с  f  ( Й ') . П оэтом у ЙР(„_1)({G /О Й(G )} U т ( Й ' ) , ^ ) с  f  ( Й '). Тем  сам ы м  установлено, что 
f  ( Й ') = Й f(„_ l)({G /О й ( О )} U т ( Й '), (р).

Пусть А  е  Й П К (g ). Рассуждая, как и выш е, получаем  равенство / (А)  = ЙР(̂„_1) ({G / С ^ (д)} U т(А), f ).
Т аким  образом,

f  (А)  =

ЙР („_1)({G / 0 Й (G)} U т  ( Й ') ,^ ), если А  е  {Й'};

ЙР(„_1) ({G / 0 ^ (А)} U т(А), f ), если А  е  Й П К (5 );
0 , если А  е  Й \  К (g ).

П оскольку Ж  с  g , то по лем м е 2 (4) т < f . П оэтому найдется такой  элем ен т X  е  Й U {Й'}, что 
т ( X ) с  f  ( X ). Рассм отрим  случай, когда X  е  {Й '}, т. е. т ( Й') с  f  ( Й ') . По лем м е 3 в / ( Й ') сущ ествует 
такая м аксим альная (п _  1)-кратно Й ^-расслоенная подф орм ация Ж 1, что т (Й ') с  Ж 1.

Пусть h -  ЙР -ф ункция такая, что h ( Й')  = Ж 1 и h (А)  = / (А)  для всех А  е  Й и §  := Й Р(h, f ). Покажем, 
что §  = Ж . Т ак  как  h ( Й')  = Ж 1 с  f  ( Й')  и h (А)  = f  (А) для всех А  е  Й, то h < f . Т огда по определению  
й -расслоен н ой  ф орм ац и и  §  с  g .  Если §  = 5 , то по лем м е 2 (4) h1 ( Й ') = f  ( Й '), где h1 -  м и н и м а л ь н ы й  
Й ^ (п_1) -сп утн и к  ф орм ац и и  § .  С другой  стороны , по лем м е 2 (3) h1 ( Й ') с  h ( Й ') с  f  ( Й '). П олучили  
противоречие. Т аким  образом , §  с  g .  П оскольку т ( Й') с  Ж 1 = h ( Й')  и т (А) с  f  (А)  = h (А) для  всех 
А  е  Й, то т < h. С ледовательно, Ж  с  § .  Т ак как  Ж  -  м ак си м альн ая  (п _  1)-кратно Й ^-расслоенная 
подф орм ация ф орм ации  g ,  то Ж  = §  и h -  иском ы й Й^^п_1) -спутник ф орм ации  Ж .

Р ассм отрим  случай, когда / ( Й ') = т ( Й '). Тогда X  е  Й и т ( X ) с  f  ( X ). Если X  е Й \ К (g ) ,  то 
т ( X ) = 0  = / ( X ), что невозм ож но. П оэтом у X  е  Й П К (g ) . По лем м е 3 в / ( X ) сущ ествует такая 
м аксим альная (п _  1)-кратно Й ^-расслоенная подф орм ация Ж 2, что т ( X ) с  Ж 2. Пусть Ь -  Й ^-ф ункция 
такая, что Ь( Й')  = / ( Й '), Ь (X ) = Ж 2 и Ь(Y ) = / ( Y ) для  всех Y е  Й \(Х ) и S  := Й Р (Ь ,^ ). Установим, 
что ® = Ж . П оскольку Ж 2 с  f  ( X ), то Ь < f . С ледовательно, ® с  g .  Если S  = 5 , то по лем м е 2 (4) 
Ь1 ( X ) = / ( X ), где Ь1 -  м и н и м а л ь н ы й  Й ^ („_1)-сп утн и к  ф орм ац и и  S .  C другой  стороны , по лем м е 2 (3) 
^ 1  ( X ) с  Ъ(X) с  f  ( X ). П олучили противоречие. Таким образом, S  с  g . Поскольку т ( Й')  = f  ( Й')  = Ь( Й'), 
т ( X ) с  ^ 2  = Ь (X ) и т ( Y ) с  f  ( Y ) = Ь( Y ) дл я  всех Y  е  Й \(Х ), то т < Ь. С ледовательно, Ж  с  S .  Т ак  как 
Ж  -  м аксим альная (п _  1)-кратно Й ^-расслоенная подф орм ация в g ,  то Ж  = ® и, значит, Ь -  иском ы й 
Й ^ (̂ п_1) -спутник ф орм ации  Ж . Теорема доказана.

Поскольку f 0 < f 2 < f 3, то из теорем ы  2 вы текаю т результаты  для и-кратно Й -свободных, и-кратно 
Й -биканонических и и-кратно Й -ком позиционны х формаций.

С л ед стви е  6. Пусть п е  N, g  -  п-кратно Й-свободная формация с минимальным ЙРг(„_!) -спутником f . 
Если  Ж  -  максимальная п-кратно Й-свободная подформация формации  g , то Ж  имеет такой ЙРг(п_1) - 
спутник h, что для некоторого А  е (Й П К  (g ))U { Й '}  формация h (А) является максимальной (п _  1)-кратно 
Й-свободной подформацией формации f  (А), а для всех В е ( ( Й П К  (g ) )  U { Й '} )\(А ) имеет место равенство 
h (В)  = f  (В).

С л е д с т в и е  7. П уст ь п е  N, g  -  п-кратно Й-биканоническая формация с м иним альны м  ЙВ(„_1) - 
спутником f . Если  Ж  -  максимальная п-кратно Й-биканоническая подформация формации  g ,  то Ж  имеет  
такой ЙВ („ _1) -спутник h, что для некоторого А  е ( Й П К  (g ))U { Й '}  формация h (А) является максимальной  
(п _  1)-кратно Й-биканонической подформацией формации f  (А), а для всех В е  ( ( Й П К (g ) )  U { Й '} )\(А ) 
имеет место равенство h (В) = / (В).

С л е д с т в и е  8. П уст ь п е  N, g  -  п-кратно Й-композиционная формация с м ин им альны м  ЙС[п_1) - 
спутником f . Если  Ж  -  максимальная п-кратно Й-композиционная подформация формации g , то Ж  имеет  
такой ЙС („_1) -спутник h, что для некоторого А  е ( Й П К  (g ))U { Й '}  формация h (А) является максимальной  
(п _  1)-кратно Й-композиционной подформацией формации f  (А), а для всех В е ( ( Й П К (g ) )  U {Й '} )\(А ) 
имеет место равенство h (В) = f  (В).

В случае, когда Й = 3 ,  из теорем ы  2 и следствий 6 -8  получаем  следую щ ие результаты  для п-кратно 
f  -расслоенных, п-кратно свободных, п-кратно биканонических и п-кратно ком п ози ц и он н ы х ф орм аций 
соответственно.

С л е д с т в и е  9. П уст ь п е  N, g  -  п-кратно f  -расслоенная формация с м иним альны м  f  („_1) -спутником  
f ,  f 0 < f . Если  Ж  -  максимальная п-кратно f  -расслоенная подформация формации  g , то Ж  имеет такой 
f  (п_1) -спут ник  h, что для некоторого А  е К (g )  формация h (А) является максимальной (п _  1)-кратно  
f  -расслоенной подформацией формации f  (А ) , а для всех В е К ( ^ ) \ ( А )  имеет место равенство h (В) = / (В).

С л е д с т в и е  10. П уст ь п е  N, g  -  п-кратно свободная формация с м иним альны м  Рг(п_1) -спутником f .  
Если Ж -максим альная п-кратно свободная подформация формации g ,  то Ж  имеет такой Рг(„_1) -спутник h, 
что для некоторого А  е К  (g )  формация h (А) является максимальной (п _  1) -кратно свободной подформацией 
формации f  (А), а для всех В е К ( '^ ) \ ( А )  имеет место равенство h (В) = f  (В).

С л ед стви е  11. Пусть п е  N, g  -  п-кратно биканоническая формация с минимальным В(„_1) -спутником  
f .  Если  Ж  -  максимальная п-кратно биканоническая подформация формации  g , то Ж  имеет такой



В(„- 1) -спут ник  h, что для некоторого А  е К (g )  формация h (А) является максимальной (п -  1 )-кратно  
биканонической подформацией формации f  (А), а для всех В е К ('^ ) \ (А )  имеет место равенство h (В) = f  (В).

С л ед стви е  12. Пусть п е  N, g  -  п-кратно композиционная формация с минимальным С[„- 1) -спутником
f . Если  Ш  -  максимальная п-кратно композиционная подформация формации  g ,  то Ш  имеет такой  
С[п- 1) -спут ник  h, что для некоторого А  е К (g )  формация h (А) является максимальной (п -  1)-кратно  
композиционной подформацией формации f  (А), а для всех В е К  ( 'S ) \ (A )  имеет место равенство h (В) = /  (В).

3.2. Д о с т а т о ч н ы е  у с л о в и я  м а к с и м а л ь н о с т и  к р а т н о  Q -р а с с л о е н н о й  п о д ф о р м а ц и и  к р а т н о  
Q-р а с с л о е н н о й  ф о р м а ц и и

Т е о р е м а  3. П уст ь  g  и Ш  -  п-кратно Q -расслоенные формации с направлением f  и м ин им альны ­
м и  Q f  („- 1) -спутникам и f  и т соответственно. Если А  е Q П К (Ш ), f  -  Ъаг-направление, f  ( Q')  = 
т (Q'), f  (В) = т(В) для любого В е Q \(A ) ,  т (А)  с  f  (А ) , причем для любой группы G е f  (А ) \т (А )  с
0  А (G) = 1 выполняется равенство f  (А)  = QF („- i) ({ G } U т (А), f ), то Ш  является максимальной п-кратно  
Q f  -расслоенной подформацией формации  g .
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть А  е  Q П К (Ш ), f  -  Ь ^г-направление, / ( Q ') = т ( Q '), / (В) = т(В)  для лю бого 
В е  Q \(A ), т (А) с  f  (А), п ри чем  для лю бой  груп п ы  G е f  (А ) \т (А )  с Оа (G) = 1 вы полняется / (А)  = 
QF(п-1)({G } U т ( A ) , f ). Тогда т < f  и, зн ачи т, по определению  Q-расслоенной  ф орм ац и и  Ш  с  g . 
Допустим, что Ш  = g .  Тогда по лем м е 2 (3) т  = / ,  что невозмож но. Следовательно, Ш  с  g .

Пусть £  -  п рои звольн ая  п-кратно Q f -расслоенная ф орм ация, п ри чем  Ш  с  £  с  g . П окаж ем, что 
£  = 5 .  П оскольку Ш  с  £ , то сущ ествует груп п а Н  е  £ \Ш . Т ак  как Н  Ш, то Ш  = Q f„ (Ш, ^ ) с  
QFn( { Н } U Ш, ^ ) с  £ . Пусть §  := QFn( { Н } U Ш, ^ ), h -  м и н и м а л ь н ы й  Q f  („- 1) -сп утн и к  ф орм ац и и  § ,
1 -  м и н и м альн ы й  Q ^ (п- 1) -спутник ф орм ации  £ .

Ввиду того, что £  с  g , по лем м е 2 (4) им еем  I < f . Так как Н  е  £ , то по определению  Q-расслоенной 
ф орм ац и и  Н/Н^(X) е I (X ) с  f  ( X ) для  лю бого X  е Q П К ( Н ). Если А  е К ( Н ), то Н/Н^(А) е f  (А).  
Если А  f  К ( Н ), то Н  е ®а ' . П оскольку f  -  г-направление, то Н  е ®а ' с  ®a 'V (А)  = f  (А). П оэтом у 
Н  = (А) . Т ак  как  А  е К (£ )  П Q, то I(А)  Ф 0 . С ледовательно, Н/Н^(А)  = 1 е I(А) с  f  (А), т. е.
Н/Н^(А) е f  (А).  П окаж ем, что Н/Н^(А)  f  т(А).  П редполож им , что Н/Н^(А) е т(А).  П оскольку для 
лю бо 1’о в  е  (Q П К ( Н ))\(А ) справедли(в(з Н /Н ^ ( в ) е f  (В) = т(В)  и Н /О а (Н ) е I(Q ') с  f  ( Q ') = т ( Q ') , то 
по определению  Q -расслоенной ф орм ации  Н  е  Ш, что невозм ож но. С ледовательно, Н /Н ^( а ) f  т(А)  и, 
значит, Н/Н^(А) е f  (А ) \т (А ) .

П оскольку f  -  Ь ^-направление, то по лем м е 2 (1) Оа (Н /Н ^( а )) = 1. Т ак  как Н /Н ^ ( а ) е f  ( А ) \т (А )  и 
О А (Н /Н ^  (А)) = 1, то по условию  теорем ы  справедливо равенство

f  (А) = Q f „ - i ( { Н / Н ^ (a)}U  т ( A ) , f ).

Покажем, что I(А)  = / (А). Т ак как  по лем м е 2 (4) т < h < I < / ,  с учетом  равенств т ( Q')  = / ( Q ') и 
т(В)  = / (В) для любого В е  Q \(A ), им еет место

т ( Q ') = h (Q ')  = I ( Q ') = f  ( Q '); 

т(В)  = h (В) = I(В) = f  (В) для любого В е  Q \(A ); 

т (А) с  h (А) с  I(А) с  / (А).

П оскольку §  = Q F n ( § , f ) и §  = QFn( { Н } U Ш, ^ ), то, в силу л ем м ы  2 (3), справедливо  равенство 
К ( § )  П Q = (К (Н ) U К (Ш )) П Q. По лем м е 2 (3) м и н и м а л ь н ы й  Q ^ (п- 1) -сп утн и к  ф орм ац и и  §  им еет 
следую щ ее строение:

'QF(„-i) ( { L / 0 Q(L)I  L е { Н }U  Ш } ,^ ), если X  е {Q'};

h ( X ) = QF(„-i) ( { L /L ^ (X) I L е { Н } U Ш}, f ), если X  е Q П К (§ ) ;

0 , если X  е  Q \  К (§ ) .

Рассуждая как и при доказательстве теорем ы  2, нетрудно показать, что

h (X)  =

Q F (n- i) ({H /O q (H )} U m ( Q ' ) , f ), если X  е {Q'};

Q f (n-i) ( {H /H ^ (X )}  U m ( X ), f ), если X  е Q П К (§);  
0 , если X  е Q \  К (§ ) .

Если А  f  К ( § ) ,  то h (А)  = 0  и, значит, т (А)  = 0  = h (А). П олучили  противоречие. С ледовательно, 
А  е  Q П К  ( § )  и поэтому h (А)  = QF („- 1) ( { Н /Н ^  (a)}U  т ( A ) , f ) = /  (А). Это, ввиду вклю чения h (А) с  I (А) с  
f  (А), означает равенство I(А)  = / (А ) . Таким  образом, I = /  и по определению  Q-расслоенной ф орм ации 
£  = 5 . Тем самым установлено, что Ш  -  м аксим альная п-кратно Q ^ -расслоенная подф ормация формации
g . Теорема доказана.

Поскольку f 2 и f 3 являю тся Ьа-н ап равлен и ям и  для лю бой абелевой группы  А  е  3 ,  то из теорем ы  3 
вытекаю т результаты  для п-кратно Q-биканонических и п-кратно Q -ком п ози ц и он н ы х ф орм аций.



С л е д с т в и е  13. П уст ь  g  и Ж  -  п-кратно Й-биканонические формации c м иним альны м и ЙВ(„_1) - 
спут никами f  и т соответственно. Если А  е  Й П К  (Ж ) П ЭД, f  ( Й')  = т ( Й'), f  (В) = т (В) для любого 
В е  ( Й П ЭД)\(А), т (А) с  f  (А), причем для любой группы G е f  ( А ) \т  (А) с О а  (G ) = 1 выполняется равенство 
f  (А)  = Й В („_1)({ G } U т (А)),  то  Ж  является максимальной п-кратно Й-биканонической подформацией 
формации  g .

С л е д с т в и е  14. П уст ь  g  и Ж  -  п-кратно Й-композиционные формации c м иним альны м и ЙС[п_1) - 
спут никами f  и т соответственно. Если А  е  Й П К  (Ж ) П ЭД, /  ( Й ') = т ( Й'), f  (В) = т (В) для любого 
В е Й \(А ) ,  т (А)  с  f  (А), причем для любой группы G е f  (А ) \т (А )  с Оа (G) = 1 выполняется равенство  
f  (А)  = ЙС(п_1)({G } U т(А)),  то Ж  является максимальной п-кратно Й-композиционной подформацией 
формации  g .

В случае, когда Й = 3 ,  из теорем ы  3 и следствий  13, 14 п олучаем  результаты  для п-кратно 
f  -расслоенных, п-кратно биканонических и п-кратно ком п ози ц и он н ы х ф орм аций.

С л е д с т в и е  15. П уст ь  g  и Ж  -  п-кратно расслоенные формации c направлением f  и м иним альны м и  
f  (п _1) -спутникам и f  и т соответственно. Если А  е К  (Ж ), f  -  Ъа г -направление, f  (В) = т (В) для 
любого В е 3 \ ( А ) ,  т(А) с  f  (А), причем для любой группы G е f  ( А ) \т (А )  с Оа (G ) = 1 выполняется  
равенство f  (А) = F („ _1)({G  }Um ( A ) , f ), то Ж  является максимальной п-кратно f  -расслоенной подформацией 
формации  g .

С л ед стви е  16. Пусть  g  и Ж  -  п-кратно биканонические формации c минимальными В(„_1) -спутниками  
f  и т соответственно. Если А  е К  (Ж ) П ЭД, /  (В) = т (В) для любого В е ( 3  П ЭД)\(А), т (А) с  f  (А), причем  
для любой группы G е f  ( А ) \т (А )  с Оа (G ) = 1 выполняется равенство  / (А) = В(„_1) ({G } U т (А)),  то Ж  
является максимальной п-кратно биканонической подформацией формации  g .

С л ед стви е  17. Пусть  g  и Ж  -  п-кратно композиционные формации c минимальными С(п_1) -спутниками  
f  и т соответственно. Если А  е К  (Ж ) П ЭД, /  (В) = т (В) для любого В е ( 3  П ЭД)\(А), т (А) с  f  (А), причем  
для любой группы G е f  ( А ) \т (А )  с Оа (G ) = 1 выполняется равенство f  (А) = С(„_1)({G } U т (А)),  то Ж  
является максимальной п-кратно композиционной подформацией формации  g .

3.3. О г р у п п а х , в х о д я щ и х  в  м а к с и м а л ь н ы е  п о д ф о р м а ц и и  к р а т н о  Й -р а с с л о е н н ы х  ф о р м а ­
ц и й . Установим, что для лю бой  н еед и н и ч н о й  р азр еш и м о й  Й -группы  G, п р и н ад л еж ащ ей  п-кратно 
й -расслоен н ой  ф орм ац и и  g  с н ап равлен и ем  f ,  ф актор-группа G /(П ^ еЙG ^(а )) п р и н ад л еж и т пересече­
нию  всех м ак си м альн ы х  п-кратно Й ^-расслоенны х п одф орм ац и й  ф орм ац и и  5 .  И спользуя м етоды  
доказательств, разработанны е в [4] для исследования г-зам кнуты х  п-кратно локальн ы х ф орм аций , где 
т -  подгрупповой  функтор, предварительно докаж ем  следую щ ие две лем м ы .

Л ем м а 4. Пусть п е  N, f  -  FR-функция, fo  < f . Если  ^ 1 , ^ 2  е  Й^ " F и ^ 1  с  ^ 2 , то ФЙ̂ „^ ( ^ 1 ) с  ФЙ̂ „^ ( ^ 2 ). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть ^ 1, ^ 2  е  Й^ " F и ^ 1  с  ^ 2 . П редполож им , что ФЙ̂ „р ( ^ 1 ) ^  ФЙ̂ пр О 2 ). Т огда в ^ 2  

сущ ествует такая м акси м альн ая  п-кратно Й ^-расслоенная подф орм ац и я Ж , что ФЙ̂ „р О 1 ) ^  ^ .  Ввиду 
вклю чения ФЙ̂ „р О 1 ) с  ^ 1 , им еем  ^ 1  ^  Ж . Это означает, что Ж  с  ЙFn О 1 U Ж , f ) и, следовательно,

Sz = ЙFn (S 1 U r n , f ) = S1 Уй^„^ ш .

Так как, ввиду зам ечания 3, gz / Й̂ „р^  -  5 1 /Й̂ пр О 1 П Ж ) и по замечанию  4 множество gz / Й̂ „р^  имеет 
л и ш ь  два элем ен та Ж  и 5 2, то м нож ество 5 1/ Й̂ пр ( 5 1 П Ж ) такж е является двухэлем ен тн ы м . Тогда по 
зам ечанию  4 ф орм ация 5 1 П Ж  является м акси м альн ой  п-кратно Й ^-расслоенной  п одф орм ац и ей  в 5 1. 
Поэтому ФЙ̂ „р О 1 ) с  ^ 1  П Ж  с  Ж . П олучили противоречие. Следовательно, ФЙ̂ „р О 1 ) с  ФЙ̂ „р (gz). Лемма 
доказана.

Л ем м а 5. Пусть п е  N, f  -  FR-функция, являющаяся Ъг-направлением Й-расслоенной формации, f  < ^ 3, 
G -  неединичная разрешимая Й-группа. Тогда G /F (G) е  ФЙ̂ „р (Й F„( G , f )).
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть G -  кон трп ри м ер  м и н и м альн о го  поряд ка и 5  := ЙFn( G , f ). Т ак как G Ф 1, то 
g  Ф ® и, значит, 1 е Ф„Й̂  (g ). Тогда из G /F (G) ^ ФЙ̂ пр (S ) следует, что F (G ) Ф G и, в частности, Ф(G) Ф G . 
П редполож им , что Ф(G) Ф 1. Согласно лем м е 1 (6), им еем

G /F (G ) -  (G /Ф (G ) ) / ( F ( G ) /Ф ( 0 )) = (G /Ф (G ) ) /F ( G /Ф (G )).

П оскольку G /Ф (G ) -  н ееди н и ч н ая  р азреш и м ая Й -группа и |G /Ф (G )| < |G |, то, в силу выбора груп п ы  G, 
справедливо

(G /Ф (G ) ) /F ( G /Ф (G )) е Фй^„^( ЙF„(G /Ф (G ) , ^ )).

Из G е  g  следует, что G /Ф (G ) е  g  и, значит, ЙFn(G /Ф (G ), f ) с  g . Т ак  как f  -  г -направление, то f 0 < f . 
Тогда по лем м е 4 получаем

Фй^„^( ЙFn(G /Ф (G ) , f  ) ) с  Фй^„^(S ).

С ледовательно, G /F (G ) е  ФЙ̂ пр (5 ), что п роти воречи т вы бору груп п ы  G . Тем  сам ы м  установлено, что 
Ф(G) = 1 и, ввиду лем м ы  1 (5), F (G ) Ф 1.



I. Рассмотрим  случай, когда G -  прим итивная группа. Пусть М  -  прим итиватор  группы  G . Согласно 
лем м е 1 (2), G = Р ^  М  -  м он оли ти ческ ая  груп п а с абелевы м  м он оли том  Р = С о(Р ). Пусть К (Р ) = (Zp). 
Так как f  -  Ъг-направление и f  < f 3, то

^  с  ®(2 ^ ) '^ р  с  (®(2 ^) 'f  (Zp) ) ^ р  = f  (Zp )^ р  = f  (Zp) с  ^ 3(Zp).

Поэтому F (G ) с  G^(z^) с  G^3(z^) = Fz^ (G) с  Cg(P)  = P и, следовательно, P = F (G ) = G^(z^).
П оскольку^  = QF„ ( G , f )  и f 0 < ^ , то по лем ме 2 (3) формация 5  обладает единственны м  м иним альны м  

Q f  (п-1) -спутником  / ,  им ею щ им , с учетом  К (G ) с  Q, следую щ ее строение:

f  (А)  =

QF(„-1) (G /О а (G ), f ) = ®, если А  е  {Q'};

Q F (n- i) (G /G ^(А), f ), если А  е К (G );
0 , если А  е  Q \  К (G),

в частности, f  (Zp) = QF(„-i) (G /Р, f ) = QF(„-i) (M, f ).
Так как G /F (G ) f  Фа^„р (5 ) ,  то в g  сущ ествует такая м аксим альная и-кратно Q ^ -расслоенная подфор- 

м ация § ,  что G /F (G ) f  § .  Пусть h -  м иним альны й  Q ^ (п- 1) -спутник форм ации § .  Ввиду лем м ы  2 (4), h < f . 
Если h ( Q ') с  f  ( Q '), то из f  (Q ') = ® получаем  h ( Q ') = 0 , что противоречит определению  Q-расслоенной 
ф орм ации . С ледовательно, h ( Q')  = f  ( Q ' ) . Если h(Zp) = f  (Zp), то G /F (G) = G/G^(Zp) е h (Zp) с  § ,  что 
невозмож но. Следовательно, h(Zp) с  f  (Zp) и h(A) с  f  (A)  для лю бой группы  A  е  Q \  (Zp). По лем м е 3 в 
f  (Zp) сущ ествует такая м акси м альн ая  (п -  1)-кратно Q ^ -расслоенная п одф орм ац и я Ш, что h(Zp) с  Ш. 
О тм етим  также, что ф  („-Пр(f  ( ^ р )) с  Ш.

Пусть т  -  такая Q f -ф ункция, что т ( Q')  = / ( Q '), т (Zp) = Ш, т(А)  = / (А) для  лю бой группы  
А  е  Q \  (Zp), и Ш , -  Q ^ -расслоенная ф орм ац и я с Q -спутником  т. В силу зад ан и я  ф ун кц и и  т, им еем  
Ш , е Qq>"F. П окаж ем, что М  е  Ш ,. П оскольку IM\ < IGI и М  -  н еед и н и ч н ая  р азр еш и м ая  Q-группа, то, 
ввиду выбора группы  G , справедливо

М / F ( М ) е  Фа^(„-1)^ (QF(п-1) ( М , ^ )) = Фа^(„-^^ ( / (Zp)) с  Ш  = т (Zp).

Т ак  как F (М) с  (z^) , то М / М ^ (z^ ) е т (Zp). П оскольку М  е  g ,  то М /О а (М ) е f  ( Q ') = т (Q ') и 
М /М^(А) е f  (А) = т(А)  для лю бой груп п ы  А  е К ( М ) \  (Zp). Это, по определению  Q-расслоенной  
ф орм ации, означает, что М  е  Ш ,.Т а к  как

h ( Q ') = т ( Q ') = f  ( Q '); 

h(Zp) с  т (Zp) с  f  (Zp); 

h(A) с  m(A)  = f  (A) для лю бой группы  A  е  Q \  (Zp),

то, h < m < f  и, согласно определению  Q-расслоенной  ф орм ации , §  с  Ш , с  g . Если Ш , = g ,  то по 
лемме 2 (3) /  < т и, значит, / (Zp) с  т (Zp), что противоречит вклю чению  т (Zp) с  f  (Zp). Следовательно, 
Ш , с  g  и, в силу м акси м альн ости  §  в g , справедливо  равенство §  = Ш ,. Т огда G /F (G ) = М  е  § ,  что 
невозм ож но. Т аки м  образом , в случае, когда G -  п р и м и ти вн ая  группа, м ы  получаем  п ротиворечие с 
вы бором  группы  G .

II. Пусть теперь группа G не является прим итивной, {М,, . . . ,  M t } -  совокупность всех м аксим альны х 
подгрупп группы  G , Ti := G /C o re c (Mi), i = 1 ,k , T  := T, x T 2 X . . . xTk  и X := QF„(T, f ). Тогда T  е  g  и поэтому 
X с  g . С другой  стороны , так  как  G = G /Ф (G ) = G/ ( ^ ^ ^  C orec (Mi)) и класс X зам кн ут относительно 
подпрямы х произведений, то G е  X и, значит, g  с  X. Следовательно, 5  = X. Поскольку Ti -  неединичная 
разреш и м ая Q -группа и ITi\ < IGI, то, в силу выбора группы  G , используя лем м у  4, получаем

Ti/F (Ti) е  Фа ^„^ ( QF„ (Ti )) с  Фа ^„^ (X) = Фа ^„^ (S ), i = 1,к.

В виду того, что TiF(Т ) / F (Т ) = Ti/Ti П F (Т ) = Ti/F(Ti), им еем

Т /F  (Т) = (Ti X ■ ■ ■ X Tk ) /F  (Т ) = TiF (T ) /F  (T) X ^ ^ ^ X Tk F (T ) /F  (T) = 

= T i/F  (Ti) x ^ ^ ^ x  Tk/F (Tk) е  Фа ^„^ ( S ) .

Так как группа G входит подпрямо в Т , то GF(Т ) / F (Т ) входит подпрямо в Т / F (Т ) и, значит, G F(Т ) / F (Т ) е 
Фа ^„Р (5 ) .  Тогда из GF(Т ) / F (Т ) = G /G  П F (Т ) следует

G /F (G ) = (G / (G  П F (Т ) ) ) / ( F (G ) / (G  П F (Т))) е  Фа ^„^ ( S ) .

П олучили противоречие с выбором группы  G . Л емм а доказана.



Т е о р е м а  4. Пусть п е  N, g  -  п-кратно Q -расслоенная формация с Ьг-направлением f ,  f  < ^ 3, 
G -  неединичная разрешимая Q -группа. Если G е  g , то О /(П ^е а (а)) е  Фа^„^ (5 ).
Д о к аза тел ь ств о . Пусть G е g  и А  е  Q. Поскольку G Ф 1, то g  Ф ® и поэтом у Фа^„^ (5 )  Ф 0 . Покажем, что 
G / G ^ (А) е  Фа^„р (5 ) .  Рассмотрим  случай, когда А  f  К (G ). Так как f  -  г -направление, то

G е  ®А' с  f  (А)  = f  (А)

и, значит, G = G ^(А) . Следовательно, в этом  случае G /G ^ (а ) = 1 е  Фа^„^ (5 ).
Пусть А  е К (G ) и g ,  := Q F„( G , f ). Так как g ,  с  g ,  то, в силу лем м ы  4, Фа^„^ (5 ,)  с  Фа^„^ (5 ). Согласно 

лем м е 5, G / Р (G ) е  Фа^„^ (5 i)  и, значит, G / Р (G) е  Фа^„^ (5 ) .  В виду разреш и м ости  груп п ы  G, А  = Zp для 
некоторого простого числа р . Так как f  является Ьг-направлением , то

^  с  ®(2 ^ ) '^ р  с  (®(2 ^ )'f  (Zp ) ) =  f  (Zp )^ р  = f  (Zp).

Это означает, что Р (G ) с  G^ (z^) .С ледовательно, G /G ^ (z^ ) = (G /Р  (G ))/(G ^  (z^ ) /P  (G )) е  Фа̂ „_̂  ( S ) .
П оскольку Фа^„р (5 )  является классом  групп, зам кн уты м  относительно п о д п р ям ы х  п роизведений , 

то из G /G ^ (А) е  Фа^„^(5 )  для лю бой груп п ы  А  е  Q следует, что G /(П ^ еаG ^(а )) е  Фа^„^(5 ) . Теорем а 
доказана.

Из теорем ы  4 непосредственно вы текаю т результаты  для и-кратно Q-бикан он и чески х  и и-кратно 
Q -ком позиционны х ф орм аций. П олагаем Фа^„р  (5 )  := Фа . „ . ( 5 ) , Фа .3 „ .(» )  := Фа с „ .О ) .

С л е д с тв и е  18. Пусть п е  N, g  -  п-кратно Q -биканоническая формация и G -  неединичная разрешимая  
Q -группа. Если G е ^ , т о  G /(П^еаОа 'л (G)) е  Фа^„^ (%).

С л ед стви е  19. Пусть п е  N, §  -  п-кратно Q -композиционная формация и G -  неединичная разрешимая  
Q -группа. Если G е  5 ,  то G /(П^еаFa (G)) е  Фа^„^(5 ).

В случае, когда Q = 3 ,  из теорем ы  4 получаем  результаты  для п-кратно расслоенны х ф орм аций, и в 
частности, для п-кратно биканонических и п-кратно ком позиционны х ф орм аций. П олагаем Ф^ „^ (g )  :=
Ф ,„, (5 ) ,  Ф,3„, (5 )  := Фс„Р (5 ).

С л е д с т в и е  20. П уст ь п е  N, g  -  п-кратно расслоенная формация с Ьг-направлением f f  < f 3, 
G -  неединичная разрешимая группа. Если G е ^ ,  то G /(П ^ е3 G^ (А)) е  Ф^„^ (g ).

С л е д с т в и е  21. П уст ь п е  N, g  -  п-кратно биканоническая формация и G -  неединичная разрешимая  
группа. Если G е ^ ,  то G/(П^е3 ^ а ' а (G)) е  Ф^,„^(S ).

С л е д с т в и е  22. П уст ь п е  N, g  -  п-кратно композиционная формация и G -  неединичная разрешимая  
группа. Если G е ' ^ , т о  G /(П ^ е3 Ра(G)) е  Ф^„^(5 ).

4. З а к л ю ч е н и е . В монографии А. Н. Скибы [4] изучались г-зам кнуты е п-кратно локальны е формации 
(здесь т -  подгрупповой  функтор), в частности, бы ла исследована взаим освязь м еж ду  м и н и м альн ы м и  
экранам и (спутниками) таких ф орм аций и их м аксим альны х подф орм аций [4, лем м а 5.1.20 (2)], установ­
лены  достаточны е условия м аксим альности  подф орм аций  г-зам кнуты х п-кратно локальны х ф орм аций 
[4, лем м а 5.1.20 (1)]. В теоремах 1-3 получено развитие данны х результатов для Q-расслоенных формаций. 
Т еорем а 4 является аналогом  результата Л. А. Ш ем еткова и А. Н. С кибы  [5, теорем а 6] о ф орм ации  
Фп (5 )  (здесь Ф" (g )  -  пересечение всех м ак си м альн ы х  п-кратно а -локальны х п одф орм ац и й  п-кратно 
а -локальной ф орм ации  g )  для случая п-кратно Q-расслоенной ф орм ации  g .
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