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Аннотация. В данной работе приводится аналог теоремы о среднем для субгармонических функций в следующей 
ситуации: вместо области пространства рассматривается стратифицированное множество Q, а вместо классиче­
ского лапласиана -  «стратифицированный». Ранее похожий результат был получен для так называемого мягкого 
лапласиана, максимально приближ енного по своим свойствам к классическому. Здесь же м ы  приводим  резуль­
тат -  аналог теоремы о среднем, -  имею щ ий место для всех стратифицированных лапласианов. Теорема о среднем 
играет важную роль при обсуждении качественных свойств субгармонических функций на стратифицированных 
множествах и в вопросах разреш имости на них задачи Дирихле.
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A bstract. In this paper, an analogue of the mean value theorem  for subharmonic functions is presented in  the following 
setting: instead of a domain in R^, a stratified set Q is considered, and instead of the classical Laplacian, a "stratified'one is 
used. Previously, a similar result was obtained for the so-called soft Laplacian, whose properties are as close as possible to the 
classical one. Here, we present a result—an analogue of the m ean value theorem—that holds for all stratified Laplacians. The 
mean value theorem  plays an im portant role in discussing the qualitative properties of subharmonic functions on stratified 
sets and in addressing the solvability of the Dirichlet problem on them.
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1. О сн о в н ш е  п о н я т и я  и  в с п о м о г а т е л ь н ы е  ф а к т ы .
1.1. С т р а т и ф и ц и р о в а н н о е  м н о ж е с т в о . О бщ ее определение страти ф и ц и рован н ого  м нож ества, 

л ап л аси ан а  н а  нем  и т .п . м ож но н ай ти  в [1] (см. такж е [2], [3]). В д ан н о й  работе м ы  ограничиваем ся 
случаем , когда все страты , кроме гр ан и ч н ы х  (подробности  ниж е), являю тся плоским и , что уп рощ ает 
опи сан и е основны х п он ятий . П лоской стратой akj м ы  н азы ваем  откры тое связное подм нож ество 
к -мерного линейного  м ногообразия L пространства R^ в топологии, и н дуцированной  на L из R ^.

М ножество Q с  R^ назы вается стратиф ицированны м , если оно связно и состоит из конечного числа 
страт Ukj р азл и ч н ы х  разм ерн остей  (здесь к  -  разм ерность, а j  служ ит для автоном ной  н ум ерац и и  
страт ф иксированной  размерности), им ею щ их ком пактны е зам ы кания и прим ы каю щ их друг к другу в 
соответствии со следую щ им и требованиям и:

© О щ епкова С. Н., С пивак А. С., 2025

http://orcid.org/0000-0001-9555-541X
http://orcid.org/0000-0001-9547-7597
mailto:osonia@mail.ru
mailto:alexs1nger@yandex.ru
http://orcid.org/0000-0001-9555-541X
http://orcid.org/0000-0001-9547-7597
mailto:osonia@mail.ru
mailto:alexs1nger@yandex.ru


• пересечение зам ы каний  akj  П ami различны х страт akj , ami либо пусто, либо состоит из некоторы х 
страт;

• граница datj = a k j \a k j  либо пуста (так будет, наприм ер, при  к = 0), либо состоит из страт.

Строго говоря, стратиф ицированное множество -  это тройка (Й, S ,  f ), в которой S  -  ф иксированны й 
набор страт, представляю щ их м нож ество Й, а f  -  отображ ение, отож дествляю щ ее гран и ц ы  некоторы х 
страт (способ склейки Й из элементов набора S ), но м ы  будем назы вать стратиф ицированны м  множеством 
само Й, считая S  и f  ф иксированны м и.

1.2. С т р а т и ф и ц и р о в а н н а я  м ера. Пусть ы с  Й таково, что каждое пересечение ы П akj изм ерим о по 
Лебегу. Н етрудно показать, что семейство таких подм нож еств образует а-алгебру  Е в Й. М еру лю бого 
м нож ества а  € Е определим  форм улой

^ ) = ^  П ^ k j ) ,
^kj

где ^k  -  обычная к -мерная м ера Лебега. О пределенную  таким  образом меру будем назы вать стратиф ици­
рованной. Легко проверить, что она удовлетворяет стандартны м  аксиом ам  меры.

П онятие и зм ер и м о й  ф ун к ц и и  определяется стандартно. М ож но показать, что и н теграл  Лебега 
изм ерим ой  ф ункции /  по изм ерим ом у множ еству а  с  Й сводится к сумме обы чны х интегралов Лебега 
по ф рагм ентам  а  П ak j . В частности, при  а  = Й им еем

J f d n  = f d ^ k .
Й akj

1.3. Д и в е р г е н ц и я  и  л а п л а с и а н  н а  с т р а т и ф и ц и р о в а н н о м  м н о ж е с т в е . Н а сегод н яш н и й  день 
наиболее распространённы м и методам и определения гарм онических функций на слож ных множествах, 
как правило м етрических пространствах с м ерой, согласованной с м етрикой, являю тся следую щ ие:

• Г арм оническим и назы ваю т ф ункции, удовлетворяю щ ие равенству среднего:

и (X) =
и (Вг

Вг (X)

• Г арм он и чески м и  назы ваю т ф ункции , м и н и м и зи р у ю щ и е сп ец и альн ы м  образом  определенны е 
интегралы  Дирихле.

П ервы й подход реализован , н априм ер , в [4] . Он хорош о приспособлен  к и зуч ен и ю  качественны х 
свойств гарм онических ф ункций, но с ним и не всегда мож но связать какой-нибудь диф ф еренциальны й 
оператор, похож ий на «настоящ ий» лапласиан .

Второй подход, реали зован н ы й , н априм ер , в [5], на н аш  взгляд, является более естественны м , но 
изучение качественны х свойств соответствующих гарм онических функций оказывается весьма сложным.

В данной работе м ы  реализуем  второй подход, но вместо абстрактного метрического пространства со 
специальной  м ерой, удовлетворяю щ ей п р и н ц и п у  удвоения, рассм атриваем  стратиф ицированны е м но­
жества, наделенны е стратиф ицированной мерой. Это открывает возмож ность построения полноценной 
качественной теории соответствующ их гарм онических ф ункций; прим еры  таковой мож но найти в [6, / ] .

Н ачнём  с определения диверген ц и и  касательны х векторны х полей.
Всюду далее Й считается представленны м  в виде дизъю нктного объединения Й = Й0 U 5Й0, где Й0 -  

открытое, связное подмнож ество Й, составленное из его страт и плотное в Й, т. е. Й0 = Й. Все только что 
уп ом ян уты е топологические п он яти я  относятся к топ ологи и  Й, и н д у ц и р у ем о й  н а него стандартной  
топологией . М ножество дЙ0 = Й \Й 0 оказы вается при этом топологической границей  Й0. Ф ормально 
допускается случай, когда Й0 = Й, дЙ0 = 0 , но обы чно предполагается Й0 Ф Й.

Выше уже отмечалось, что м ы  нам ерены  рассматривать случай, когда все страты, не считая граничны х, 
плоские. Г раничны е страты  из дЙ0 будем  считать глад ки м и  м н огооб рази ям и . Рис. 1. иллю стрирует 
возм ож ное геом етрическое устройство стратиф ицированного  м нож ества; н а  нем  гран и ч н ы е страты  
вы делены  ж ирны м .

Векторное поле 7  в R^ назовём  касательны м  к Й0, если для лю бой  страты  akj с  Й0 и лю бой 
точ ки  X  € akj вектор Р ( Х ) п р и н ад л еж и т касательном у пространству  Т хakj , п он и м аем ом у  в обы чном  
диф ф ерен ц и альн о-геом етрич еском  см ы сле. При к = 0 считается, что Тх akj состоит из одного л и ш ь  
нуль-вектора.



Рис. 1. Стратифицированное множество 
Fig.1. Stratified set

Д ивергенция касательного векторного поля в точке X  е akj определяется следую щ им  вы раж ением :

V - .F(X) = Vfc ■ ,F (X )+  2 + 0 -Vi)-Vi,
k̂+H ̂ ^kj

где Vk ■ F -  классическая к -мерная дивергенция суж ения векторного поля F на a t j ; V/ -  единичная нормаль 
к akj в точке X , н ап равлен н ая  внутрь страты  +ц (см. рис. 1.), п ри м ы каю щ ей  к a^j (факт п р и м ы кан и я  
(jfc+1/ к akj вы раж ается записью  ви д а ak+ц У Ckj). О бозначение ви д а F (X  + 0 ■ V/) служ ит для записи  
предельного зн ачен ия  вектора F ( Y ), когда Y , двигаясь по страте +1/, стрем ится к X .

Введенное нам и понятие дивергенции является точны м  аналогом классической дивергенции, опреде­
ляемой как плотность потока векторного поля; только в наш ем  случае плотность потока нужно относить 
к стратиф ицированной  мере, упом янутой  выш е.

М ножество векторны х полей, для которых эта дивергенция существует, обозначается (Г1 ( Q0). В каче­
стве достаточны х условий сущ ествования дивергенции  годятся следую щ ие:

• суж ения F на страты  с  Q0 принадлеж ат классу С1;

• эти суж ения допускаю т продолж ения по непреры вности  в ( к -  1)-м ерны е страты  ak- ц  < ^kj при  
к >  0.

Пусть и : Q0 ^  R  -  непреры вная скалярная функция. Если через Vu  обозначить векторное поле на Q0, 
составленное из градиентов суж ений  и н а  страты  с  Q0, и если Vu е С̂1 ( Q0) (множ ество ф ун к ц и й  и , 
обладаю щ их таки м и  свойствам и, обозначается С2( Q0)), то м ож но определить  оператор Ди = V ■ (Vu), 
являю щ ийся аналогом классического лапласиана. Более того, можно определить целы й класс операторов 
ви д а V ■ (p V и ), где р  -  так н азы ваем ая  страти ф и ц и рован н ая константа, равная н а  каж дой  страте из Q0 
либо тож дественной  ед и н и ц е, либо нулю . При этом  всегда предполагается, что р  = 1 н а  свободны х 
стратах; так м ы  назы ваем  страты, не являю щ иеся граничны м и  для других страт. В частности, если р  = 1 
только на таких стратах, то соответствую щ ий оператор назы вается м ягким  лапласианом , а если р  = 1 на 
Q0, то соответствую щ ий оператор назы вается ж ёстким  лапласианом .

В данной работе мы, ради простоты формул, ограничимся случаем жёсткого лапласиана, но приводи­
м ы е нам и результаты  имею т место и для всех пром еж уточны х лапласианов.

1.4. О с н о в н ы е  и н т е г р а л ь н ы е  то ж д е с т в а . Ключевую роль в наш их рассм отрениях играю т следую ­
щ ие интегральны е тождества. Их обоснования м ож но найти  в [1] .

Т е о р е м а  1.1 (Т ео р ем а  о д и в е р г е н ц и и ) . Пусть F е (С̂1 ( Q0) . Тогда

(F) ,  dfi = ^  V -F d f i ,

9Q0 Q0

где (F)v ^ X  F (X  + 0 - С/) ■ С/. Знак « -»  в формуле связан с тем, что здесь м ы  используем  в граничны х
+И y ^kJ,

О'к+11 с Q0
стратах внутренние нормали.

В следую щ ей теореме С1 (Q0) означает множество непреры вны х на Q0 ф ункций, непреры вно диф ф е­
ренцируем ы х на каж дой страте, а представляет собой ед и н и чн ы й  вектор внутренней  норм али.
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Т ео р е м а  1.2 (Ф орм ула Г р и н а). Если и € С2 ( Й0) и v € С1 ( Й0), то

J  (v • V u )v Vv •W u d ^  ^  J  V • A u d ^ . (1)
d Й0

2. Т е о р е м а  о с р е д н е м  д л я  г а р м о н и ч е с к и х  ф у н к ц и й  н а  с т р а т и ф и ц и р о в а н н о м  м н о ж е с т в е .
Пусть Х 0 € a^j с  Й0 и пусть такж е г > 0 не превосходит расстояния от Х 0 до всех страт ami, ^  ^  
к , не содерж ащ их Х 0. Здесь м ы  п ользуем ся  вн утрен н ей  м етрикой  н а  Й, т. е. расстояние d is t (X, Y ) 
определяется как м и н и м у м  д л и н  н еп реры вн ы х  кривы х, соединяю щ их X  и  Y  и  леж ащ и х  в Й. Если 
число  г удовлетворяет сф орм ули рован н ы м  требованиям , то оно назы вается д оп усти м ы м  радиусом , а 
м нож ество Вг (Х0) = {X  € Й : d is t (Х0, Х ) < г } -  доп усти м ы м  откры ты м  ш аром  радиуса г . Граница этого 
ш ара Sr (Х0) = {X  € Й : d is t (Х0, Х ) = г } назы вается допустим ой  сферой. Эту сферу м ож но рассм атривать 
как страти ф и ц и рован н ое м нож ество (теперь уж е с н еп лоски м и  стратам и), если её стратам и объявить 
пересечение страт из Й с Sr (Х0) . М ера и и н теграл  н а  этой  сфере интерпретирую тся так же, как м ера и 
интеграл на всем стратиф ицированном  множестве. О бозначать эту м еру будем  через .

Из ф орм улы  (1) для стратиф ицированны х м нож еств легко получается следую щ ее утверж дение: 
Т е о р е м а  2.1. П уст ь функция и € С2 ( Й0) такова, что Аи > 0 (естественно назвать такую функцию  

субгармонической). Тогда на любой допустимой сфере имеет место равенство:

J  (V u )у d^r > 0; (2)

Sr (Х0)

смысл обозначения  (^)v раскрывается в формулировке теоремы 1.1, однако здесь используется единичный  
вектор внешней нормали.

Справедливость последнего неравенства естественным образом следует из формулы (1), если положить 
V = 1, в качестве Й0 взять Вг (Х0), а в качестве дЙ0 -  Sr (Х0).

В развернутой  форме ф орм улу (2) м ож но переписать в виде:

(Vu)v d^r > 0,

где CF]̂j -  страты  допустим ой  сферы, определяем ы е упом януты м  вы ш е способом. 
Последнюю ф орм улу м ож но такж е записать следую щ им  образом:

^  /  (Vw)v d^r > 0,

(^0 )5. (^0)
(3)

где Ŝ  ̂(Х0) -  к -м ерны й ф рагм ент сферы Sr (Х0), составленны й из страт разм ерности  к .
На рис. 2. изображ ён стратиф ицированны й ш ар с соответствующ ей сферой, разбитой на фрагменты.

Рис. 2. Стратифицированный шар и сфера 
Fig. 2. Stratified Ball and Sphere

Н етрудно показать, что для ф рагм ентов Ŝ  ̂(Х0) допустим ой  сферы им еет место равенство

/
1 /'

и d^r
d

|s? (Хс )|
S? (Х0)

|5? (^0 )|
(V u )у d^r ,

(Х0)



являю щ ееся аналогом  классической ф орм улы  диф ф еренцирования средних.
В знаменателях этой формулы стоит площ адь fc-мерного фрагмента сферы, равная а , где а  -  угловая 

м ера этого фрагмента.
Отсюда, после сокращ ения , получаем

У (Vu)v djir =

SJf (Хс)
7 ^ 1-к

5̂  (^0)

что позволяет переписать вы раж ение (3) в следую щ ем виде:

Sr (Xq )

У м нож им  неравенство вы ш е на г:

Sr (^0)

> 0.

y , ^ t + , d

t=i Sr (Хо)

> 0 .

Пусть R -  допустим ы й радиус для данной точки Хс. Тогда мож но проинтегрировать последнее неравенство 
от 0 до Л. В результате получим

+‘- f
f = 0 /  * Sĵ  (Xo)

> 0 .

И нтегрируя по частям, преобразуем  это вы раж ение к виду

R

+
Г R Г Г
/  и(!^г ^ 2 _ i (  к +  1) /  и(1р1г

к=0 с к=0 {S? (Хо) \S* (Хо)

> 0 .

В первом  интеграле подстановка г = 0 означает пред ельн ы й  переход при  г ^  0; за счёт м нож ителя 
г перед и нтегралом  получаем  н а  н и ж н ем  пределе нулевое значение. Далее зам ечаем , что повторны й  
и н теграл  равен  и н тегралу  по ( к  + 1)-м ерном у ф рагм енту  В̂ ^+1 ( X ), составленном у из пересечений  
( к  + 1)-м ерны х страт с ш аром  Br ( X ). Т аким  образом  имеем:

П-1 л П-1 л
ис1 Hr ^ ^ ( к  + 1̂  /  и dц >  0.

^=0 (Хо) ^=0 В̂ +1 (Хо)

После очевидны х преобразований  приходим  к следую щ ем у утверж дению .
Т е о р е м а  2.2 (Т е о р ем а  о ср е д н е м  д л я  с у б г а р м о н и ч е с к и х  ф у н к ц и й ). Пусть и -  cубгармоническая 

функция в смысле жесткого лапласиана. Тогда для любой точки Хо е  Qq и допустимого R > 0 имеет место 
следующее неравенство:

^  J  и dHr > ^  fc У  ud|^.

Sr (Хо) В  ̂(Хо)

В прим енении  к классическому случаю -  лапласиану в области G пространства R'^, сумма сводится к 
одном у слагаем ом у и ф орм ула преобразуется к

У  udf jR > R J  udf j .

Sr (Хо) Br (Хо)
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