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Аннотация. Данная работа посвящена исследованию зависимости спектра частот собственных колебаний струнной 
сетки от распределения массы между струнами и узлами. Сетка моделируется геометрическим графом, для которого 
формулируется задача Штурма -  Лиувилля. Показано, что при стремлении ш ага сетки к нулю её динамические свой­
ства приближаются к свойствам сплошной мембраны. Проведен анализ уравнения, описывающего низкочастотную 
часть спектра. Доказана монотонная зависимость собственных значений от линейной плотности струн. Установлено, 
что спектр сетки всегда заключён между спектром разностного оператора Лапласа и спектром мембраны. На основе 
полученных результатов дано обоснование выбора струнной сетки в качестве эффективной редукционной модели 
задачи о колебаниях мембраны, что, в свою очередь, приводит к уменьш ению  вычислительной сложности данной 
задачи.
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Abstract. This paper investigates the dependence of the natural oscillation frequency spectrum of a string grid on the mass 
distribution betw een the strings and nodes. The grid is modeled as a m etric graph, for w hich a Sturm-Liouville problem is 
formulated. It is shown that as the grid spacing tends to zero, its dynamic properties approach those of a continuous membrane. 
An analysis of the equation describing the low-frequency part of the spectrum is carried out. The monotonic dependence of 
the eigenvalues on the linear density of the strings is proved. It is established that the spectrum of the grid is always enclosed 
between the spectrum of the difference Laplace operator and the spectrum of the membrane. Based on the obtained results, a 
justification is given for choosing the string grid as an effective reduced-order model for problems concerning membrane 
oscillations, which, in turn, leads to a reduction in the computational complexity of this problem.
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1. П о с т а н о в к а  з а д а ч и . П усть и м еется  сетка  и з струн  с к в ад р атн ы м и  я ч ей к ам и , н атян у тая  в плоскости  
х О у  и  за к р е п л ё н н а я  п о  к о н т у р у  к в ад р ат а  Q = [0; /] X [0; /] (см . с л ед у ю щ и й  р и сун ок). 

У злы  сетк и  -  т о ч к и  п р и м ы к а н и я  стр у н  д р у г  к  д р у г у  -  и м е ю т  к о о р д и н а т ы  (ih; j h ) , где  i , j  е  Z, 0 < 
i , j  < п; п = I/h  > 2. М ы  сч и таем , ч то  к  в н у т р е н н и м  (т. е. н е  л е ж а щ и м  н а  г р а н и ц е  к в а д р а т а  Q ) у зл а м  
сетки  п р и к р еп л ен ы  гр у зы  о д и н ак о в о й  м ассы  . М ы  такж е счи таем , что  вдоль  струн  р асп р ед ел ен а  м асса  
п о с т о я н н о й  п л о т н о сти  ph и  о н и  и м ею т п о сто я н н о е  н атя ж ен и е  а н . 
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Рис. 1. Струнная сетка 
Fig. 1. String grid

Б уд ем  м о д ел и р о в ать  эту  м ехан и ческую  си стем у  геом етр и ч еск и м  граф ом  Gh = V  U U . О бъ ясн и м , 
к ак  у стр о ен ы  м н ож ества , к о то р ы е  составляю т ге о м е т р и ч е с к и й  граф :

У = {^ij -  у зл ы  сетки  с к о о р д и н а т а м и  (ih; jh ) } ;

= {e^ ĵ -  г о р и зо н т а л ь н ы е  р ёб р а  м еж д у  в е р ш и н а м и  Vij и  Vi+i,j};

= {e^fj-  в е р ти к а л ь н ы е  р ёб р а  м еж д у  в е р ш и н а м и  vij и  Vi,j+ i}.

М н о ж еств о  в е р ш и н , л е ж а щ и х  н а  г р а н и ц е  к в а д р а т а  Q , о б о з н а ч и м  к а к  dGh. Э ти  в е р ш и н ы  б у д ем  
н азы в ать  гр ан и ч н ы м и , а  остал ьн ы е -  в н у тр ен н и м и . М нож ество, составлен н ое и з в н у тр ен н и х  в ер ш и н  и 
то ч ек  всех  рёбер , о б о зн а ч и м  ч ер е з  G^.

К в ад р ат ы  ч а с то т  со б с т в е н н ы х  к о л е б а н и й  э т о й  си стем ы , к а к  х о р о ш о  и зв е с т н о  (см . н а п р и м е р , [1]), 
я вл я ю тся  со б ств ен н ы м и  зн а ч е н и я м и  сл ед у ю щ ей  за д а ч и  Ш ту р м а  -  Л и у в и л л я  н а  граф е  G h:

" ( х ) + A phu ( х ) = 0, (1)

^ (Vij) + А ^ и  (Vij) = 0, (2)
i,j €l (uij)

М = 0.3Gh (3)

П ервое у р ав н ен и е  отн осится  к  точк ам  X , л еж ащ и м  н а  рёбрах; х  -  к о о р д и н ата  то ч к и  X  п р и  н ату р ал ьн о й  
п а р ам етр и зац и и  соответствую щ его  ребра. П рои зводн ая , ф и гу р и р у ю щ ая  в нём , отн осится  и м ен н о  к  этом у  
п ар ам етр у , м е н я ю щ е м у с я  от 0 до  h (н ач ал ь н ая  в е р ш и н а  и м еет  к о о р д и н а т у  0, к о н е ч н а я  -  h).

В торое у р а в н е н и е  о тн о си тся  к  в н у т р е н н и м  в е р ш и н а м  Vij е  G^. В это м  у р а в н е н и и  I (v i j) -  м н о ж ество  
н о м ер о в  рёбер , и н ц и д е н т н ы х  это й  в е р ш и н е , Vj -  е д и н и ч н ы й  вектор , н а п р а в л е н н ы й  от Vij в н у тр ь  р еб р а
ejj (и л и  ) .

П ри  д о с т а то ч н о  м а л ы х  р а зм е р а х  я ч е е к  д а н н а я  м е х а н и ч е с к а я  с и с т е м а  б л и зк а  п о  с в о и м  св о й ств ам  
к  м е м б р а н е  (в с м ы сл е  б л и зо с т и  сп ек тр о в  ч ас то т  со б с тв е н н ы х  к о л е б а н и й ), р а с т я н у т о й  в к в ад р ате  
Q = [0,1 ] X [0, /], е сл и  её н а п р я ж е н и е  а  с в я за н о  с н а т я ж е н и е м  ^ , а  п л о т н о с т ь  р  с в я за н а  с п л о т н о ­
стью  сетки  ph  так , что  в ы п о л н е н ы  сл ед у ю щ и е  усл ови я :

Р =
2p h h + т

h2 ;
(4)

_ Oh
^  = h .

(5)

Д а н н ы е  с о о т н о ш е н и я  и м ею т  ф и з и ч е с к и й  см ы сл . Е сл и  в ы д е л и т ь  ф р агм ен т  h X h сетк и  и  м ем б р ан ы , 
и зо б р аж ён н ы й  н а  ри сун к е , то масса, сосредоточ ен н ая  н а  кресте, в точн ости  р а в н а  массе, сосредоточ ен н ой  
н а  к в ад р ате . А  си ла , с к о т о р о й  н а т я ж е н и е  д е й с т в у е т  н а  к о н ц е в ы е  т о ч к и  креста , со в п а д а е т  с с и л о й , с 
к о т о р о й  н а п р я ж е н и е  м е м б р а н ы  д е й с т в у е т  н а  г р а н и ц у  к в а д р а т а . П о эт о м у  ест ест в ен н о  о ж и д ать , что  
н и зк о ч асто тн ы е  части  сп ектров  частот  собствен ны х к о л еб ан и й  сетки  и м ем бран ы , п р и  достаточ н о  м ал ом  
h , б у д у т  б л и зк и .



Рис. 2. Распределение масс 
Fig. 2. Mass distribution

Рис. 3. Струнная сетка 
Fig. 3. String grid

К вадраты  частот  собствен ны х к о л еб ан и й  м ем б р ан ы  являю тся  собствен н ы м и  зн а ч е н и я м и  сл едую щ ей  
к р аев о й  зад ачи :

а А и  + Х ри = 0, 

= 0.
3Q

(6)

(7)

Факт бл и зости  н и зк о ч асто тн ы х  частей  спектров зад ач  (1)- (3) и (6)- (7) бы л д о к азан  в [2] . В следую щ ем  
р а зд е л е  будет  п о д р о б н о  и зу ч е н  сп ектр  з а д а ч и  (1)- (3) п р и  р а зл и ч н ы х  зн а ч е н и я х  .

2. А н а л и з  н и з к о ч а с т о т н о й  ч а с т и  с п е к т р а  с т р у н н о й  с е т к и .  П усть  о б щ ая  м асса  си стем  я в л я ется  
п о с т о я н н о й  в е л и ч и н о й , т о гд а  в ер н о  с о о т н о ш е н и е  2 р ^к  + = ph? = co ns t . М ы  и з у ч и м  п о в е д е н и е
со б ств ен н о го  з н а ч е н и я  X п р и  и з м е н е н и и  рь. о т  его м и н и м а л ь н о г о  з н а ч е н и я  -  рь. = 0 (тн = 2 p h 2) до 

p h
м ак си м ал ь н о го  -  ph = —  (т ь  = 0).

2
П одробн ы й  ан ал и з  зад ач и  (1) - (3) у стан авл и вает , что  её собствен ны е зн ач ен и я  м огут бы ть  в ы р аж ен ы  

д в у м я  у р а в н е н и я м и , п р и в е д ё н н ы м и  н и ж е. Э тот ф акт  б ы л  у ст ан о в л ен  в [1] .

2 cos
n h

2 cos
( n h  \

= 4 cos x P h
^ h !

тьл
X

I PhOh
sin

\  ^ h j
(8)

sin
\

\ V ^ь} /
= 0 . (9)

З д есь  и  в сю д у  д ал ее  i , j  = 1,..., п -  1 о б о зн ач аю т н о м ер а  со б ств ен н ы х  частот.
И нтерес п ред ставляет  ан ал и з  у р ав н ен и я  (8), о п и сы ваю щ его  н и зк о ч асто тн у ю  часть  спектра. У равнен и е 

(9) о тв еч ает  за  в ы с о к о ч а с то тн у ю  « с тр у н н у ю »  ч ас ть  сп е к т р а  з а д а ч и  (1)- (3), к о то р а я  в д а н н о й  р аб о те  не 
р ассм атр и вается .

В ч ас тн о сти , н ас  и н т е р е с у е т  X в з а в и с и м о с т и  от р а с п р е д е л е н и я  м асс  п о  струн е . Т а к  к а к  ть  и  рь  
я в л я ю т с я  з а в и с и м ы м и  д р у г  от д р у г а  в е л и ч и н а м и : ть = p h 2 -  2phh,  то  X м о ж н о  с ч и т а ть  ф у н к ц и е й  от 
о д н о й  п е р е м е н н о й  Xij = X i j (р ь ).

В о зм о ж н ы е  з н а ч е н и я  п е р е м е н н о й  р ь в свою  оч ер ед ь  н ах о д я тся  в п р о м еж у тк е
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p h
0 , —
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П ер еп и ш ем  у р а в н е н и е  (8) в ви д е

Fij (A ij ,p h ) = 4 cos ( a ) -  a  s in (« ) -  Cij = 0,
Ph

(10)

где

a  = lAij ^ h ; Cij = 2 cos
^h

к — ) к — '
+ 2 cos

Н ач н ём  а н а л и з  с и зу ч е н и я  п о вед ен и я  ф у н к ц и и  Xij (p h ) в к р ай н и х  точках  области  о п р ед ел ен и я . П усть 
p h

Ph = — , a  mh = 0, т о гд а  у р а в н е н и е  (10) св о д и тся  к  в ы р аж ен и ю  
2

2 cos ( ,  l ^ p i ^ h  } [k —
—Л —

у  2 a\ /
= cos + cos (11)

Р азл о ж ен и е  в ы р а ж е н и я  (11) в р я д  Т ей л о р а  п р и в о д и т  к  с л ед у ю щ ем у  в ы р аж ен и ю  д л я  X ij :

lph\
2

( i2 + j  2) + О (h 2) .

П ервое сл агаем о е  д а н н о го  в ы р а ж е н и я  в т о ч н о сти  соответствует  в ы р аж ен и ю , к о торое  о п и сы в ает  сп ектр  
к о л е б а н и й  к в а д р а т н о й  м ем б р ан ы .

З а м е ч а н и е .  П р и  (i = j ) из выраж ения  (11) сразу  следует, чт о

Ли
{ р к \

2
а 2 + i2) .

Ph
Т ак и м  образом , м ы  в ы я сн и л и , что  п р и  ph = —  н и зк о ч аст о т н ая  часть  сп ектр а  зад ач и  (1)- (3) б л и зк а  к

2
со о тветств у ю щ и м  со б ств ен н ы м  з н а ч е н и я м  за д а ч и  (6)- (7) с к в а д р а т и ч н о й  точн остью  п р и б л и ж е н и я  (см., 
н а п р и м е р , [3] ). К ром е того, д л я  к р а т н ы х  со б ств ен н ы х  з н а ч е н и й  (i = j ) зн а ч е н и я  сов п ад аю т  в то ч н о сти , 
н е за в и с и м о  от п ар а м е т р а  р а зб и е н и я  сетки  h .

Т еп ер ь  р а с с м о т р и м  с л у ч а й  p h = 0, m h = p h 2. П р ям у ю  п о д с т а н о в к у  в в ы р а ж е н и е  (11) п р о и зв о д и т ь  
н ельзя , в в и д у  н а л и ч и я  п а р ам етр а  ph в зн ам ен ател е , п о это м у  б у д ем  р ассм атр и вать  п р ед ел ьн о е  зн ач ен и е  
Fij (X, Ph) п р и  Ph ^  0. П осле в ы п о л н е н и я  п р ед ел ь н о го  п ер ех о д а  п о л у ч а е м  в ы р а ж е н и е  д л я  Я:

4.(7

Xij (0) =

sin
n h

sin
Kh

" 27^

p h 2
(12)

В ы р аж ен и е  (12) в т о ч н о с т и  со в п а д а е т  со с п е к тр о м  р а зн о с т н о г о  о п е р а т о р а  Л ап л аса , в ы р а ж е н и е  д л я  
к о то р о го  м о ж н о  п о с м о т р е т ь  в [4 ] . Это зн а ч и т , ч то  н и з к о ч а с т о т н ы й  сп ек тр  з а д а ч и  (1)- (3) со в п а д а е т  со 
сп ек тр о м  за д а ч и  (6)- (7), есл и  бы  он  в ы ч и с л я л с я  с п о м о щ ь ю  м е т о д а  к о н е ч н ы х  р азн о стей .

П р и с т у п и м  к  и зу ч е н и ю  п о в е д е н и я  ф у н к ц и и  Xij (p h ) п р и  ph е  0 ,^ —
2

тео р ем о й  о д и ф ф е р е н ц и р о в а н и и  н е я в н о й  ф у н к ц и и :

. Д л я  этого  в о с п о л ь зу е м с я

ЭР
3phdXij

dph = -  f  ;

dXij Xij (p h  -  2ph ) (s in  ( a ) -  a  cos ( a ))
(13)

mh

^ ^ h Ph [ (p h  + 2ph) sin  ( a ) + a  (p h  -  2ph) cos ( a )

Т еп ер ь  н ео б х о д и м о  и зу ч и т ь  зн а к  в ы р а ж е н и я  (13). Xij > 0, p h > 0 ,h  > 0, и з  (4) сл едует , что  p h  -  2 p h = 

> 0. Т а к и м  образом , зн а к  п р о и зв о д н о й  о п р ед ел я ется  в ы р а ж е н и е м

s i n ^  -  а  cos а

(p h  + 2ph) sin  а  + а  (p h  -  2ph) cos a '
(14)

Д ля того, чтоб ы  о п р ед ел и ть  зн ак  в ы р аж ен и я  (14), п отребуется  н есколько  в сп о м о гател ьн ы х  у твер ж д е­
н и й .

У т в е р ж д е н и е  1. ICij | =
' n h  У ' я — \

2 cos
J  )

+ 2 cos < 4.

h



Д о к а з а т е л ь с т в о .  В ы р аж ен и я  Cij соответствую т в н у т р е н н и м  в е р ш и н а м  гр аф а  О ь , д л я  н и х  и звестн о , что  
i , j  е  (1 ,п  -  1).

- 1  < cos
( n -  1)^

< cos
n ^  cos ( f ) <  1;

- 2  < 2 cos
\ n

А н а л о г и ч н а я  ц е п о ч к а  н ер авен ств  в е р н а  и  д л я  co^ —/ j

< 2 .

- 2  < 2 cos

С к л ад ы в ая  н еравен ства , п о л у ч а е м

/ я  ,
- Я  < 2 .

- 4  < 2 cos + 2 cos < 4.

С у ч ё т о м  о б о зн ач ен и й : |С;^| < 4. ■
У т в е р ж д е н и е  2. а  е  ( 0 , к ).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  В ведём  о б о зн ач ен и е  Ф( а ) = 4 c o s (  а ) -------   а  s ln ( а );
ь

Ф( а)  -  н е п р е р ы в н а я  п о  а  ф у н к ц и я , д л я  к о то р о й

ф (0) = 4; Ф ( я ) = - 4 .

С д р у г о й  сто р о н ы , и з  (10) н а п р я м у ю  сл ед у ет  Ф( а) = C ij . Н а п о м н и м , ч то  ICij | <  4. По т ео р ем е  о
п р о м е ж у т о ч н о м  зн а ч е н и и , Ф( а ) = Cij и м еет  хотя  бы  о д н о  р е ш е н и е  п р и  а  е  (0, п ). ■

У т в е р ж д е н и е  3. N  (а )  = s in  а  -  а  cos а  >  0.
Д о к а з а т е л ь с т в о . N  (а )  -  н еп р ер ы вн ая  ф ун кц и я . Её п р о и зв о д н ая  N  ' ( а ) = а  s in  а  > 0 п р и  а  е  (0, ж). Т аки м  
о б р азо м , N  ( а ) -  строго  в о зр а с т а ю щ а я  ф у н к ц и я , п р и ч ё м  N  (0) = 0. Это о зн а ч а е т , ч то  N  (а )  > 0 н а  всей  
об л асти  о п р ед ел ен и я . ■

У т в е р ж д е н и е  4. D ( а ) = (p h  + 2р ь ) s in  а  + а ( р h -  2р ь) cos а  > 0.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Р а с с м о т р и м  с л у ч а й  cos а  > 0. Т о гд а  п ер в о е  с л агаем о е  п о л о ж и т е л ь н о , а в то р о е  —

н ео т р и ц ател ь н о . З н а ч и т , D ( а ) >  0 п р и  а  е  0, —
2

Т еп ерь  р ассм о тр и м  cos а  < 0. И з у р а в н е н и я  (10) в ы р а зи м  В = p h  -  2р ь :

Рь (4 cos а  - C i j )
В = -------------------------- .

а  sin  а

В > 0, s in  а  >  0, т о гд а  д о л ж н о в ы п о л н я т ь с я  4 c o s а  - C i j  > 0 .У ч и т ы в а я  \Cij | <  4 ,п о л у ч и м  о ц ен к у

рь  ( 4 c o s а  - C i j ) Рь ( 4 c o s а  + 4) 4 рь (cos а  + 1)
В = ------------------------ < ----------------------- = ------------------------ .

а  s in  а  а  s in  а  а  s in  а

П о д стави м  д а н н у ю  о ц е н к у  в в ы р а ж е н и е  д л я  D ( а ) :

 ̂ ^  (p h  + 2р ь) s in 2 а  + 4р ь (cos а  + 1) cos а  

> s in  а

О тд ел ьн о  р ассм о тр и м  ч и с л и т е л ь  д ан н о го  в ы р а ж е н и я

А  s in 2 а  + 4р ь (cos а  + 1) cos а  = (cos а  + 1) (а  (1 -  cos а ) + 4 рь  c o s ^  = (cos а  + 1)(А  - В  cos а ),

где  А  = p h  + 2рь, В = p h  -  2рь .
Иазв естн о , ч то  cos а  + 1 >  0, А  -  В cos а  > 0, s in  а  > 0. Т а к и м  о б р азо м , п о л у ч а е м  о ц е н к у  D ( а ) >  0 д л я

а —, ^ . О тсю да следует, что  D ( а ) >  0 н а  всей  обл асти  о п р ед ел ен и я . ■
2

И з у тв ер ж д ен и й  3, 4 следует, что  вы р аж ен и е  (14), а  следовательно , и п р о и зв о д н ая  (13) п олож и тельн ы . 
Это го во р и т  о том , что  Aij (р ь) я вл я ется  м о н о т о н н о  в о зр аст аю щ ей  ф у н к ц и ей .

Весь п р о в ед ён н ы й  а н а л и з  п одтверж дается  и ч и с л е н н ы м и  и ссл едован и ям и . Н иж е п р и в ед ен ы  граф и ки  
ф у н к ц и и  Xij (Рь), п о с т р о е н н ы е  н е п о с р е д с т в е н н о  и з  в ы р а ж е н и я  (8). Р асч ё ты  в ы п о л н я л и с ь  н а  я зы к е  
п р о гр ам м и р о в ан и я  P y th o n  с и сп о л ьзо в ан и ем  би бл и отек  N um P y и M atplotlib ; дл я  ч и сл ен н ы х  в ы ч и сл ен и й  
и сп о л ьзо в ал ся  м ето д  Б р ен та , в с тр о е н н ы й  в б и б л и о тек у  SciPy.



Рис. 4. Графики функций Xij (p h), полученные численны м методом Брента 
Fig. 4. Graphs of the functions Xij (p h) obtained by Brent’s numerical method

Г р аф и к и  ф у н к ц и и  Aij (p h ) н а гл я д н о  и л л ю ст р и р у ю т  м о н о т о н н о с т ь  н и зк о ч а с т о т н о г о  сп е к т р а  з а д а ч и  
(1)- (3) п р и  и з м е н е н и и  л и н е й н о й  п л о т н о с т и  стр у н  p h . К р о м е того , м о ж н о  у в и д е т ь , что  о б л асть  з н а ч е ­
н и й  Aij (p h) з а к л ю ч е н а  м е ж д у  з н а ч е н и я м и , к о то р ы е  со о тветств у ю т с п е к т р у  р а зн о с т н о г о  л а п л а с и а н а  и 
зн а ч е н и я м и  сп ек тр а  д л я  за д а ч и  (6)- (7) с п о гр еш н о стью , к в а д р а ти ч н о  за в и с и м о й  от h. Д ля  к р а т н ы х  м о д  
( i = j )  п о гр е ш н о с т ь  о тсу тству ет , ч то  б ы л о  о б н а р у ж е н о  и  в х о д е  и с с л е д о в а н и я . А н а л и з  и  ч и с л е н н ы е  
эк с п е р и м е н т ы  п о л н о стью  согласован ы .

3. С в я з ь  с M O R  э ф ф е к т о м . З ад ач а  (1)- (3) св язан а  с м етод ом  п о н и ж ен и я  п о р я д к а  си стем ы  (M odel o rder 
red u c tio n ), к о т о р ы й  п о зв о л я е т  п е р е й т и  от в ы с о к о р а зм е р н ы х  за д а ч  к  за д а ч а м  с м е н ь ш е й  р азм ер н о стью . 
Д а н н ы й  м ет о д  зн а ч и т е л ь н о  у м е н ь ш а е т  в ы ч и с л и т е л ь н у ю  сл ож н ость , но п р и  это м  со х р ан яет  к л ю ч евы е  
св о й ств а  и з н а ч а л ь н о й  си стем ы , ч то  у п р о щ а е т  её а н а л и з . П о д р о б н о е  о п и с а н и е  м е т о д а  и  о б л асти  его 
п р и м е н е н и я  м о ж н о  н ай т и , н ап р и м ер , в [5] .

В р аб о те  [6] м е т о д  п о н и ж е н и я  п о р я д к а  б ы л  п р и м е н ё н  к  за д а ч е  о к о л е б а н и я х  п р я м о у г о л ь н о й  
м ем б р ан ы  н а  у п р у го м  осн ован и и . В качестве объ екта  м ен ь ш ей  р азм ер н о сти , н о  со схож и м и  ф и зи ч еск и м и  
с в о й ст в ам и , б ы л а  в ы б р а н а  сетк а  и з  стр у н , с о д е р ж а щ а я  в у зл а х  п р у ж и н ы , к о то р ая  м о д е л и р о в а л а с ь  с 
п о м о щ ь ю  с п ец и ал ь н о го  гео м етр и ч еск о го  граф а.

Б ы л о  п оказан о , что  р е ш е н и я  и зн ач ал ь н о й  и р ед у ц и р о в ан н о й  зад ач и  требую т р азн ы х  в ы ч и сл и тел ьн ы х  
затрат . П р и м ен ен и е  м ето д а  к о н еч н ы х  р азн о стей  с п ар ам ет р о м  р а зб и е н и я  п к  зад ач е  о к о л еб ан и я х  струн

требует в —  м ен ьш е  оп ерац и й , ч ем  п р и м е н е н и е  этого ж е м ето д а  н еп о ср ед ствен н о  к  м ем б р ан н о й  задаче.
8

С п о м о щ ь ю  ч и с л е н н ы х  э к с п е р и м е н т о в  а в то р ы  о б н а р у ж и л и , ч то  р е д у к ц и о н н а я  м о д е л ь  н е  то л ь к о  
тр еб у ет  м е н ь ш е  в ы ч и с л е н и й , н о  и  д а ё т  х о р о ш е е  п р и б л и ж е н и е  к  т о ч н ы м  зн а ч е н и я м . О д н ак о  строгое 
тео р ети ч еск о е  об о сн о в ан и е  этого  в ы ч и с л и те л ь н о го  эф ф ек та  в статье отсутствует.

В д а н н о й  ж е работе в качестве и ссл ед у ем о й  зад ач и  м о ж н о  р ассм атри вать  (6)- (7), а  в качестве р е д у к ц и ­
о н н ы х  м о д е л е й  н е  о д н у  сетку  и з струн , а ц ел о е  сем ей ство , так  к ак  р а з н а я  п р о п о р ц и я  в р а с п р е д е л е н и и  
м е ж д у  mh и  ph н а  сам о м  д ел е  о п и с ы в а е т  к о н т и н у а л ь н о е  к о л и ч е с т в о  сл у ч аев . Ф и зи ч еск у ю  схож есть  
м е м б р ан ы  и  сетки  и з струн  гар ан т и р у ю т  у сл о в и я  (4), (5).

П оведени е сп ектра  зад ач и  (1)- (3) в зави си м ости  от р асп р ед ел ен и я  л и н е й н о й  п л о тн о сти  и м ассы  бы ло 
п од роб н о  и зу ч ен о  в разд ел е  2 н аст о ящ ей  работы . А н ал и з п о казал , что  весь сп ектр  этой  зад ач и  заклю ч ён  
м еж д у  д в у м я  и зв естн ы м и  в ы р аж ен и ям и , стр ем я щ и м и ся  к  то ч н о м у  собствен н ом у  зн ач ен и ю  м ем б р ан н о й  

за д а ч и  Яразн. < ^ ( Ph) < ^мембр. + О (h 2).
Это о зн а ч а е т , что  Л(p h) ^  Ямембр. п р и  h ^  0 со скоростью  н е  х у ж е  О (h 2) , п р и ч ё м  д л я  л ю б ого  

р а с п р е д е л е н и я  м асс, что  п о к а зы в а е т  со сто ятел ьн о сть  в ы б о р а  с т р у н н о й  сетк и  в к ач еств е  р е д у к ц и о н н о й  
м о д е л и  д л я  м е м б р а н ы . В ы я в л е н н а я  м о н о то н н о с т ь  у к а зы в а е т  н а  то, что  д л я  б о л ь ш е й  то ч н о сти  сл едует

в ы б и р ат ь  р ас п р е д е л е н и е  p h = — , что  соответствует  случаю , к о гд а  вся м асса  р а с п р е д е л е н а  п о  струн ам .
2

В ви ду того, что  и в зад аче  и з [6] , и в д ан н о й  работе клю чевую  ро л ь  зан и м ает  оп ератор  Л ап л аса  (н а  граф е 
и  к л а сси ч еск и й ), п р о в е д ё н н ы й  зд есь  а н а л и з  м о ж е т  б ы т ь  п р и м е н ё н  и  д л я  о б ъ я с н е н и я  в о з н и к н о в е н и я  
в ы ч и с л и т е л ь н о го  эф ф екта , к о то р ы й  б ы л  о б н ар о д о в ан  в [6] .
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