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А ннотация. В работе предложен метод возмущ ений для доказательства существования, в том числе нелинеаризуе- 
мых решений, в задаче о распространении суперпозиции двух монохроматических электромагнитных волн. Волны 
распространяются в плоском слое, заполненном  диэлектриком  с керровской нелинейностью . Ф изическая задача 
сведена к нелинейной двухпараметрической задаче на собственные значения для нелинейной системы обыкновен­
ны х диф ференциальны х уравнений на отрезке с краевы ми условиями третьего рода и двумя дополнительны м и 
локальными условиями. В качестве невозмущенной рассматривается пара нелинейных задач (для каждой из волн в 
суперпозиции), имеющих нелинеаризуемые решения. Предложенный метод возмущений может найти приложения 
в области нелинейной математической физики, в частности в теории нелинейны х колебаний.
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Abstract. The article deals w ith a problem of propagation of an  electromagnetic tw o-frequency wave in  a plane nonlinear 
waveguide (the nonlinearity is of Kerr type). The permittivity of the waveguide is perturbed in its nonlinear term. The problem 
reduces to a nonlinear tw o-param eter eigenvalue problem for M axwell’s equations. We prove existence of nonlinearizable 
solutions to the problem. The proof is based on applying of a novel unstandard perturbation approach. The developed approach 
has a potential to be used in the theory of nonlinear oscillations and vibrations.
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1. В в е д е н и е . В статье и зу ч а е тс я  з а д а ч а  о р а с п р о с т р а н е н и и  э л е к т р о м а г н и т н ы х  в о л н  в п л о ск о м  слое, 
за п о л н е н н о м  н е л и н е й н о й  средой . Э л ек тр о м агн и тн ая  в о л н а  п ред став л я ет  собой  су м м у  д вух  м о н о х р о м а­
ти ч е с к и х  в о л н  (частоты  эти х  волн , во о б щ е говоря , р а зл и ч н ы ): Т Е -во л н ы  и  Т М -вол н ы . Д и эл ек тр и ч еск ая  
п р о н и ц а е м о с т ь  в о л н о в о д а  н е л и н е й н о  за в и с и т  от п о л я  п о  за к о н у  К ерра, в н е л и н е й н о й  ч а с ти  д и э л е к ­
т р и ч е с к о й  п р о н и ц а е м о с т и  п р и су тств у ет  в о зм у щ е н и е  н е л и н е й н ы м и  сл агаем ы м и . И с к о м ы м и  явл я ю тся
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вещ ествен н ы е  п ар ам етр ы , о п р ед ел яю щ и е р еж и м  в олн овод н ого  расп р о стр ан ен и я  н е л и н е й н о й  (связанн ой ) 
в о л н ы . В эл ек т р о д и н ам и к е  так и е  п ар ам етр ы  н азы в аю тся  п о с т о я н н ы м и  р а сп р о ст р ан ен и я  [1] . П оскольку  
с в я за н н а я  в о л н а  состои т и з  д в у х  сл агаем ы х , то и ск о м ы х  п ар ам етр о в  тож е два.

К ратко  о б с у д и м  м а т е м а т и ч е с к и й  п о д х о д  к  о б с у ж д а е м о й  ф и з и ч е с к о й  зад ач е . И з этого  о б с у ж д е н и я  
будет п он ятн о , как  работает  п о д х о д  н а  уровн е  и деи . К роме этого, и з  такого  «грубого»  о п и сан и я  чи тател ь  
ср азу  см ож ет п о н я ть , в о зм о ж н о  л и  п р и м е н и т ь  эт и  и д еи  к  и н т е р е с у ю щ и м  его зад ач ам .

И так, р ассм отри м  две задачи : н ел и н ей н у ю  зад ач у  R ( а ), где а  -  н абор  п арам етров, и ее л и н еар и зац и ю  
R (0). Ш и роко  и зв е с т н ы й  и  в н ек о то р о м  см ы сл е  к л ас с и ч е с к и й  п од ход , см., н ап р и м ер , [2] , зак л ю ч ается  в 
сл ед ую щ ем . Е сли  за д а ч а  R (0) и м еет  р е ш е н и е  и 0, то  в д о стато ч н о  ш и р о к и х  п р ед п о л о ж ен и я х  за д а ч а  R ( а ) 
так ж е и м еет  р е ш е н и е  Ua к ак  то л ько  \а | д о стато ч н о  м ал о  и  lim „ ^ 0 Ua = м0.

О п и сан н ы й  п о д х о д  и м еет  как  п р еи м у щ ества , так  и недостатки . О сновное п р еи м у щ ество  заклю чается  
в том , ч то  в о зм о ж н о  д о к а за т ь  с у щ е с т в о в а н и е  р е ш е н и й  н е л и н е й н о й  за д а ч и , к о гд а  д р у г и е  м е т о д ы  
этого  сд ел ать  не п о зв о л я ю т . Н ед о статк и , о д н ак о , п р е д с та в л я ю тс я  к у д а  б ол ее  с е р ь е зн ы м и . В о -п ер вы х , 
н е л и н е й н а я  зад ач а  и м еет  н ел и н еар и зу ем ы е  р еш ен и я , то есть р еш ен и я , которы е не п ереход ят  в р еш ен и я  
л и н е а р и зо в а н н о й  зад ач и  п р и  а  ^  0 (сю да ж е м ы  вкл ю ч аем  н е л и н е й н ы е  зад ачи , л и н е а р и за ц и и  к оторы х 
вовсе не и м ею т р е ш е н и й , п р и м е р  см. в [3] ). Ясно, что  с п о м о щ ью  об суж даем ого  п о д х о д а  так и е  р е ш е н и я  
не н ай ти . О тм ети м , что  зад ач и , и м ею щ и е  н ел и н еар и зу ем ы е  р еш е н и я , встречаю тся  в тео р и и  оп ти ч ески х  
н е л и н е й н ы х  волн оводов , см., н ап р и м ер , [4 , 5, 6, 7] . В о-вторы х, если  до к азан о  сущ ествован и е в о зм у щ ен н о го  
р е ш е н и я  м„ зад ач и  R ( а ) для  достаточ н о  м ал ого  \«\, то, это п о зво л яет  «н авести »  м атем ати ческую  строгость, 
н о  как  п рави л о , не д об авляет  п о н и м а н и я  в и зу ч е н и и  и м ен н о  н ел и н ей н о го  явл ен и я . О чеви д н о , если  зад ач а  
R ( 0) и м е е т  р е ш е н и е , то  в н е с е н и е  м ал о го  р е г у л я р н о го  в о з м у щ е н и я  в за д а ч у  R (0) л и ш ь  т р а с ф о р м и р у е т  
ее р е ш е н и е  и 0 в р е ш е н и е  Ua (это  р е ш е н и е , е стествен н о , н е  м о ж е т  с и л ь н о  о т л и ч а т ь с я  от и 0, есл и  \а \ 
д о стато ч н о  м ало).

В н а с т о я щ е й  статье  м ы  р а с с м о т р и м  более  с л о ж н ы й  сл у ч ай  -  н е л и н е й н у ю  зад ач у , в к о то р о й  м о ж н о  
в ы ч л е н и т ь  более  п р о сты е , н о  н е л и н е й н ы е , п о д за д а ч и , к о то р ы е  с о д н о й  сто р о н ы  н асл ед у ю т н ек о то р ы е  
о т л и ч и тел ьн ы е  свойства  и сх о д н о й  зад ач и  и м о гу т  бы ть  п р и н я т ы  в качестве  н ев о зм у щ ен н ы х , а  с др у го й  
сторон ы , м о гу т  бы ть  э ф ф ек ти в н о  и ссл ед о ван ы .

Рассм отрм  н ел и н ей н у ю  зад ач у  R ( а  ) ,г д е  а  = ( « i , . . . ,  « ;) -  н ек о то р ы й  н абор  п арам етров. В оп ераторн ой  
ф о р м е  о б о з н а ч и м  эту  за д а ч у  R (u ; Я, а ) = 0, где  R  -  н е л и н е й н а я  о п е р а т о р -ф у н к ц и я  п о  u, u  -  в о б щ ем  
случае в екто р -ф у н к ц и я , Я -  ещ е о д и н  н абор  п ар ам етр о в  (н ап р и м ер , сп ектрал ьн ы х , как  в р ассм о тр ен н о м  
зд есь  случае). М ы  счи таем , что  за д а ч а  R (0), где  0 = ( 0 , . . . ,  0), л и н е й н а я .

Е сл и  су щ ест в у ет  р е ш е н и е  u  = u 0 ( х ; Я) з а д а ч и  R (0 ), то  в д о с та т о ч н о  ш и р о к и х  п р е д п о л о ж е н и я х  
отн оси тел ьн о  R  и как  только  \а \  достаточ н о  м ало , м о ж н о  доказать , что  зад ач а  R ( а ) такж е и м еет  р еш ен и е  
u  = u „ ( х ; Я) и  u „ ( х ; Я) ^  u 0( х ; Я) к ак  то л ько  \а \  ^  0. Э тот п о д х о д  и сп о л ьзо в ан , н а п р и м е р , в [8 , 9 , 10] .

П усть  з а д а ч а  R ( а ') , гд е  а ' = ( a i , . . . , « ;  /, 0 , . . . ,  0) и  a i , . . . , a [  / Ф 0 о стается  н е л и н е й н о й , н о  я в л я е т с я  в 
како м -то  см ы сле более п ростой , ч ем  за д а ч а  R ( а ). П ред п олож и м , что  р а зр е ш и м о с ть  зад ач и  R ( а ')  м ож ет 
бы ть  у стан о вл ен а  и п усть  u  = u „ / ( х ; Я) -  ее р еш ен и е . В этом  случае и п р и  н екоторы х  о гр ан и ч ен и ях  н а  R  
и усл ови и , что  \ а  -  а ' \  достаточ н о  м ало , м о ж н о  доказать , что  зад ач а  R ( а ) тож е р азр еш и м а , а  ее р еш ен и е  
u „ ( х ; Я) ^  u „ >(х; Я) к а к  то л ь к о  \ а  -  а ' \  ^  0. В аж н о  о тм ети ть , что  н и  \ а \, н и  \а ' \  н е  п р е д п о л а га ю т с я  
м а л ы м и .

Р езю м и р у я , м о ж н о  сказать , что  п р е д л а г а е м ы й  п о д х о д  м о ж ет  б ы ть  п о л езен , если:

i с у щ еств у ет  н аб о р  п а р а м е т р о в  а ', т ак о й , ч то  з а д а ч а  R ( а ') ,  б у д у ч и  б ол ее  п р о с т о й  н е л и н е й н о й  
зад ач ей , м о ж ет  б ы ть  эф ф ек ти в н о  и ссл едован а;

ii р е ш е н и я  за д а ч и  R ( а ')  сущ ествую т н е  тол ько  д л я  м а л ы х  \ а '\;

iii за д а ч а  R ( а ')  и м еет  р е ш е н и я , не с в я за н н ы е  с р е ш е н и я м и  за д а ч и  R (0 ).

Ясно, что  если  р ассм атри вать  зад ач у  R (0) как  н ево зм у щ ен н у ю , то в случаях  ii, iii это едва  л и  даст какую -то  
и н ф о р м а ц и ю  о р е ш е н и я х  за д а ч и  R ( а ). З а м е т и м , ч то  в н е к о т о р ы х  с л у ч а я х  з а д а ч а  R (0) м о ж е т  вовсе  не 
и м еть  р е ш е н и й , см. [3] .

Э л е к т р о д и н а м и к а  н е л и н е й н ы х  в о л н о в е д у щ и х  стр у к ту р  (в ч ас тн о ст и , п л о с к и х  и  ц и л и н д р и ч е с к и х  
в о л н о в о д о в , з а п о л н е н н ы х  н е л и н е й н о й  с р ед о й ) п р и в о д и т  к  з а д а ч а м , д л я  к о т о р ы х  и м ею т  м есто  с л у ­
ч аи  i- iii. Н ап ри м ер , н екоторы е зад ачи , зав и ся щ и е  от одн ого  ск алярн ого  п ар ам етр а  а  и  у довл етворяю щ и е 
св о й ств ам  ii, iii, и з у ч е н ы  в [5, 6] . Ш и р о к и й  к л асс  зад ач , за в и с я щ и х  от  в е к то р н о го  п а р а м е т р а  а , д л я  
к о т о р ы х  п р и м е н и м  в ы ш е о п и с а н н ы й  п о д х о д , в в е д е н ы  в [9] . Н ек о то р ы е  м н о г о п а р м е т р и ч е с к и е  зад ач и , 
у д о в л етв о р я ю щ и е  св о й ств ам  i- ii i ,  и зу ч е н ы  в [11, 12] .

Н есм о т р я  н а  то, ч то  м н о г о п а р а м е т р и ч е с к и е  з а д а ч и  н е  я в л я ю т с я  н о в ы м  р а зд е л о м  м а т е м а т и к и , 
п у б л и к а ц и й  н а  эту  т е м у  н е  та к  м н о го , осо б ен н о  в к о н тек сте  м е т о д а  в о зм у щ е н и й . М ы , од н ак о , у к аж ем  
ф у н д а м е н т а л ь н ы е  р аб о т ы  [13, 14], а  т ак ж е  н еск о л ь к о  р а б о т  п о  н е л и н е й н ы м  за д а ч а м  [15, 16, 17, 18, 19], 
так ж е  о т м е т и м  н ед ав н ю ю  р а б о т у  [20], с в я за н н у ю  с м н о г о п а р а м е т р и ч е с к о й  за д а ч е й , в о з н и к а ю щ е й  в 
тео р и и  в о лн овод ов .



М а т е м а т и ч е с к а я  п о с т а н о в к а  (о сн о вн о й ) ф и з и ч е с к о й  за д а ч и  п р е д с т а в л е н а  в р а зд е л е  2; р а з д е л  3 
п о с в я щ е н  р е зу л ь т а та м  статьи: и зв естн ы е , но н ео б х о д и м ы е  р е зу л ь т а ты  о л и н е й н ы х  и  в сп о м о гат ел ь н ы х  
н е л и н е й н ы х  за д а ч а х  п р е д с т а в л е н ы  в п о д р а зд е л а х  3.1 и  3.2, со о тв е тств ен н о , о с н о в н ы е  р е зу л ь т а т ы  
п р ед став л ен ы  в п о д р азд ел е  3.3; cтрогая ф и зи ч еск ая  ф о р м у л и р о в к а  зад ач и  (он а у довл етворяет  к л ю ч евы м  
св о й ств ам , и з л о ж е н н ы м  зд есь  н и ж е) п р е д с т а в л е н а  в р а зд е л е  4 (и м е н н о  эту  ф и зи ч е с к у ю  за д а ч у  м ы  
и зу ч и м  в н аст о я щ ей  статье); о б су ж д ен и е  п о л у ч е н н ы х  р езу л ьтато в  и н ек о то р ы е  н е р е ш е н н ы е  п р о б л ем ы  
п р ед ст ав л ен ы  в р а зд е л е  6.

2. М а т е м а т и ч е с к а я  п о с т а н о в к а  з а д а ч и .  В вед ем  о б о зн а ч е н и я , к о то р ы е  б у д у т  и с п о л ь зо в а т ь с я  н а  
п р о т я ж е н и и  в с е й  статьи . В сю ду  н и ж е  и н д е к с  j  п р и н и м а е т  з н а ч е н и я  1, 2 . П усть  I = (0, ft), I = [0,h], 
гд е  h > 0 -  п о с т о я н н а я , R+ = ( 0, + ^ )  и  Я = (Л1,Л 2) есть  п а р а  в е щ е с т в е н н ы х  п а р а м е т р о в . С л е д у ю щ и е  
п о с т о я н н ы е  a j ,a j ,S j ,C j ,A j  п р е д п о л а га ю т с я  в е щ е с т в е н н ы м и  и  п о л о ж и т е л ь н ы м и , гд е  Cj < Sj < a j . М ы

м ы
'.ĵ   ̂  ̂  ̂ VI XlVJJlVJ./T\,vX JL C./.l.Djn,DJL,iVl,vXj 1,ЦС \--j < Jj ^  J'

т ак ж е  и с п о л ь зу е м  п о л о ж и т е л ь н ы е  п а р а м е т р ы  Kc^j, Ks^j, где  k ^ j  = -  Cj, k'2 j  = A2j  -  Sj, то  есть

п р е д п о л а га е м , ч то  Aj > s j . П о м и м о  Я в в е д е м  м н о ж еств о  Л* = Л1 X Л2, где  Л̂  ̂ =  (^s^j,A*j); п о с т о я н н ы е
Aj > 0 ф и к с и р о в а н ы  и  б у д у т  о п р е д е л е н ы  п о з д н е е  (см . сл ед ств и е  3.11 и  у т в е р ж д е н и е  3.16); т ак ж е  м ы  
и с п о л ь зу е м  о б о зн а ч е н и е  Л j = (^ s ] ,  +то).

О сн о в н ая  зад ач а , к о то р у ю  м ы  н а зо в е м  за д а ч е й  P  = P ( S ), со сто и т  в д о к а за т е л ь с тв е  с у щ е с т в о в а н и я  
з н а ч е н и й  Я = X , д л я  к о т о р ы х  су щ еств у ю т  р е ш е н и я  и 1 = и 1 ( х ; X ,5 ), и 2 = и 2 ( х ; Х ,5 ) и  и3 = и3 ( х ; X ,5 ) 
си стем ы

м3 -  Л1 и 1 = - (а 1 + а 1 и '2 + а 2 и^ + а 1 и ‘2 )и 1,

и '2 = - ( й 2 -  Л '2 + « 2м2 + « 1м2 + « 2м2)М2, (1)

-  A iu '2 = - ( a i  + «im 2 + « 2м2 + « 1м2 )мз,

где а 2 = S  есть в ещ еств ен н ы й  п о л о ж и тел ь н ы й  м а л ы й  п арам етр , (х , Л ) € IX Л*, у д о в л етво р яю щ и е краевы м  
у сл о в и я м

(a i + «iM2 + а 2м;; + « 1М2)М11^=0 = ^  Мз |^=0, (2)

(a i  + « 1М2 + а 2м;; + « 1М2)М1 |^=й = -  из l^=h, (3)

(Ks,2 U2 -  м2)|^=0 = 0, (4)

(Kc,2 U2 + M2)|x=h = 0, (5)

и  д о п о л н и т е л ь н ы м  л о к а л ь н ы м  у сл о в и я м

Мз\х=0 = A l , (6)

М2\х=0 = ^ 2. (7)

М ы  п р ед п о л агаем , что
Ml € С 1 (I ), М2, Мз € С2 (1) . (8)

О п р е д е л е н и е  2 .1. П ара чисел  Я = X  € А*, где X  = (Х 1 ,Х 2), т акая, чт о  сущ ест вую т  ф ун к ц и и  и 1 =
и 1 ( х ; Х ,5 ), и 2 = и 2 ( х ; Х ,5 ), и 3 = и3 ( х ; Х ,5 ), уд овлет воряю щ ие  (1) - (8), назы вает ся вект орны м  собст венны м  
значением , а соот вет ст вую щ ие ф ункции  и 1, и2, и3 -  собст венны м и ф ункциям и  задачи  P ( S ).

П о л агая  S = 0 в за д а ч е  P ( S ), п о л у ч а е м  за д а ч у  P ( 0 )  с а 1 > 0. З а д а ч а  P ( 0 ) ,  о ч е в и д н о , р а с п а д а е т с я  
н а  д в е  н е за в и с и м ы е  н е л и н е й н ы е  зад ач и , к о т о р ы е  м ы  н а зо в е м  за д а ч а м и  P j . З а д а ч и  P j  у д о в л етв о р я ю т  
у с л о в и я м  ii, iii, п е р е ч и с л е н н ы м  в р а зд е л е  1. П арам етр  а 1 не п р ед п о л агается  м ал ы м .

З а д а ч а  Р 1 со сто и т  в д о к а за т е л ь с т в е  с у щ е с т в о в а н и я  з н а ч е н и й  А 1 = Aj ,̂ д л я  к о т о р ы х  су щ еств у ю т  

р е ш е н и я  v 1 = v 1 ( х ; A1), V3 = V3 (х;  A1) си стем ы

[  ^3 -  A1v1 = - - 1  (а 1 + a 1v ‘J + a 1vJ )v1,

' -  A 1 V'2 = - (а 1  + a1V2 + alVJ )vJ,
(9)

у д о в л ет в о р я ю щ и е  к р а е в ы м  у сл о в и я м

^  -  ^1*1( а 1 + « 1^1 + a1v^)v1 \х=0 = -̂ ;̂ 11 v j \х=0, (10)

( а 1 + « 1^2 + а1и2)и 1 \^=h = -  vj\^=h, (11)

и  д о п о л н и т е л ь н о м у  л о к а л ь н о м у  у сл о ви ю

„ I  - _
1̂

где  (х ,А ч) € I X Л 1 и

^ j \х=0 = А 1, (12)

^1 € С 1 (I), а J € с 2 ( I ) . (13)



О п р е д е л е н и е  2 .2 . З н а чен и еXi = Xi е  A i, такое, чт о сущ ест вую т  ф ункции  vi = vi ( х ;X i) и юъ = юъ(х;X i), 
уд овлет воряю щ ие  (9)- (13), называет .ся собст.венным зн ачением , а соот.вет.ст.вующие ф ун к ц и и  v i, юъ -  
собст венны м и ф ункциям и  задачи  P i.

З а д а ч а  Р 2 со сто и т  в д о к а за те л ь с тв е  с у щ е с т в о в а н и я  з н а ч е н и й  , д л я  к о т о р ы х  су щ еств у ю т

р е ш е н и я  v2 = v2( х ;Л2) у р а в н е н и я
v'2' = - ( а 2 -  A2,)v 2 -  aiv2,, (14)

у д о в л ет в о р я ю щ и е  к р а е в ы м  у сл о в и я м

и  д о п о л н и т е л ь н о м у  л о к а л ь н о м у  у сл о ви ю  

где  (x , X2 , ) е  1 X Л 2 и

(Ks ,2 ^ 2  -  V2)\х=0 = 0, (15)

(Kc,2 V2 + ^2)\х=й = 0, (16)

и 2\х=0 = ^ 2, (17)

^2 е  с 2( I ) . (18)

О п р е д е л е н и е  2.3. Значение Х2 = Я2 е  Л 2, такое, чт о сущ ест вует  ф ункция v 2 = v2 ( х ;Л2 ), удовлет воряю ­
щ ая  (14)- (18), назы вает ся собственным значением , а соот вет ст вую щ ая ф ункция v2 -  собственной ф ункцией  
задачи  P 2 .

Р ассм о т р и м  так ж е  за д а ч у  P 0, к о т о р ая  есть  з а д а ч а  P ( 0 )  с a i = 0. Я сно, ч то  з а д а ч а  P 0 р а с п а д а е т с я  н а  
дв е  н е за в и с и м ы х  л и н е й н ы х  за д а ч и , к о т о р ы е  м ы  о б о з н а ч и м  Pj*. Т ак ж е  я сн о , что  за д а ч а  P j ' со в п ад ает  с 
за д а ч е й  P j  п р и  a i = 0.

З а д а ч а  P 0  со сто и т  в д о к а за т е л ь с т в е  с у щ е с т в о в а н и я  з н а ч е н и й  Я1 = Х \, д л я  к о т о р ы х  су щ еств у ю т  

н е т р и в и а л ь н ы е  р е ш е н и я  w i = w i ( х ; A i ), w3 = w3 ( x ; A i ) си стем ы

w'2 -  AiWi = - Wi,

w3' -  Ai w 2 = - a i w 3, 

у д о в л етв о р я ю щ и е  к р а е в ы м  у сл о в и я м

(a iW i -  W3) \x=0 = 0, (OiWi -  W3 ) \x=h = 0, (19)

где  (x, Ai) е  IX  (^ ¥ i,  yoT) и  w i, W3 е  С 2 [0, h ] .

З а д а ч а  P ^  со сто и т  в д о к а за т е л ь с т в е  с у щ е с т в о в а н и я  з н а ч е н и й  Х2 = Я2, д л я  к о т о р ы х  су щ еств у ю т  

н е т р и в и а л ь н ы е  р е ш е н и я  w 2 = w2 ( х ;Л2 ) у р а в н е н и я

W'2' = - ( й 2 -  A '2 ) W2 ,

у д о в л етв о р я ю щ и е  к р а е в ы м  у сл о в и я м

( Ks,2 W2 -  W2) \х=0 = 0, (Кс,2 ^ 2  + ^ 2 ) \x=h = 0,

где  ( x ,A2 ) е  IX  (^ys2 , Уа2 ) и  W2 е  С 2 [0, h ] .
Д ля  и с с л е д о в а н и я  з а д а ч и  P ( S ) б у д ет  р а з в и т  м е т о д  в о зм у щ е н и й , в к о то р о м  в о з м у щ е н н о й  я в л я ется  

з а д а ч а  P ( S ), а  н е в о з м у щ е н н ы м и  я в л я ю тс я  (н е л и н е й н ы е ) з а д а ч и  P j . П о д ч ер к н ем , что  з а д а ч и  P t и  P 2 
и м ею т  н е л и н е а р и з у е м ы е  р е ш е н и я , и  м ы  о п и р аем ся , в то м  ч и сл е , н а  это, р а зв и в а я  м ето д  в о зм у щ е н и й .

О сн овн ой  м етод  для  и зу ч ен и я  зад ач  P t и P 2 -  м ето д  и н тегр ал ьн ы х  харак тери сти ческ и х  у р а в н е н и й  [5, 
6] . З ам ети м , что  ш и р о к о  и звестн ы е м етод ы  н ел и н ей н о го  ан ал и за , таки е как  в ар и ац и о н н ы е  м ето д ы  [21, 22] 
и  т ео р и я  в е тв л е н и я  р е ш е н и й  [23, 24] , н е  п р и м е н и м ы  д л я  и зу ч е н и я  за д а ч  P ( S ) и  P t , P 2.

3. Р е з у л ь т а т ы .  С о б ств ен н ы е зн а ч е н и я  зад ач  P ( S ), P j  и  P'^ буд ут  о б о зн ач аться  X k,i = ( ^ т,^, ^ 2,^ '), Xj,k 

и Xj^k, соответствен н о , гд е  к, к ' = i, 2 , . . .  -  ц е л ы е  и н д ек сы ; м ы  так ж е б у д ем  и сп о л ьзо в ать  о б о зн а ч е н и я  .Д., 

'kj и  'k j.
3.1 Задачи  P ^ .  С у щ еств о в ан и е  р е ш е н и й  за д а ч  Pj* х о р о ш о  и зв естн о  и з  к л асси ч еск о й  э л е к т р о д и н а м и ­

к и  [1, 25, 26] . С о б ств ен н ы е  з н а ч е н и я  (п о с т о я н н ы е  р а с п р о с т р а н е н и я ) з а д а ч и  P 0  и  то л ьк о  о н и  я в л я ю тся  
п р о с т ы м и  к о р н я м и  у р а в н е н и я

/----------  (^ i -  ^ 2) ( c w ^ 2 -  Si + Х2̂ -  Ci)
t a ^ a i  -  X \h  = --------------------------------    , (20)

S iC i(ai -  Я2) -  a ^ X 2 -  s ^ X 2 -  Ci



и  со б ст в ен н ы е  з н а ч е н и я  (п о с т о я н н ы е  р а с п р о с т р а н е н и я ) з а д а ч и  Р':̂  и  то л ь к о  о н и  я в л я ю т с я  п р о с т ы м и2
к о р н я м и  у р а в н е н и я

 ̂ -Я2 (^  Х̂2 -  52 + ^  Х̂2

t a n J а 2 -  X lh  = --------------------  ̂  ̂ . (21)

У р а в н е н и я  (20), (21) в э л е к т р о д и н а м и к е  н а зы в а ю т с я  д и с п е р с и о н н ы м и  с о о т н о ш е н и я м и  (у р а в н е н и я ­
м и ) [1, 25, 26] ; с т о ч к и  зр е н и я  т е о р и и  Ш ту р м а  -  Л и у в и л л я  эти  у р а в н е н и я  естествен н о  н а зы в а ть  х ар ак т е ­
р и с т и ч е с к и м и  у р а в н е н и я м и  зад ач  Р 0  и  Р ^ , соответствен н о , [27] .

Э л ем ен тар н ы й  а н а л и з  у р а в н е н и й  (20), (21) п о зв о л я ет  сф о р м у л и р о в ать  сл ед у ю щ ее  у твер ж д ен и е .
У т в е р ж д е н и е  3 .1 . С ущ ест вует  пост оянная > 0, т акая, чт о  для  лю бого h > задача  Р'0 им еет

конечное число (не менее одного) полож ит ельны х и прост ы х (крат ност и  1) собст венны х значен ий  Xj,k и все 

Xj^k € (^ s ] ,  y jo j); кроме того, если Sj = Cj, тогда h 0 = 0. Е сли a j < Sj, то задача р 0  не имеет  (полож ит ельны х) 
реш ений.

М ы  о п у сти м  д о к азател ьств о , п о ск о л ь к у  этот р езу л ь тат  ш и р о к о  и звестен .
И с п о л ь зу я  л и н е й н ы е  за д а ч и  Р ^  к ак  н е в о зм у щ е н н ы е  и  п р и м е н я я  п о д х о д я щ и й  м е т о д  в о зм у щ е н и й , 

м о ж н о  п оказать , что  в л ю б ой  ок рестн ости  собствен ного  зн а ч е н и я  Xj,^  зад ач и  Pj* сущ ествует  собственное 

з н а ч е н и е  Aj^k з а д а ч и  P j , к а к  то л ьк о  \а 1 \ д о с т а т о ч н о  м ал , п р и м е р  так о го  п о д х о д а  см . в [28] . Т ак ж е  

м о ж н о  д о к азать , что  в л ю б о й  о к р естн о сти  л ю б о й  п а р ы  (X;i, ,̂ X2^i) су щ еств у ет  со б ств ен н о е  зн а ч е н и е  .А.k j  
зад ач и  P ( 8 ), как  тол ько  \й \ д о стато ч н о  м ал о  [8, 9, 10] . П р и н и м ая  во в н и м а н и е  у т в ер ж д ен и е  3.1, ясно , что 
п о ско л ьк у  зад ач а  P ^  не и м еет  р е ш е н и й  для  a j < s j , то  в ы ш еу п о м я н у ты й  м етод  в о зм у щ е н и й  не п о зво л и т  
д о к азат ь  су щ еств о ван и е  р е ш е н и й  за д а ч  P j  a n d  P .

3.2 Задачи  P j . Э тот п у н к т  ч асти ч н о  осн ован  н а  и звестн ы х  р езу л ьтатах  (в эти х  случаях  то ч н ы е  ссы лки  
н а  д о к а за т е л ь с т в а  п р и в е д е н ы  с р азу  п о с л е  со о т в е тств у ю щ и х  ф о р м у л и р о в о к ), но  и х  ед в а  л и  в о зм о ж н о  
о п у сти ть  без сер ьезн о го  у х у д ш е н и я  к ач еств а  п р е д с т а в л е н и я  осн о вн о го  р езу л ь тата .

Н и ж е в это м  р а зд е л е  м ы  о п и р аем ся  н а  сл ед у ю щ ее  у твер ж д ен и е .
У т в е р ж д е н и е  3.2. ЗадачаК ош и  (9), (10), (12) глобально однозначно разреш им а для х  € I, а ее  (классическое) 

реш ение  V1 = V1 (х ;Х 1 ), v j = v j ( х ; Я1) непреры вно зависит  от  т очки  (х ,Х 1 ) € I X Л 1.
Это утвер ж д ен и е  док азы вается  так и м  ж е образом , как  и а н а л о ги ч н ы й  р езу л ьтат  в [6] (см. у тверж д ен и е  3 

в [6] ). Э тот ж е ф акт м о ж ет  бы ть  и зв л е ч е н  и и з р езу л ьтато в , п р ед ст ав л ен н ы х  в [4] . Д в аж д ы  н еп р ер ы в н ая  
д и ф ф ер ен ц и р у ем о сть  р еш ен и я  vj  п о  х  дл я  х  € I следует и з глад к ости  п р ав о й  части  второго  у р ав н ен и я  (9).

У т в е р ж д е н и е  3.3. Задача К ош и  (14), (15), (17) глобально однозначно разреш им а для х  € I, а ее (классиче­
ское) реш ение v2 = v2 (х; Х2) непреры вно за в и с и т о т  т очки  (х ,Х 2) € I X Л 2.

Это у тверж д ен и е  д о к азан о  в [5] (см. у твер ж д ен и е  2 в [5] ). Д важ ды  н еп р ер ы в н ая  ди ф ф ер ен ц и р у ем о сть  
р е ш е н и я  v2 п о  х  д л я  х  € I сл едует  и з гл ад к о сти  п р а в о й  ч ас ти  у р а в н е н и я  (14).

И н тегр ал ьн о е  х ар ак тер и сти ч еск о е  у р а в н е н и е  о тн о си тел ь н о  Х1 п о л у ч е н о  в [4] в сл ед у ю щ ей  ф орм е

^1̂ s,1 +те
^ , г  ds f  ds  ̂  ̂ ^
ф 1 (^ 1; П1) = ^  — -— —  + — -— —  = h, (22)

J  W1 (s; Я1) J  W1 (s; Я1)

1̂̂ с,1

где
(0.101 + ^1 (О1 -  1))(«1  ̂ 1 + «19^) + 01 (01 -  А1)(а1 ̂ 1 + a l 0J )

W1 (^1'; Х1) = Х 1 ----------------------------------— ------2-------------------------------------------  -,
е 1 («1 ̂ 2 + «10 2)

п 1 = 1, 2 , . . . ,  а 1 = а 1Я-2 , а  ^ 1 и  в 1 с в язан ы  со о т н о ш ен и ем

q1 ̂ 4 + Jq2вlJ ̂ lJ + q j ^ 4 = 0; (23)

зд есь
q1 = ^ 1  ( ^1 -  А̂l ) ( J ^ l -  3) + 01 ( ^1 -  (А1) -  « lC l ,
42 = O l(6l -  1)(в1 -  A l) + A l(9 l -  A l ) -  UlCl, (24)

q j = ( 6l -  Ol)"2 + JАl ( 6l -  <А1) -  №l(Аl ,

( . 1  = ClA- 6, а

Cl = 2 (a l + « l ^2 (0) + Ulvj2 (0 )) 2a J (0) -  4X2 (o l + « l^ 2( 0) + alV2(0 ))v 2( 0) +

+ Я2«1 (v 4 ( 0) + JvJ (0 )v2J ( 0) + aj4 (0)) + JЯ2a l (v 2 ( 0) + ^2 (0))

есть п о сто ян н ая , з н а ч е н и я  v1 ( 0) и  vj (0) о п р ед ел яю тся  и з (10), (12) .



И н тегр ал ьн о е  х ар ак тер и сти ч еск о е  у р а в н е н и е  о тн о си тел ьн о  Я2 п о л у ч е н о  в [5] в сл ед у ю щ ей  ф орм е

^  Г ds

W2 (s; Х2 ) J  W2 (s ; Я2)

Ks,2

Ф2 (^ 2; П2) ^  f     ^  f   ^ ^  = h, (25)
J  W2 (s; Я2) J

-Kc,2 - ^

где  W2(^ 2; ^ 2) = ^2 + ^2 -  ^2 + a i ^2 (^ 2; ^ 2), «2 = 0, i , . . . ,  а  ^2 a n d  6 2  с в язан ы  с о о т н о ш е н и е м

2 s 2
(^2 + «2 -  ^ 2) 02 + « i-^ - = C2, (26)

2 ^4
зд есь  C2 = (^2 -  ^2)^2 + ^ i  i t  > 0 есть п о сто ян н ая .

П о д ч ер к н ем , что  у р а в н е н и я  (22) и  (25) есть сем ей ст в а  у р а в н е н и й  д л я  р а з л и ч н ы х  rai и  п 2, то  есть д л я  
того чтобы  н а й ти  все собствен ны е зн ач ен и я , н еобходи м о  р еш и ть  (22) д л я  каж дого  пт и (25) д л я  каж д ого  п2. 

И м ею т м есто  т ео р ем ы  об э к в и вал ен тн о сти .

Т е о р е м а  3.4. Число е  Л т являет ся  собст венны м  зн а чен и ем  задачи  P t тогда и т олько  тогда, когда 

сущ ест в ует  целое  k i > 0 т акое, чт о  Xi = k i уд о влет во р я ет  уравн ению  (22) при  п т = k i ; в эт о м  случа е  

собственная ф ункция юъ = V3 ( х ; k i) , от вечаю щ ая собст венному значению  k i, имеет  k i прост ы х н улей  x j,i е  I, 

где i = i, Их̂ .
Д о к азател ьство  это й  т ео р ем ы  сл едует  и з  д о к азател ь ств а  т ео р ем ы  1 и  сл ед ств и я  1 в [6] .

Т е о р е м а  3 .5 . Число  Я2 е  Л 2 явля ет ся  собст венны м  зн а чен и ем  задачи  P 2 т огда и т олько  тога, когда 

сущ ест в ует  целое  к 2 > 0 т акое, чт о  Я2 = Я2 уд о влет во р я ет  уравн ению  (25) при  п 2 = k 2; в эт о м  случа е  

собственная ф ункция v2 = V2 ( х ; k 2), от вечаю щ ая собст венному значению  k 2, имеет  Х2 прост ы х н улей  x j,i е  I, 

где i = i, k 2.
Д о к азател ьство  это й  т ео р ем ы  сл едует  и з  д о к азател ь ств а  т ео р ем ы  1 и  сл ед ств и я  1 в [5] .
Я вн ы е ф о р м у л ы  д л я  Xj^i л е гк о  п о л у ч а ю т с я  и з  ф о р м у л  (22) и  (25), см . сл ед ств и е  1 в [4 ] д л я  (22) и 

т ео р ем у  1 в [5] д л я  (25).
Р азр еш и м о сть  зад ач  P1  и  P 2 у твер ж д ается  в сл ед у ю щ и х  теорем ах .

Т е о р е м а  3.6. Задача P t им еет  бесконечное число собст венны х зн ачен ий  k i^k е  Л т с т очкой накопления  
на бесконечност и. Кроме этого:

(i) если задача  Pi* им еет  к ' реш ений  (к  = i, к ') ,  тогда сущ ест вует  пост оянная а ’̂_ > 0 т акая, чт о  
для любого полож ит ельного a i = а '  < « ' '

k i,k е  (^ffi^^Jar) и lim  Х1,^ = Ai,^ (к  = i , k '),
а '^ + 0

где k ;i, ;i < k i,2 < . . .  < -  первы е к ' реш ен и й  задачи  P т при  a i = а ' ;

(ii) для дост ат очно больш их  k  i им ею т  м ест о оценки

  ъ      i
m ax  V2 ( х ;Я i)  =  k 2 + О ( i  ), m ax  а? ( х ; A i) = -+ О ( i  ).

xе[0,h] i ^  i)  2« i i ( ^  xе[0,h] ъ^  i)  2« i i ( )

М нож ест во собст венны х зн а ч ен и й  зада чи  P t дискрет но на Л t , т о ест ь на каж дом от резке Л[ с  Л  t 
сущ ест вует  не более конечного числа  (изолированны х) собст венны х значений .

Д о к азател ьство  это й  т ео р ем ы  сл едует  и з  д о к азател ь ств  т ео р ем  4, 5 и  6 в [6] .

Т е о р е м а  3.7. Задача P 2 им еет  бесконечное число собст венны х зн ачен ий  k 2,k е  Л 2 с т очкой накопления  
на бесконечност и. Кроме этого:

(i) если задача  P ^  им еет  к ' реш ений  k 2,k (к  = i  , к ') ,  тогда сущ ест вует  пост оянная а ' 2 > 0 т акая, чт о  
для любого полож ит ельного а i = а '  <  а ' '

k 2,k е  ( л[^2^л[й2) и lim  k 2jc = X2,k (к  = i  , к ' ),
а ' ^+0

где k 2, i < k 2,2 < . . .  < k 2,k' -  первы е к ' реш ен и й  задачи  P 2 при  « i = а ';

(ii) для дост ат очно больш их  к 2 им еет  м ест о оценка

2

Xе[0,h]  ̂ ^  aim a x  ^2 (х;  k 2) = — k 22 + О ( i  ).

М нож ест во собст венны х зн а ч ен и й  зад ачи  P 2 дискрет но на  Л 2, т о ест ь на каж дом от резке  Л 2 с  Л 2 
сущ ест вует  не более конечного числа  (изолированны х) собст венны х значений .

Д о к азател ьство  это й  т ео р ем ы  сл едует  и з  д о к азател ьств  т ео р ем  4, 5 и  6 в [5] .



З а м е ч а н и е  3.8. Е сли к  > к ', то собственные значения Aj,k не связаны с реш ениям и  (линейной) задачи P'0, 
в т ом  числе, при  «1 ^  +0 [5, 6] .

И сп о л ьзу я  тео р ем ы  3.6 и  3.7, д о к аж ем  сл ед у ю щ и е  у тв ер ж д ен и я .

У т в е р ж д е н и е  3 .9 . П уст ь  } -  последоват ельност ь собст венны х зн а ч ен и й  зад ачи  P 1. Тогда сущ е­

ст вует  (бесконечная) подпоследоват ельност ь [A1,k '} с т очкой  накопления  на бесконечност и и т акая, чт о  

для каждого элем ен т а  A i^k' эт ой  подпоследоват ельност и им еет  м ест о ф орм ула

(ф 1 (A l,k' -  ^1,к ' ; Al ) -  h) ■ (ф 1 (A l,k' + A l,k ' ; Al ) -  h) < 0, (27)

где A 1̂ k' > 0 -  пост оянная и от резок [A.\^k' -  A 1̂ k',A1,k' + ^ 1Л'] не содержит других элем ент ов последоват ель­

ност и [Al,k }.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  П окаж ем , что  ф у н к ц и я  w 1, о п р ед ел ен н ая  в (22), п о л о ж и тел ьн а . П ри равн яв  w 1 к  н улю  и 
п о д с т а в и в  р е зу л ь т а т  в (23), п о л у ч и м  п р о т и в о р е ч и е . О тсю д а  сл ед у ет , что  w  1 н е  о б р а щ а е тс я  в н у л ь  д л я  
Я1 € Л 1. Т еп ер ь  д о с т а т о ч н о  о п р е д е л и ть  з н а к  w 1 в н е к о т о р о й  то ч к е , н а п р и м е р , в т о ч к е  ^ 1 = 0. З н а ч е н и е  
в 1, о тв еч аю щ ее  зн а ч е н и ю  i^1 = 0, в ы ч и с л я е т с я  и з  (23). С л ед о в ател ьн о , в 1 = в 1, гд е  в 1 -  м а к с и м а л ь н о е  и з 
р е ш е н и й  у р ав н ен и я  gj  ( в 1, А1) = 0, которое будет п о л о ж и тел ьн ы м . Д ля а 1 > 0 л егко  вид еть, что  ф ун к ц и я  w  1 
п о л о ж и т е л ь н а . З н а ч и т , ф у н к ц и я  w 1 (есл и  су щ еств у ет) п о л о ж и т е л ь н а  д л я  всех  Я1 € Л 1. С у щ еств о в ан и е  
ф у н к ц и и  w 1 д л я  всех  Я1 € Л 1 сл едует  и з а н а л и за  ф о р м у л ы  (23).

Н еп р ер ы в н о сть  ф у н к ц и и  Ф1 п о  Я1 € Л 1 сл ед ует  и з а н а л и за  ф о р м у л ы  (22) и  (23).
П р и н и м а я  во в н и м а н и е  п о л о ж и тел ь н о сть  ф у н к ц и и  w 1, п о л у ч а е м  сл ед у ю щ и е  н ер авен ства

( П1 -  1) T l(А l)  < Ф1 (А 1-;П1) < П1 Т1 (А l), (28)

гд е П1 = 1, 2, . . ., А1 € Л 1, a n d  Tl а  1) = /-+ J  .
В р аб о т е  [4], см. так ж е  [6], д о к а за н о , ч то  11тд1̂ +тс Ti (А 1) = 0. И з этого  сл ед у ет  су щ е с т в о в а н и е  

б е с к о н е ч н о го  ч и с л а  р е ш е н и й  у р а в н е н и я  (22) . Д е й с тв и т е л ь н о , д л я  л ю б ого  h > 0 м о ж н о  н а й т и  ц ел о е  
1 = 10 > 1, такое, что

h < ( п] -  1) m ax  T1 (А1) < m ax  Ф1 (А 1;п°1).
Л1 €Л1 Л1 €Л

П оскольку  11тя1̂ + ^ Т 1 (А1) = 0, то всегд а  м о ж н о  вы брать зн ач ен и е  Я1 > Я^, такое что  Ф1 (А0;п°0) < п°0Т1 (Aj) < 

ft. Н о  м е ж д у  Я1, гд е  ф у н к ц и я  Ф1 (А1; п]) д о с т и г а е т  своего  м а к с и м у м а , и  Aj с у щ еств у ет  Я1 = .-у, т ак о е  что  

Ф1 (X i;n 5) = ft.
Д алее, п о ск о л ь к у  11тд1̂ + ^  Ту(Ау) = 0, то су щ еств у ет  б еск о н еч н о е  м н о ж еств о  со б ств ен н ы х  з н а ч е н и й  

Ai^k, п е р е х о д я  ч е р е з  к о т о р ы е  ф у н к ц и я  Фу(Ау; щ ) -  ft м е н я е т  зн ак , см . ф о р м у л у  (22). Т а к и м  о б р азо м , м ы  
д о к азал и , что  сущ ествует  б еск о н еч н о е  м н о ж ество  соб ствен н ы х  зн а ч е н и й  зад ач и  P 1, д л я  к о то р ы х  и м еет  
м есто  н еравен ство  (27). По следствию  теорем ы  4 в [6] все у п о м ян у ты е  собствен ны е зн ач ен и я  и зо л и р о в ан ы  
(д и скретн ы ).

У т в е р ж д е н и е  3 .10 . П уст ь  [А 2^к} -  последоват ельност ь собст венны х зн а чен и й  задачи  P 2. Тогда сущ е­

ст вует  (бесконечная) подпоследоват ельност ь [A2,k '} с т очкой  накопления  на бесконечност и и т акая, чт о  

для каждого элем ен т а  .z^k' эт ой  подпоследоват ельност и им еет  м ест о ф орм ула

(Ф2 (A2,k' -  A 2,k'; a 2) -  ft) ■ (Ф2 (A2,k' + A 2,k' '; A2) -  ft) < 0, (29)

где Az^k' > 0 -  пост оянная и от резок [ . 2,к' -  A 2̂ k',A2,k' + А2,^'] не содержит других элем ент ов последоват ель­

ност и [ A 2 k̂ }.
Д о к а з а т е л ь с т в о . П окаж ем , что  ф у н к ц и я  w 2, о п р ед ел ен н ая  в (25), п о л о ж и тел ьн а . Д ей стви тел ьн о , п р и р ав - 
н и в аяя  w 2 к  нулю , в ы раж ая  отсю да + а2 -  А1 и п од ставляя  этот р езу л ьтат  в (26), п о л у ч аем  п роти воречи е , 
то есть w 2 в н у л ь  не обращ ается. Т еперь достаточ н о  в ы ясн и ть  зн ак  w 2 в л ю б ой  точке. Ясно, что  д л я  лю бого 
А1 < а2 ф у н к ц и я  w2 п о л о ж и т е л ь н а , что  зн а ч и т , что  эт а  ф у н к ц и я  (к о гд а  су щ еств у ет) п о л о ж и т е л ь н а  д л я  
всех  Я2 € Л 2. С у щ ество в ан и е  ф у н к ц и и  w 2 д л я  всех  Я2 € Л 2 сл ед ует  и з  а н а л и з а  ф о р м у л ы  (26). 

Н еп р ер ы в н о сть  ф у н к ц и и  Ф2 п о  Я2 € Л 2 сл ед ует  и з а н а л и за  ф о р м у л ы  (25) и  (26).
П р и н и м а я  во в н и м а н и е  п о л о ж и тел ь н о сть  ф у н к ц и и  w2, п о л у ч а е м  сл ед у ю щ и е  н ер авен ства

а 2 Т2 (А2) < Ф2 (А2; а 2) < ( а 2 + j )  Т2 (А2), (30)

где  П2 = 0 ,1 , . . . ,  Я2 € Л , а  Т2(Я2) = / ds
^2(5;^2) ■

В р аб о те  [5] д о к а за н о , ч то  lim  Т2(А2) = 0. О тсю д а сл ед у ет  с у щ е с т в о в а н и е  б еск о н еч н о го  ч и с л а  

р е ш е н и й  у р а в н е н и я  (25). Д ей стви тел ьн о , д л я  л ю б ого  ft >  0 су щ еств у ет  ц ел о е  2 = 02 > 1, такое что

ft < ( n2 -  1) m ax  Т2(А2 ) < m ax  Ф2(А2;га°).
Хг €Лг Хг €Лг



П оскольку  lim i2̂ + ^  Т2 (Л2 ) = 0, то всегд а  м о ж н о  вы брать  зн ач ен и е  Я2 > Я", такое что  Ф2 (Я0; га") < «"72 (Я0) < 
h. Н о то гд а  м е ж д у  Я2, п р и  к о то р о м  ф у н к ц и я  Ф2(Я2; п 0°) д о с ти га е т  своего  м а к с и м у м а , и  Я0 су щ еств у ет  

Я2 = k 2, такое что  Ф2 (k 2; га0) = h.
Т еп ер ь  п о с к о л ь к у  lim ^2̂ +TC Т2 (Я2) = 0, то с у щ еств у ет  б е с к о н е ч н о е  ч и с л о  со б с тв е н н ы х  з н а ч е н и й  

к 2,к, п е р е х о д я  ч е р е з  к о т о р ы е  ф у н к ц и я  Ф2(Я2; п2) -  h м е н я е т  зн ак , см . ф о р м у л у  (25). Т а к и м  о б р азо м , м ы  
д ок азал и , что  сущ ествует  бескон ечн ое ч и сл о  собствен ны х зн а ч е н и й  зад ач и  P 2, д л я  к оторы х и м еет  м есто  
н ер авен ство  (29). По следствию  тео р ем ы  4 в [5] все эти  собствен н ы е зн а ч е н и я  и зо л и р о в ан ы  (дискретн ы ).

И з у т в е р ж д е н и й  3.9 и  3.10 п о л у ч а е м  такое следствие.
С л е д с т в и е  3.11. Сущ^ествует пост оянная > ^ а ]  такая, чт о инт ервал  (y a],X*j) содержит собствен­

ны е зн ачен ия  k j  задачи  P j , кот оры е не связаны  с р еш ени ям и  k j  (линейной) задачи  Pj* при а t ^  + 0 .

В си л у  теорем  3.6 и 3.7, если  а t >  0 д остаточ н о  м ало , то  все собствен ны е зн ач ен и я  k j  е  ( y Oj,AJ ) зад ач  
P j  н е  с в я за н ы  с р е ш е н и я м и  со о тв е тст в у ю щ и х  л и н е й н ы х  зад ач . Е сл и  ж е  «;( >  0 н е  м ал о , то  и н т е р в а л  

( y Oj,AJ ) м о ж ет  сод ерж ать  ср ед и  п р о ч и х  и  так и е  со б ств ен н ы е з н а ч е н и я  k j , д л я  к о то р ы х  lim „i^ + 0 k j  = k j .
П р и н и м а я  во  в н и м а н и е  т е о р е м ы  3.4 и  3.5, б у д ем  н а зы в а т ь  у р а в н е н и я  (22), (25) и н т е г р а л ь н ы м и  

х а р ак тер и сти ч еск и м и  у р а в н е н и я м и  (ИХУ) зад ач  P т, P 2, соответствен н о .
У равнен и я т и п а  (22), (25) -  м о щ н ы й  и н стр у м ен т  и ссл едован и я  н екоторого  к р у га  н ел и н е й н ы х  зад ач  н а  

собствен ны е зн ач ен и я , см. [4 , 5 , 6, 7] .В ч а с т н о с т и ,н а о с н о в е а н а л и з а у р а в н е н и я (22 )в [6] и у р а н е н и я  (25) в [5] 
п о л у ч е н ы  глу б о к и е  р е зу л ь т ат ы  о р а зр е ш и м о с т и  зад ач  P т, P 2, а  такж е р а зл и ч н ы е  св о й ств а  соб ствен н ы х  
з н а ч е н и й  и  со б ств ен н ы х  ф у н к ц и й .

В к л асси ч еск о й  (л и н ей н о й ) т е о р и и  Ш ту р м а  -  Л и у в и л л я  и зв ест н о  о п р е д е л е н и е  х ар ак тер и сти ч еск о й  
ф у н к ц и и , к о то р о е  н а х о д и т  м н о г о ч и с л е н н ы е  п р и м е н е н и я  [27] . Д л я  за д а ч  P j  м ы  в в е д е м  а н а л о г и ч н ы е  
о п р ед ел ен и я .

И м ею т м есто  сл ед у ю щ и е  у тв ер ж д ен и я .

У т в е р ж д е н и е  3 .12 . Число Я ;i е  Л  t я вляет ся  собст венны м  зн а чен и ем  задачи  P i , если  и т олько  если  

к т = k  ;i удовлет воряет  уравнению
f i  (к  i , a i ) = 0, (31)

где f i  ( M , ^ i ) := ( (a i + « i v2 + aiv^^)vi + ^ c к ;^ llaъ)|^=h, а  vi = v i (x; A i), юъ = vъ (x; A i) -  реш ения задачи К ош и  (9), 

(10), (12).
Д о к а з а т е л ь с т в о .  П усть  v t = v t (x ; k t ), юъ = юъ( x ;k i ) -  р е ш е н и е  за д а ч и  К о ш и  (9), (10), (12). Е сл и  Я т = k  t 

у д о в л е т в о р я е т  у р а в н е н и ю  (31), то, о ч е в и д н о , k  т -  со б ств ен н о е  з н а ч е н и е  и  v т = v t (х ;k i ), юъ = юъ( х ;k t ) -  
со б ств ен н ы е  ф у н к ц и и  за д а ч и  P  .

П усть  ^  = k J е  Л  t -  р е ш е н и е  у р а в н е н и я  (31). Р а с с м о тр и м  за д а ч у  К о ш и  (9), (10), (12) п р и  к t = k J. По 

у т в е р ж д е н и ю  3.2 с у щ ест в у ет  е д и н с т в е н н о е  н е т р и в и а л ь н о е  р е ш е н и е  v т = v i ( х ; k t ), юъ = юъ( х ;k t ) э то й  
зад ач и  К ош и  и это р еш ен и е  н еп р ер ы вн о  зав и си т  от ( х ,^ ) е  I X Л  t . Е сли у р ав н ен и е  (31) вы п о л н яется  для  

к t = k J н а  это м  р е ш е н и и  за д а ч и  К о ш и  в то ч к е  х  = h, то гд а  к t = k J -  собствен н ое  зн а ч е н и е  з а д а ч и  P t .

П р е д п о л о ж и м , что  у р а в н е н и е  (31) н е  в ы п о л н я е т с я  д л я  ^  = k J и  н а й д е н н о г о  р е ш е н и я  п р и  х  = h. 

С ледовательн о , р еш ен и е  зад ач и  (9), (10), (12) п р и  к t = k J н еед и н ств ен н о ; д л я  одн ого  из н и х  у р ав н ен и е  (31) 
вы п о л н я ется , а  д л я  д ругого  -  нет. Э тот в ы в о д  п р о т и в о р еч и т  утвер ж д ен и ю  3.2. А  зн ач и т , п р ед п о л о ж ен и е  

о с у щ е с т в о в а н и и  р е ш е н и я  за д а ч и  К о ш и  (9), (10), (12) п р и  к t = k J, д л я  к о то р о го  у р а в н е н и е  (31) не 
вы п о л н я ется , н еверн о .

У т в е р ж д е н и е  3 .13 . Число  к 2 е  Л 2 я вляет ся  собст венны м  зн а чен и ем  задачи  P 2 , если  и т олько  если  

к 2 = к 2 удовлет воряет  уравнению

^ 2 (к 2 , а  i ) = 0, (32)

где f 2 (к 2 , а 2) := (кс2 ^ 2 + ^2)\x=h , а  v 2 = v 2 (х; к 2) -  реш ение  задачи  К ош и  (14), (15), (17).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  П усть v 2 = v2( х ;k 2) -  р е ш е н и е  з а д а ч и  К о ш и  (14), (15), (17). Е сл и  к 2 = к 2 у д о в л етв о р я ет  

у р а в н е н и ю  (32), то, о ч ев и д н о , к 2 -  соб ствен н ое  зн а ч е н и е  и  v2( х ; k 2) -  со б ств ен н ая  ф у н к ц и я  за д а ч и  P 2.

П усть к 2 = к Л е  Л 2 -  р е ш е н и е  у р а в н е н и я  (32). Р ассм о т р и м  за д а ч у  К о ш и  (14), (15), (17) п р и  к 2 = k J:. По 

у т в е р ж д е н и ю  3.3 н е т р и в и а л ь н о е  р е ш е н и е  v 2 = v 2 ( х ; k J;) э то й  за д а ч и  К о ш и  с у щ еств у ет  и  н е п р е р ы в н о  

зав и си т  от ( х , к 2) е  IX  Л 2. Е сли у р ав н ен и е  (32) удовл етворяется  дл я  к 2 = k J: н а  этом  р е ш е н и и  зад ач и  К ош и 

в точк е  X = h, то к 2 = k J; -  собствен н ое  зн а ч е н и е  з а д а ч и  P 2.

П р е д п о л о ж и м , ч то  у р а в н е н и е  (31) н е  у д о в л е т р о я е т с я  д л я  ^  = k J и  н а й д е н н о г о  р е ш е н и я  за д а ч и  
К о ш и  в то ч к е  х  = h. С л ед о в ател ьн о , су щ ест в у ет  н е е д и н с т в е н н о е  р е ш е н и е  з а д а ч и  К о ш и  (14), (15), (17) с 

к 2 = к Л; д л я  о д н о го  и з  н и х  у р а в н е н и е  (32) в ы п о л н я е т с я , а  д л я  д р у го го  -  н ет . Э тот  в ы в о д  п р о т и в о р е ч и т  
у т в е р ж д е н и ю  3.3. А  зн а ч и т , п р е д п о л о ж е н и е  о с у щ е с т в о в а н и и  р е ш е н и я  за д а ч и  К о ш и  (14), (15), (17) п р и  

к 2 = k J;, д л я  к оторого  у р а в н е н и е  (32) н е  в ы п о л н я ется , н еверн о .



Е стествен н о  н а зы в а т ь  у р а в н е н и я  (31), (32) х а р а к т ер и ст и ч еск и м и  ур а вн ен и я м и , а  и х  л е в ы е  ч ас ти  
ха р а кт ерист ическим и  ф ун кц и ям и  за д а ч  P i ,  P 2, соответствен н о .

Т ео р ем ы  3.4, 3.6 и  у тв е р ж д е н и е  3.12 даю т такое следствие.

С л е д с т в и е  3 .14 . Любое р еш ен и е  Я1 = 'к1 € Л у ур а вн ен и я  (22) ест ь р еш ен и е  ур а вн ен и я  (31) и наоборот ; 

более того, если 'к1 такое, чт о вы полняет ся условие  (27), то такж е вы полняет ся и условие

f i  ( I 1 -  A i, « i)  ■ ^ 1 ( I i  + A i, a i)  < 0, (33)

где f 1 (Лу, a 1, a j ) определена в (31), а  A 1 >  0 -  некот орая пост оянная.

В с и л у  т еорем ы  3.6 для каждого собст венного зн а чен и я  . j  задачи  P i ,  удовлет воряю щ его  свойст ву  (27), 

пост оянная  A 1 мож ет бы т ь вы брана так, чт о от резок [.^ -  A 1, A1 + A 1] не содержит других собст венны х  
зн а чен и й  задачи  P 1.

Т ео р ем ы  3.5, 3.7 и  у тв е р ж д е н и е  3.13 даю т такое следствие.

С л е д с т в и е  3 .15 . Любое р еш ен и е  Я2 = Я2 € Л 2 у р а вн ен и я  (25) ест ь р еш ен и е  ур а вн ен и я  (32) и наоборот ; 

более того, если  . 2 такое, чт о вы полняет ся условие  (29), т о такж е вы полняет ся и условие

^2 (A2 -  A2, « 1) ■ ^ 2  (A2 + A2, « i)  < 0, (34)

где f 2 (Л2, а 1) определена в  (32), а A2 >  0 -  некот орая пост оянная.

В  с и л у  т еорем ы  3.7 для каждого собст венного зн а чен и я  А2 задачи  P 2, удовлет воряю щ его  свойст ву  (29), 

пост оянная  A2 мож ет бы т ь вы брана так, чт о от резок  [Я2 -  A2, A2 + A2] не содержит других собст венны х  
зн а чен и й  задачи  P 2.

3.3 Задачи  P ( S ) .  Н ам  п о н ад о б и т ся  сл ед у ю щ ее  у твер ж д ен и е .
У т в е р ж д е н и е  3 .16 . С ущ ест вует  S* > 0 т акое, чт о  для  0 < S < S* задача  К ош и  (1), (2), (4), (6), (7) 

глобально однозначно р а зр еш и м а  для € .I, а ее (классическое) реш ение

и 1 = и 1 (х; X, S), и 2 = и 2 (х; X, S), щ  = uj  (х; X, S) (35)

непреры вно зависит  от  (х , X, S) € IX  А* X  D*, где D* = (0, S*).
К ром е того, ф ун кц и и  щ , и 2 , u j , определенны е посредст вом  (35), и и х  производны е и[, и '2 , u j равн ом ерно  

от носит ельно  (х , X ) € IX  Л* ст рем ят ся к ф ункциям  а 1, v 2 , vj  и и х  производны м  v j, v '2 , v j, соот вет ст венно,
п ри  S ^  +0, где а 1 = а1 (х ;Л 1) , vj  = vj ( х ;Я1) - р е ш е н и е  задачи  К ош и  (9), (10), (12) и v 2 = v2( х ;Я2) - р е ш е н и е
задачи  К ош и  (14), (15), (17), а vJ, v '2 , v j производны е э т и х  реш ений.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Это у т в е р ж д е н и е  я в л я ется  сл ед ств и ем  « и н т е г р а л ь н о й »  т е о р е м ы  н е п р е р ы в н о с т и  [29] . 
С л ед уя  [29] , р а с с м о т р и м  н о р м ал ь н у ю  си стем у  у р а в н е н и й

u'i = f i  (X, U i,.. . ,U n , Y i , . . . ,  П ), i = 1,n, (36)

п р а в ы е  ч а с ти  к о т о р о й  за в и с я т  от  п а р а м е т р о в  у), . . . ,  Yi. С и с т е м а  (36) м о ж е т  б ы ть  з а п и с а н а  в в е к т о р н о й  
ф орм е

u ' = f  (X, u, у ). (37)

М ы  п р ед п о л агаем , что  п р авы е  части  си стем ы  (36) оп р ед ел ен ы  и н еп р ер ы в н ы  вм есте со свои м и  ч ас тн ы ­
м и  п р о и зв о д н ы м и  (X, u, у ) в н ек о то р о й  об л асти  Г п р о стр ан ств а  п е р е м е н н ы х  х , и 1, . . . ,  и„, у1, . . . ,  Yi.

С л ед у ю щ ая  т е о р ем а  х о р о ш о  и звестн а , и  д о к азан а , н а п р и м е р , в [29] .
П уст ь ( х 0, и 0, у 0) -  некот орая т очка в области]" и u  = ^ (х, у ) -р е ш е н и е у р а в н е н и я (37), удовлет воряю щ ее  

н а ч а л ь н о м у  условию  ^ (х 0, у ) = uq. Е сли  р еш ен и е  u  = ^ (х , у 0) определено п р и х  € I, т о сущ ест вует  число  
Y0 > 0, такое, чт о для \у  -  у 0 \ < реш ение  u  = ^ (х , у ) определено на т ом же самом инт ервале  I, и ф ункция  
Ф (х , у )  непреры вна  на множ ест ве п е р е м е н н ы х х , у  д л я х  € I и \у  -  у 0\ < уо- Б олее того, ^ ( х ,  у )  ^  ^ ( х ,  у*) 
равном ерно  п о х  € I при у  ^  у *, как т олько \у  -  у *\ < уо.

З ам ети м , что  эт а  т ео р ем а  с ф о р м у л и р о в ан а  в [29] без д о п о л н и т е л ь н о го  у т в е р ж д е н и я  о р а в н о м е р н о м  
с т р е м л е н и и  ^ (х , у ) к  ^ ( х ,  у *). О дн ако  этот р е зу л ь тат  сл едует  и з до к азател ьств а , п р ед став л ен н о го  в [29] .

Т еперь утвер ж д ен и е  3.16 явл яется  п р я м ы м  сл едствием  п р и м е н е н и я  сф о р м у л и р о в ан н о й  в ы ш е теорем ы  
к  за д а ч е  К о ш и  (1), (2), (4), (6), (7) п р и  д о п о л н и т е л ь н о м  д о п у щ е н и и  о с у щ е с т в о в а н и и  е д и н с т в е н н о г о  
н еп р ер ы вн о го  р е ш е н и я  зад ач и  К ош и  (9), (10), (12) п р и  (х, Я1, а 1) € IX  Л 1 X A, оп р ед ел ен н о го  глоб ал ьн о  и 
зад ач и  К ош и  (14), (15), (17) дл я  (х, Я2, а 1) € IX  Л 2 X A. С п раведл и вость  этого д о п о л н и тел ьн о го  д о п у щ ен и я  
гар ан ти р у ет ся  у т в е р ж д е н и я м и  3.2 и  3.3.

Д в аж д ы  н е п р е р ы в н а я  д и ф ф е р е н ц и р у е м о с ть  р е ш е н и й  и2 и  щ  п о  х  € I сл ед у ет  и з  г л а д к о с ти  п р а в ы х  
ч ас тей  второго  и  третьего  у р а в н е н и й  в (1).

М ы  п р ед п о л о ж и м , что  (х , X, S) € I X А* X  D*, где  А* в ы б р ан ы  в соответстви и  со сл ед ств и ем  3.11, но S* 
в ы б и р ается  п о  А* в см ы сл е  у т в е р ж д е н и я  3.16. О тм ети м , что  А* не п р ед п о л агает ся  м ал ы м .



П оскольку  утвер ж д ен и е  3.16 д ает  сущ ествован и е н еп р ер ы вн о го  р е ш е н и я  зад ач и  К ош и, о п ред ел ен н ого  
гл о б ал ь н о , то  м ы  м о ж е м  в вести  си ст ем у  х а р а к тер и сти ч еск и х  у р а в н е н и й  за д а ч и  P ( S ) так , к а к  это  бы л о  
сд ел ан о  в у тв е р ж д е н и я х  3.12, 3.13 д л я  зад ач  P i , P 2.

И м еем  сл ед у ю щ ее  у твер ж д ен и е .
У т в е р ж д е н и е  3 .17. П ара чисел X  =  (Xi , Х2) ест ь (вект орное) собственное значение задачи  P ( S ), если и 

т олько если  Я = X  е  A J удовлет воряет  сист еме уравн ений

Ф, (X S ) =  0. (38)
#2 ( X, S )  =  0,

где ( )|
^ i ( X , S ) := ( (a i + a iu 2 + a2u2, + aiu'2 )u i + ЛlClK-T uъ) l̂ =h,

^ 2  ( X , S ) := (Kc,2 U2 + u'2 )\x=h,

а u , = u , ( x ; X , 8 ), u 2 = u 2 ( x ; X , 8 ), иъ = иъ( x ; X , 8 ) -  р еш ен и е  задачи  К ош и  (1), (2), (4), (6), (7), определенное в 
ут верж дении 3 .1 6 .
Д о к а з а т е л ь с т в о .  П усть u , = u , ( х ; X, S ), и 2 = и 2 ( х ; X, S ), иъ = иъ ( х ; X, S ) -  р е ш е н и е  зад ач и  К ош и  (1), (2), (4),
(6), (7). Е сли X  = X  удовл етворяет  у р ав н ен и ю  (38), то, очеви дн о , X  -  собственное зн ач ен и е  и и , = и , ( х ; X, S ), 
и 2 = и 2 ( х ; ^ , 8 ), иъ = иъ( х ; X , S ) -  со б ств ен н ы е  ф у н к ц и и  за д а ч и  P ( S ).

П усть X  =  X  е  A J -  н ек о то р о е  р е ш е н и е  у р а в н е н и й  (38). Р а с с м о т р и м  за д а ч у  К о ш и  (1), (2), (4), (6), (7) 
п р и  X  =  .Л . По у т в е р ж д е н и ю  3.16 с у щ ест в у ет  е д и н с т в е н н о е  н е т р и в и а л ь н о е  р е ш е н и е  (35) э т о й  за д а ч и  
К ош и , н е п р е р ы в н о  за в и ся щ ее  от (х,  X, S ) е  IX  ^  X D J . Е сли  у р а в н е н и я  (38) у д о в л етво р я ю тся  д л я  X  =  X  
н а  это м  р е ш е н и и  за д а ч и  К о ш и  в точк е  х  =  h, то X  =  X  -  собствен н ое  зн а ч е н и е  за д а ч и  P ( S ) .

П редп олож и м , что  дл я  н ай д ен н о го  р е ш е н и я  зад ач и  К ош и в точке х  = h у р ав н ен и я  (38) не в ы п ол н яю тся  
д л я  X  =  X J. Это зн а ч и т , что  с у щ еств у ет  н е е д и н с т в е н н о е  р е ш е н и е  за д а ч и  К о ш и  (1), (2), (4), (6), (7) п р и  
X  =  X J ; д л я  о д н о го  и з  н и х  у р а в н е н и я  (38) в ы п о л н я ю т с я , а  д л я  д р у го го  -  н ет . Э то в ы в о д  п р о т и в о р е ч и т  
у твер ж д ен и ю  3.16. С ледовательн о , п р ед п о л о ж ен и е  о сущ ествован и и  р е ш е н и я  зад ач и  К ош и  (1), (2), (4), (6),
(7) п р и  X  =  X J, д л я  к оторого  у р а в н е н и я  (38) н е  в ы п о л н я ю тся , н еверн о .

В ы ч и та я  л е в ы е  ч а с ти  у р а в н е н и й  (31), (32) и з  л е в ы х  ч а с те й  у р а в н е н и й  (38), п о л у ч а е м  с л ед у ю щ у ю  
си стем у

^ f i  (X , S ) - f i  (Я ,) = - (pi (X i ) , (39)

^2 (Х , 8 ) -  f 2 (X 2 ) = - f 2 (X2 ),

гд е  все в ы р а ж е н и я  в (39) о п р е д е л е н ы  п о с р е д с т в о м  (31), (32) и  (38). Д о к азател ь ст в о  с у щ е с т в о в а н и я  
в екторн ы х  собствен ны х зн а ч е н и й  ^  зад ач и  P ( 8 ) оп и рается  н а  а н а л и з  си стем ы  (39) п р и  8  ^  +0. В (39) м ы  
н а м е р е н н о  о п у сти л и  я в н у ю  зав и си м о ст ь  от а ,,  что б ы  н е  за гр о м о ж д ать  в ы к л ад к и .

Л евы е  ч а с ти  (39) за в и с я т  от 8 , а п р а в ы е  ч а с ти  -  нет. Я сно, ч то  си с т е м а  (39) р а с п а д а е т с я  н а  д в а  
н е за в и с и м ы х  у р а в н е н и я  (31), (32) п р и  8  =  0.

П р и н и м а я  во в н и м а н и е  сл ед ств и я  3.14, 3.15, м ы  п о л у ч а е м  о сн о в н о й  р езу л ь т ат  д а н н о й  статьи . 
Т е о р е м а  3.18 . П уст ь  каж дая из задач P j  им еет  n'j собст венны х зн ачен ий

k j , l , . . . , k j,n'. е  ( y s j , Л*),

удовлет воряю щ их свойст вам , сф орм улированны м  в следст виях 3.14, 3.15, соот вет ст венно.
Тогда сущ ест вует  пост оянная  8 ° >  0 т акая, чт о  для лю бого 8  е  (0, 8 °) задача  P ( 8 ) им еет  не м ен ьш е

п[ X п '2 век т о р н ы х  собст венны х зн а ч ен и й  X ii,i2 = (1 i,ii , 1 2,i2 ), где ij = i ,n ' j ; кром е этого, X ii,i2 ^  (k \^i^,k 2,i2 )
при 8  ^  + 0.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  У тверж д ен и е  3.16 вл еч ет  с л ед у ю щ и й  резу л ьтат : есл и  X  е  ^  и  8  ^  0, то

и , (х; Х , 8 ) ^  V, (х; Л,),  u'i (x; Х ,8 ) ^  ^'^(х-; Л,),

U2 (х; Х , 8 ) ^  V2 (х; Л2 ), и ''(х ; Х ,8 ) ^  v ''(x; Л2 ), (40)

иъ (х; Х , 8 ) ^  иъ (х; Л,),  и'^(х; Х ,8 ) ^  v'^(x; Л \)

р а в н о м е р н о  п о  х  е  I; зд есь  и , ( х ; Х , 8 ), и 2( х ; Х , 8 ), иъ( х ; Х , 8 ) -  р е ш е н и е  за д а ч и  К о ш и  (1), (2), (4), (6), (7), а 
V, ( х ; Л,),  иъ( х ; Л ,) -  р е ш е н и е  з а д а ч и  К о ш и  (9), (10), (12) и  v2( х ; Я2) -  р е ш е н и е  за д а ч и  К о ш и  (14), (15), (17). 

В си л у  ф о р м у л  (40), оч ев и д н о , что, есл и  8  ^  0, то

f i (Х , 8 ) ^  (Лl ), ^ 2 (Х , 8 ) ^  ^ 2 (^ 2) (41)

р а в н о м е р н о  п о  X  е  ^ , где  ̂ , ,  ^ 2 и  о п р ед ел ен ы  ф о р м у л ам и  (31), (32) и  (38), соответствен н о .
В с и л у  (41) м ы  п о л у ч а е м , что  д л я  л ю б о го  е > 0 с у щ еств у ет  е ' >  0, так ое , ч то  д л я  в сех  X  е  ^  л е в ы е

ч ас ти  ф о р м у л  (39) м е н ь ш е  е п о  аб со л ю тн о м у  зн ач ен и ю , к ак  то л ько  \й \ < е '.



Н у л и  п р а в ы х  ч а с т е й  ф о р м у л  (39) я в л я ю т с я  с о б с т в е н н ы м и  з н а ч е н и я м и  за д а ч  P j . И з  с л ед ст в и я  3.11 
и зв естн о , ч то  с у щ еств у ет  п о с т о я н н а я  X* (>  у!а] ), так ая , ч то  и н т е р в а л  ( ^ i^ ,  X*) с о д е р ж и т  со б ств ен н ы е  
зн а ч е н и я  за д а ч  P j , у д о в л ет в о р я ю щ и е  сл ед ств и я м  3.14, 3.15. П ред п олгается , что  X* д о стато ч н о  в ел и к о  и, 
следовательно , и н тер в ал  ( ^ ^ ,  Х*) содерж и т таки е собствен ны е зн а ч е н и я  зад ач  P j , которы е не п ереходят

в к аки е-л и бо  собствен ны е зн ач ен и я  зад ач  P j  п р и  8 ^  +0. Зн ач и т , дл я  лю бого собственного  зн ач ен и я  , 
уд овл етворяю щ его  следствию  3.14 и ли  3.15, сущ ествует и н тер в ал  (со д ер ж ащ и й  это собственное зн ачен и е), 

такой , что  п р авая  часть  ф ор м у л ы  в (39), отвечаю щ ая  . j ^̂ ,̂ п р и н и м а е т  зн ач ен и я  р азн ы х  зн аков  н а  р а зл и ч н ы х  
к о н ц а х  этого  и н т е р в а л а . П о ск о л ьк у  л е в ы е  ч а с ти  м о гу т  б ы ть  с д е л а н ы  ск о л ь  у г о д н о  м а л ы м и , а п р а в ы е  

части  не зави сят  от S, н еп р ер в н ы  п о  Aj и м ен яю т зн ак  п р и  п ереходе через . j ^̂ ,̂ то дл я  достаточ н о  м ал ого  S 
в э ти х  и н т ер в ал ах  н ай д у т ся  I 1,j1 и  Я2,jJ, у д о в л етв о р я ю щ и е  си стем е  (39).

З а м е ч а н и е  3.19. Значения Л* бы ли введены при ф орм улировании задачи P ( S ) .  Э т и значения выбираю т ся  
дост ат очно больш им и, чт обы  инт ервалы  (^ а ] , Л**) содерж али собст венны е зн ачен ия  задач P j , удовлет во­
р я ю щ и х  свойст ву  (33) и л и  (34), см. следст вие 3.11 и следст вия 3.14, 3.15. П а р а м ет р  S* > 0 ф иксирует ся в 
соот вет ст вии с ут верж дением  3.16 и зависит  от  зн ачен ия  Л* (чем  больш е Л*, т ем  м еньш е S*).

4. Ф и з и ч е с к а я  п о с т а н о в к а  з а д а ч и . Р ассм о тр и м  зад ач у  о р асп р о ст р ан ен и и  су м м ы  д вух  м о н о х р о м а­
ти ч еск и х  ТЕ и ТМ  в о л н  в п л о ск о м  о тк р ы то м  волн оводе , за п о л н е н н о м  н е л и н е й н о й  средой . Н ел и н е й н ы й  
о т к л и к  ср ед ы  х а р а к те р и зу е тс я  т е н зо р н ы м  эф ф ек то м  К ер р а  [30, 31, 32, 33] . В н е л и н е й н о м  р е ж и м е  так ая  
с у м м а  в о л н  о б разует  ед и н у ю  н е л и н е й н у ю  д в у х ч асто тн у ю  в о л н у  (такж е н а зы в а е м у ю  св я за н н о й  Т Е-ТМ  
волн ой ).

П усть  Е = [ ( х , у ,  z)  € R j  : 0 < X < ft, (у, z)  € R 2} -  д и э л е к т р и ч е с к и й  слой , р а с п о л о ж е н н ы й  м е ж д у  
д в у х  п о л у п р о с т р а н с т в  х  < 0 a n d  х  >  ft в д е к а р т о в ы х  к о о р д и н а т а х  O x y z . П о л у п р о с т р а н с т в а  з а п о л н е ­
н ы  н е м а г н и т н о й  ср ед о й , х а р а к т е р и з у ю щ е й с я  в е щ е с т в е н н ы м и  д и э л е к т р и ч е с к и м и  п р о н и ц а е м о с т я м и  
€ = €s > €о > 0 и  6 = €с > €о > 0, со о тв е тств ен н о , гд е  бо -  д и э л е к т р и ч е с к а я  п р о н и ц а е м о с т ь  в ак у у м а . 
Д и э л е к т р и ч е с к а я  п р о н и ц а е м о с т ь  €i сл о я  Е б у д ет  в в е д е н а  н и ж е; м а г н и т н а я  п р о н и ц а е м о с т ь  // во всем  
п р о стр ан ств е  п о л о ж и т е л ь н а я  п о сто ян н ая .

В со о тветств и и  с [34] , в вед ем  д в у х ч асто тн о е  э л е к т р о м а гн и т н о е  п о л е

= El е- ^^1* + E2 е - “̂2*, И „  = H i е - '“ 1* + H 2 е- “̂2*, (42)

где
El = ( ,  о, )^ е '^ 1У, H i = ( 0, fty, 0) ^ е'^1 у,

E2 = (0, еу, 0 ) ^ H 2 = ( f t , , 0, f t , ) ^ ; (43)

зд есь  к о м п о н е н т ы  е , , £у, е , , f t , , fty , ftz з а в и с я т  то л ьк о  от  о д н о й  п р о с т р а н с т в е н н о й  к о о р д и н а т ы  х ,  а  у1,
у2 -  в е щ е с т в е н н ы е  п о с т о я н н ы е , п о д л е ж а щ и е  о п р е д е л е н и ю . В е л и ч и н ы  E^ = Ê + + i E j , H^ = Ĥ + + iH -
н азы в аю т ся  к о м п л е к с н ы м и  а м п л и т у д а м и  [35] . П оле (42)- (43) н а зы в ается  Т Е-ТМ  в о л н о й . В ещ ествен н ое  
(ф и зи ч еск ое) п о л е  и м еет  в и д  Re E „ , Re H „ .

Ч астоты  w1 и w2, во о б щ е говоря , р а зл и ч н ы , н о  и х  в ы б ор  и м еет  н ек о то р ы е  о гр ан и ч ен и я , с в я зан н ы е  с 
в ы б о р о м  за к о н а  н е л и н е й н о с т и  д л я  €i. З д есь  п р е д п о л а га е т с я , что  о п т и ч е с к и й  о т к л и к  д и э л е к т р и ч е с к о й  
п р о и ц а е м о с т и  я в л я е т с я  л о к а л ь н ы м  в п р о с т р а н с тв е  и  в р е м е н и ; в р е м е н н а я  за в и с и м о с т ь  о п т и ч еск о го  
отк л и к а  оп и сы вается  о д н о й  частотой ; ф азо вы й  си н х р о н и зм  отсутствует, так  что  вкл ад  в ы сш и х  гар м о н и к  
в о п т и ч е с к и й  о т к л и к  п р е н е б р е ж и м о  м а л  [9, 31, 36] . Э ти  п р е д п о л о ж е н и я  я в л я ю тс я  с т а н д а р т н ы м и  п р и  
и зу ч е н и и  эф ф ектов  сам о в о зд ей ств и я  (сам оф окуси ровка, сам од еф ок уси ровк а , ф азо вая  сам о м о д у л я ц и я  и 
т. д.) в н е л и н е й н о й  о п ти к е  [30, 31, 32, 33, 36, 37, 38] .

П усть д и э л е к тр и ч е с к а я  п р о н и ц а е м о с т ь  ei слоя  Е и м еет  в и д

€1 ( 1̂  «  ) =
1 0 0

о б2 о
0 0 e j /

(44)

где  б1 = 6j  = € + (^1fJ + (^2fJ + (J1fj, б2 = €  + (^2fJ + (^1fJ + (J2fj, е, (J1, ос2 > 0 -  в ещ ест в ен н ы е  п о сто ян н ы е ;

ti = \ ( E i , e , ) \2, t2 = \(E2, e y ) \2, tj  =  \(E i, e , ) '2

E 1, E2 -  векторы  электри ческ ого  п оля , ф о р м и р у ю щ и е ТЕ-ТМ  волн у; ex, ey,  e^ -  ед и н и ч н ы е  орты , отвечаю ­
щ и е  ося м  OX, О у, O z  к о о р д и н а т  O xyz; (■, ■) -  ев к л и д о в о  с к ал я р н о е  п р о и зв е д е н и е . В сю ду fj = jj.0, где  //0 -  
м а г н и т н а я  п р о н и ц а е м о с т ь  в акуум а.

М ы  сч и таем , что  в ы п о л н я ю т с я  н ер ав ен ств а  е > €s > €с > 0, где  -  д и э л е к т р и ч е с к а я  п р о н и ц а е м о с т ь  
п о л у п р о с т р а н с т в а  х  < 0, €с -  д и э л е к т р и ч е с к а я  п р о н и ц а е м о с т ь  п о л у п р о с т р а н с т в а  х  > ft. Н ер ав ен ст в о  
е > m a x [ 65, €с} я в л я е т с я  н е о б х о д и м ы м  у с л о в и е м  с у щ е с т в о в а н и я  р а с п р о с т р а н я ю щ и х с я  ТЕ и  Т М  в о л н  в 
слое, з а п о л н е н н о м  о д н о р о д н о й  л и н е й н о й  средой , то есть п р и  « 1 = а 2 = 0 [25, 26] .



О тм ети м , ч то  те о р е т и ч е с к о е  д о к а за т е л ь с т в о  с у щ е с т в о в а н и я  д в у х ч а с т о т н ы х  р а с п р о с т р а н я ю щ и х с я  
волн , явл яю щ и х ся  в о зм у щ ен и ем  сум м ы  двух  р е ш е н и й  соответствую щ их л и н е й н ы х  зад ач , бы ло  п о л у ч ен о  
отн о си тел ьн о  н ед ав н о  н а  основе л и н е а р и за ц и и  н е л и н е й н ы х  у р а в н е н и й  М аксвелла: н е л и н е й н ы е  р асп р о ­
стр а н я ю щ и е с я  (св язан н ы е) T E-TM  и  TE-TE в о л н ы  в слое с к ер р о в ск о й  н е л и н е й н о с т ь ю  б ы л и  в в е д е н ы  и 
и зу ч е н ы  в [10] и [8] , соответствен но . О дн ако  п отребовалось  со зд ан и е  нового  м атем ати ч еск о го  ап п ар ата , 
ч то б ы  д о к а за т ь  с у щ е с т в о в а н и е  н е л и н е а р и з у е м ы х  р е ш е н и й  в э т и х  и  н е к о т о р ы х  б л и зк и х  зад ач ах , см., 
н ап р и м ер , [39] .

З а д а ч а  о р а с п р о с тр а н е н и и  Т Е-ТМ  в о л н ы  н а  о д н о й  ч астоте  в слое с к ер р о вск о й  н ел и н ей н о сть ю  б ы л а  
в п ер в ы е  р а с м о т р е н а  в р аб о тах  [35, 40] ; п о зд н е е  эта  за д а ч а  так ж е п р и в л е к а л а  и ссл ед о в ател ей  [36, 41, 42] . 
З ад ач а  о р асп р о стр ан ен и и и  м н о го ч асто тн о й  в о л н ы  в н е л и н е й н о м  ф отон н ом  кри стал л е у п о м я н у та  в [43] . 
О бщ ая  ф о р м у л и р о в к а  зад ач и  о р асп р о стр ан ен и и  м н о го ч асто тн о й  в о л н ы  в к р у гл ы х  и п л о ск и х  ц и л и н д р и ­
ч ес к и х  в о л н о в о д ах  б ы л а  с ф о р м у л и р о в ан а  в [9] .

Р а зл и ч н ы е  с у щ е с т в у ю щ и е  и  п о т е н ц и а л ь н ы е  п р и м е н е н и я  п л о с к и х  в о л н о в о д о в  с д и э л е к т р и ч е с к о й  
п р о н и ц а е м о с т ь ю  в и д а  е + а \E\2, а  т ак ж е  н ек о т о р ы е  э к с п е р и м е н т а л ь н ы е  р е зу л ь т а т ы  п р е д с т а в л е н ы  
в [32, 36, 44, 45, 46, 47, 48] .

И так , п о д с т а в л я я  (42) в у р а в н е н и я  М ак св ел л а  и  п р и н и м а я  во в н и м а н и е  л и н е й н о с т ь  о п е р а т о р а  ro t, 
п о л у ч аем , что  Е^, H k  у д о в л етво р я ю т  (св язан н ы м ) у р а в н е н и я м

е - ^̂ l̂  ̂ ro t H i + е r ot  H 2 = - i e ( a i E i e - ^- i ^ i t ^ 2Е2б- ia2 t)
(45)

П о ск о л ьк у  п о л у ч е н н а я  с и стем а  д о л ж н а  в ы п о л н я т ь с я  д л я  всех  t, то  отсю д а  сл едует , ч то  и м е е т  м есто  
си стем а  4-х (векторн ы х) у р а в н е н и й

ro t H j = - i e a j  Ê -, 

ro t E j = H j .
(46)

Р а с п р о с т р а н я ю щ и е с я  в о л н ы  (к о то р ы е  м ы  и щ е м ) зату х аю т  п р и  у д а л е н и и  от  г р а н и ц  слоя, то  есть 
зату х аю т  п р и  \x\ ^  ^  (к ак  в и д н о  и з  ф о р м у л  (49) и с к о м ы е  р е ш е н и я  зату х аю т  э к с п о н е н ц и а л ь н о  п р и  
\х\ ^  то). К р о м е того , и з  к л а с с и ч е с к о й  т е о р и и  э л е к т р о м а г н и т н о г о  п о л я  и зв естн о , ч то  к а с а т е л ь н ы е  
к о м п о н е н ты  п о л ей  E^, H^ н еп р ер ы в н ы  н а  гр ан и ц ах  х  = 0, х  = h [1, 25, 26] . И  н акон ец , м ы  требуем , чтобы  
в е л и ч и н ы  ( х )\х=о и  Су(х)\:^=0 и м е л и  ф и к с и р о в а н н ы е  (и звестн ы е) зн ач ен и я .

П одставляя  (43) в (46) и и сп о л ь зу я  о б о зн а ч е н и я  и , := , и2 := ву , и ъ := , п осле  н ек о то р ы х  п р ео б р азо ­
в ан и й , п о л у ч аем

Yiu'^ = - ( ^ a 2ei -  Y^)Ul,

2' = - ( ^ ^ ;;б 2 -  Y22)U2, 

,“ ъ' -  Yiu'' = - ^ ^ 2бъМъ, 

hx = - Г2(И^2) - , еу , h y = r - l ^ i e j , , h y = - ia ,e ^ , К  = ( i^ a 2 ) - l e'y, г д е

(47)

е , = еъ =

€s, X < 0,

£i, 0 < X < h, е2 =

€с, X > h,

€s, X < 0,

е2, 0 < X < h,

£с, X > h,

(48)

cc2u22 ■ (Jim2, 62 = e ■ 0C2 U2 ■ (Jim;; + (Z2M2.и  e, = e + a l u i
В со о т в е тст в и и  с у с л о в и я м и  н а  б еск о н еч н о сти , р е ш е н и я  си с т е м ы  (47) в п о л у п р о с т р а н с т в а х  х  < 0, 

X > h и м ею т  в и д

Ml (х ) = A ie

и 2 ( х ) = Л 2е I'2 -  ) ̂

и ъ( х ) = Y- i ^ ( y I  -  ^ 2 )A i e - ,

Ml (x )  = B , e (x -h ) ,

М2 (x)  = B 2 6 (^ -h ) ,

иъ( x ) = - Y - ^ ( y 2; -  a 2 )B ^e - V ( )  (^ -h ) ,

(49)

где  A j, B j Ф 0 -  в ещ е с тв е н н ы е  п о с то я н н ы е  и, без п о тер и  о б щ н о сти , A j > 0 . 
В н у тр и  слоя  Е си стем а  (47) п р и н и м а е т  в и д

мъ = riw i -  " 2 l (е + <JiM2 + 6J2M22 + (JiM?)mi, 

и ’̂  = Y^u, -  ^ { е  + (J2m2 + (JiM, + oc2U^)и ,,

и'-:' = Y iu ' -  о > (е + (JiM2 + (J2M;; + ̂ 2 u l ) мъ.
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К асател ьн ы е к о м п о н е н т ы  п о л я  (42)- (43) -  это Су, ft^ и , fty . Т а к и м  образом , ф у н к ц и и  mJ -  у1м1, и2, щ  
и  м2 н е п р е р ы в н ы  н а  г р а н и ц а х  х  = 0 и х  = ft. П р и н и м а я  во в н и м а н и е  это свойство  и  и с п о л ь зу я  р е ш е н и я  
(49) в п о л у п р о стр ан ствах , п о л у ч а е м  у сл о в и я  с о п р яж ен и я

^ ^ 2/ / (е + (Xju2 + d 2 UJ + (Xiu2)u i - ri^s^s

^ 2 ^  (e  + a 1u2 + (^2мJ + а 1м2) M1 + —jJ = = =
'У(^2 ') I

= 0,
X=0

= 0,
X=h (51)

^ И( -  ) Uj\x=0 -  U2'\x=0 = 0,

-  ̂ W  И( r̂ 2 -  ) и j\x=h -  u'j\x=h = q.

Д о п о л н и те л ь н ы е  л о к а л ь н ы е  у сл о в и я  п р и н и м а ю т  в и д

Ml\x=0 = A l , U2 \x=0 = A 2 ,

где  A j  со в п ад аю т с о д н о и м е н н ы м и  п о с т о я н н ы м и  в (49).
З а д а ч а  P (  ) есть  н е  ч то  и н о е , к а к  с ф о р м у л и р о в а н н а я  зд есь  з а д а ч а  о р а с п р о с т р а н е н и и  в о л н , есл и  

и сп о л ьзо в ать  о б о зн ач ен и я  Xj = Y j, а 1 = ^ 2//0е, а 2 = е, Sj = //0€s, Cj = //0€c; « 1 = ^ 2//0« 1, a 2 = wJ/^0a 2.
У словия, п е р е ч и с л е н н ы е  в это м  р азд ел е , даю т у сл о в и я  (2)- (7) д л я  S Ф 0, у с л о в и я  (10)- (12) и  (15)- (17) д л я  
<5 = 0.

П оле (42)- (43) р асп р о стр ан я ется  в слое Е тол ько  н а  н ек о т о р ы х  (в ы д ел ен н ы х ) зн а ч е н и я х  п а р ы  (у1, у2) , 
к оторы е н азы в аю тся  (в ек то р н ы м и  и л и  с в я зан н ы м и ) п о с т о я н н ы м и  р асп р о стр ан ен и я . С м ат ем ат и ч е ск о й  
то ч к и  зр е н и я  это н е л и н е й н а я  д в у х п ар ам етр и ч еск ая  за д а ч а  н а  собствен н ы е з н а ч е н и я  д л я  си стем ы  (50) с 
н а ч а л ь н ы м и  и к р аевы м и  у сл ови ям и , в ы п и с а н н ы м и  вы ш е. В екторн ы е собствен ны е зн ач ен и я  этой  зад ач и  
я вл я ю тся  и с к о м ы м и  в е к т о р н ы м и  п о с т о я н н ы м и  р асп р о стр ан ен и я .

Н е л и н е й н ы е  за к о н ы , и с п о л ь зу е м ы е  в н е л и н е й н о й  о п ти к е , ч асто  со д ер ж ат  м н о ж и т е л и , к о т о р ы е  
д о л ж н ы  б ы ть  м а л ы  в с и л у  ф и з и ч е с к и х  о г р а н и ч е н и й  м о д е л и  [31, 33, 36] . Это п о зв о л я е т  п р и м е н я т ь  
м ето д ы  в о зм у щ е н и й  для  п о и ск а  в о зм у щ е н н ы х  р е ш е н и й  соответствую щ и х  л и н е а р и зо в а н н ы х  зад ач , см., 
н а п р и м е р , [8, 9, 10] . О д н ако  так о й  п о д х о д  н е  п о зв о л я ет  н ах о д и ть  н е л и н е а р и з у е м ы е  р е ш е н и я , есл и  о н и  
есть. К ак п о к а за н о  в н асто я щ ей  статье, в и зу ч а е м о й  зд есь  зад ач е  так и е  р е ш е н и я  есть (см. тео р ем у  3.18).

5. З а к л ю ч е н и е .  В связи  с тео р ем о й  3.18 сд ел аем  д в а  зам еч ан и я . В о-первы х, п о ско л ьк у  А* в Л* м ож ет 
бы ть  д остаточ н о  бо л ьш и м , то тео р ем а  3.18 утвер ж д ает  сущ ествован и е  в екто р н ы х  собствен н ы х  зн а ч е н и й  
за д а ч и  P ( S )  д аж е  в т о й  о б л асти , в к о т о р о й  н е т  со б ств ен н ы х  з н а ч е н и й  л и н е й н ы х  за д а ч  Pj*, то  есть 
н е л и н е а р и з у е м ы х  со б с т в е н н ы х  з н а ч е н и й . В о -вторы х , т е о р е м а  3.18 т ак ж е  у т в е р ж д а е т  су щ е с т в о в а н и е  
в е к т о р н ы х  с о б ств ен н ы х  з н а ч е н и й  = (1 1,^, Я2,;), к о т о р ы е  я в л я ю тс я  в о з м у щ е н и я м и  п а р  р е ш е н и й  

(X1,k,X2,i) л и н е й н ы х  зад ач  Pj* (ан ал о ги ч н ы е  р езу л ьтаты  б ы л и  п о л у ч ен ы  ран ее  с п о м о щ ью  и н тегр ал ьн ы х  
у р а в н е н и й , см. [8, 9 , 10] ).

Т ео р ем а  3.18 у т в е р ж д а е т  с у щ е с т в о в а н и е  л и ш ь  к о н е ч н о г о  ч и с л а  в е к т о р н ы х  со б с тв е н н ы х  з н а ч е н и й  
зад ач и  P  ( S ) . О дн ако  п р и н и м а я  во в н и м ан и е , что  каж д ая  и з зад ач  P j  и м еет  бескон ечн ое чи сл о  собствен ны х 
з н а ч е н и й  д л я  л ю б о го  « 1 >  0, м о ж н о  п р е д п о л о ж и т ь , ч то  з а д а ч а  P ( S )  т ак ж е  и м е е т  б е с к о н е ч н о е  ч и сл о  
р е ш е н и й . Д о к азател ь ст в о  этого  р е зу л ь т а та , хотя  бы  д л я  м а л ы х  >  0, б ы л о  б ы  с у щ е с т в е н н ы м  ш а г о м  
вп еред .

Е щ е о д и н  и н т е р е с н ы й  м о м е н т  зак л ю ч ает ся  в том , что  з а д а ч а  P ( S )  м о ж е т  и м е т ь  р е ш е н и я , к о то р ы е  
н е  м о г у т  б ы т ь  п р е д с т а в л е н ы  к а к  к а к и е -л и б о  к о м б и н а ц и и  р е ш е н и й  за д а ч  P j . Д е й с т в и те л ь н о , зд есь  
доказан о , что  н екоторы е р еш ен и я  осн овн ой  зад ач и  м огут  бы ть эф ф ек ти вн о  п р и б л и ж ен ы  су п ер п о зи ц и ей  
р е ш е н и й  за д а ч  P j . Н о  п о с к о л ь к у  о сн о в н ая  з а д а ч а  я в л я ет ся  н е л и н е й н о й  и  н е  м о ж ет  б ы ть  р а с с м о т р е н а  
к а к  с у п е р п о з и ц и я  P j , то з а д а ч а  P ( S )  м о ж ет  и м е т ь  д р у г и е  р е ш е н и я . Р а зр а б о т к а  строго  т ео р ет и ч еск о го  
п о д х о д а  д л я  и ссл ед о в ан и я  этого  в о п р о са  б ы л а  бы  ещ е о д н и м  м о щ н ы м  п р о д в и ж е н и м  в это й  области .

Т акж е п ред ставляется  в аж н ы м  отм ети ть, что  п р е д л о ж е н н ы й  п о д х о д  м ож ет  бы ть  п о л езен  не только  в 
н е л и н е й н о й  о п ти к е , н о  и  в т е о р и и  н е л и н е й н ы х  за д а ч  н а  со б ств ен н ы е  з н а ч е н и я  с м а л ы м  п а р а м е т р о м , 
к о т о р ы е  у д о в л е т в о р я ю т  п у н к т а м  i, ii, iii, с ф о р м у л и р о в а н н ы м  в п е р в о м  р а зд е л е , в п ер в у ю  о ч ер е д ь  это 
о тн о си тся  к  з а д а ч а м  т е о р и и  н е л и н е й н ы х  к о л еб ан и й .

В н а с т о я щ е й  статье  м ы  п р е д п о л а г а е м  за в и с и м о с т ь  о с н о в н о й  за д а ч и  от о д н о го  м ал о го  к о э ф ф и ц и ­
е н т а  -  . П ри  н ео б х о д и м о с т и  м о ж н о  в вести  н еск о л ь к о  к о э ф ф и ц и е н т о в  д л я  в о з м у щ е н и й  р а з л и ч н ы х  
ч л ен о в  (1), а  так ж е и  к р аев ы х  у с л о в и й  (2)- (3).

Ч то  касается  ф и зи ч еск о й  зад ач и  д л я  более п ростого  сл у ч ая  ы 1 = ы 2, в к о то р о м  у р а в н е н и я  М аксвелла 
и м е ю т  о д и н  в р е м е н н о й  м н о ж и т е л ь  [36, 49] . Х отя  это т  с л у ч а й  и зв е с т е н  д е с я т и л е т и я , су щ е с т в о в а н и е  
св язан н ы х  собствен н ы х  в о л н  бы ло  д о к азан о  л и ш ь  н едавн о . С трогое д оказател ьство , н аскол ько  и звестн о  
автору , в п ер в ы е  б ы л о  п р ед л о ж ен о  в [34] , см. так ж е и  б и б л и о гр аф и ю  там .

В за к л ю ч е н и е  за м е т и м , ч то  п о д х о д , и с п о л ь з о в а н н ы й  в н а с т о я щ е й  статье, б ы л  р а з в и т  д л я  б л и зк и х  
за д а ч  в [39] и  су щ ест в ен н о  о т л и ч ается  от м ето д о в , п р е д л о ж е н н ы х  в [11, 12] . В р аб о тах  [11, 12] м н о г о п а ­
р а м е т р и ч е с к а я  за д а ч а  н а  со б ств ен н ы е  зн а ч е н и я  св о д и тся  к  си стем е  и н т е г р а л ь н ы х  х ар ак тер и сти ч еск и х



у р а в н е н и й , к о т о р а я  я в л я е т с я  м н о г о м е р н ы м  о б о б щ е н и е м  у р а в н е н и й  (22), (25). А н а л и з  э т о й  си стем ы  
п о зв о л я е т  п о л у ч и т ь  р е зу л ь т а т ы , б л и зк и е  к  р е зу л ь т а т а м , п о л у ч е н н ы м  зд есь . В н а с т о я щ е й  статье  все 
р езу л ьтаты  ч асти ч н о  оп ираю тся  н а  более п р о сто й  п одход  (утверж д ен и я  3.16 и 3.17) и в ы к л ад к и  техн и ч ески  
п р о щ е  п о  ср авн ен и ю  с в ы к л ад к ам и  в [11, 12] . Н акон ец , зам ети м , что  н есм о тр я  н а  то, что  док азател ьство  
теорем ы  3.18 оп и рается  на, к азалось  бы , п ростую  ар гу м ен тац и ю  о п ер ем ен е  зн а к а  н еп р ер ы в н о й  ф ун к ц и и , 
сам и  р езу л ьтаты  (уравн ен и я  (22), (25) и теорем ы  3.4-3.7), которы е п озвол яю т п р и б егн у ть  к  такой  а р гу м ен ­
тац и и , явл я ю тся  д о стато ч н о  сл о ж н ы м и  и сам о д о стато ч н ы  в т ео р и и  о б ы к н о в ен н ы х  д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х  
у р а в н е н и й . Н ек о то р ы е  ч и с л е н н ы е  р е зу л ь т а ты  см., н а п р и м е р , в [9, 11] .
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