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А ннотация. В статье рассматривается случайное блуждание, в котором стандартный диффузионный механизм кон­
курирует со случайным возвратом к предыдущ им значениям. Предложен полуаналитический подход к отысканию 
характеристических функций введенного процесса. Для случая равномерного распределения сдвигов во времени 
получены точные выражения для моментов первых двух порядков, а также установлено предельное распределение 
процесса. Для усеченного геометрического распределения найдены  асимптотические оценки моментов. Для еще 
двух рассмотренных распределений, где получение даже таких асимптотических оценок затруднено, приведены  
результаты  вычислительного эксперимента. На примере биномиального распределения показано, что медленно 
убывающие распределения сдвигов не обязательно приводят к формированию степенной асимптотики дисперсии, 
которая характерна для аномальной диффузии.
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A bstract. In this paper we study a particular random  w alk model where the w alker can random ly revert to its previous 
positions. We propose a general semi-analytical approach to the calculation of the characteristic functions of the process. It is 
shown that under the uniform distribution of lags equations for the moments of the first two orders can be solved explicitly and 
the process itself has the limiting standard normal distribution after normalization. If the lags have exponential distribution 
w ith a small base, only some asym ptotical estimations are available for the moments. Under other studied lag distributions, 
which do not allow even for such simple asymptotical analysis, direct numerical simulations have been performed. The study 
shows that the lag distribution w ith heavy tails and divergent expectation does not necessarily imply that the dispersion has 
power-law asymptotics, w hich is typical of anomalous diffusion.
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1. В в е д е н и е . И звестн о  н ескол ько  классов  стохасти ческ и х  н ем ар к о вск и х  п роцессов , к оторы е хар ак те ­
ри зую тся  си л ь н о й  зависи м остью  от всей  п ред ы стори и . Н ап ри м ер , к  н и м  относятся сл у ч ай н ы е  б л уж д ан и я  
без сам о п ер есеч ен и й . В п р о с т е й ш е м  случае это сл у ч ай н о е  б л у ж д ан и е  н а  д в у м ер н о й  реш етке , в котором  
з а п р е щ е н о  з а н и м а т ь  п о л о ж е н и я , к о то р ы е  р а н е е  у ж е  п о с е щ а л и с ь . З д есь  за в и с и м о с т ь  от п р е д ы с т о р и и  
п р о ц есса  является  н еяв н о й  и св язан а  с со к р ащ ен и ем  д о п у сти м ы х  б у д у щ и х  состоян и й  п осле каж д ого  ш ага. 
Н е см о тр я  н а  д о с т а то ч н о  п р о сту ю  ф о р м у л и р о в к у , п о л н о е  о п и с а н и е  в е р о я т н о с т н ы х  и  к о м б и н а т о р н ы х  
свойств  эти х  п р о ц ессо в  остается  все ещ е  н е р е ш е н н о й  зад ач ей . Х орош о  р а зр а б о та н а  тео р и я  п р о ц ессо в  с 
д а л ь н и м и  за в и с и м о с т я м и  (long-range dependencies, LRD), см. [1, 2] . И зн а ч а л ь н о  х ар ак тер и сти ч еск о е  св о й ­
ство, в ы д ел я ю щ ее  этот класс, бы ло  св язан о  с а си м п то ти ч ес к и м  п о в е д е н и е м  д и сп ер си и  и л и  п о в ед ен и ем  
сп ектр ал ьн о й  п лотн ости  в окрестности  н уля . П озж е эти  п о д х о д ы  бы л и  обоб щ ен ы  н а  сл учай  п роцессов , у
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к о т о р ы х  в то р ы е  м о м е н т ы  р асх о д я тся . Н о д аж е  в с о в р е м е н н о й  тр ак то в к е  LRD -п р о ц е с с ы  д о л ж н ы  бы ть  
ста ц и о н а р н ы м и , хотя  бы  в ш и р о к о м  см ы сл е , что  о гр а н и ч и в а е т  область  п р и м е н и м о с т и  это й  тео р и и .

Б олее  в а ж н ы й  с то ч к и  зр е н и я  д ал ь н ей ш его  и зл о ж е н и я  п р и м е р  стохасти ческого  п р о ц есса  с п ам ятью  
и звестен  п о д  н а зв а н и е м  «сл он овьего»  сл у ч ай н о го  б л у ж д ан и я  (e lephant random  walk, ERW). М одель б ы л а  
п р е д л о ж е н а  в [3] и  н а  с е г о д н я ш н и й  д е н ь  и з у ч е н а  д о с т а т о ч н о  п о д р о б н о , см . [4 ] и  ц и т и р о в а н н у ю  там  
л и т е р а т у р у . ERW  ст ал а  п е р в о й  м о д ел ью , д о п у с к а ю щ е й  а н а л и т и ч е с к о е  р е ш е н и е , н а  к о т о р о й  у д ал о сь  
н агл я д н о  п р о д ем о н стр и р о в ать  п ереход  к  ан о м ал ь н о й  д и ф ф у зи и . А н о м ал ьн ы е  д и ф ф у зи о н н ы е  р еж и м ы  в 
п о сл ед н и е  д есяти лети я  п ри вл екаю т б о л ьш о й  и нтерес, п о ско л ьк у  считаю тся  более ад ек в атн ы м и  дл я  о п и са­
н и я  м н о ги х  ф и зи к о -х и м и ч еск и х  процессов  и п озвол яю т более то ч н о  в о сп р о и зв о д и ть  эксп ер и м ен тал ьн ы е  
д а н н ы е , см., н ап р и м ер , обзор  [5] .

ERW  к о н стр у и р у ется  сл ед у ю щ и м  образом :

Х „ + 1  = Хп + ^п+1 , Хо = 0 . (1)

Н а  п ервом  ш аге  п р и р ащ ен и е  п р и н и м а е т  зн ач ен и я  ±1, п р и ч ем  P (^ 0 = 1) = s .Н а  каж д ом  п о след у ю щ ем  ш аге  
реал и зу ется  дей стви е  одн ого  и з двух  стохасти ческих м ех ан и зм о в : ли б о  с вероятн остью  1 —р  р азы гр ы вается  
обы чн ое сл учай н ое  бл уж дан и е, к о гд а  зн ач ен и е  м ож ет и зм ен и ть ся  н а  е д и н и ц у  с р а в н ы м и  вероятн остям и , 
л и б о  с в ер о ятн о стью  р  н а у д а ч у  в ы б и р ается  и  п о в то р я ется  о д н о  и з  п р е д ы д у щ и х  п р и р а щ е н и й . П о это м у  
д л я  п р и р а щ е н и й  п р о ц есса  сп р авед л и в о  п р ед ст ав л ен и е

^п+ 1  = £п+1 ^п+ 1  + (1 — £n+l)'^Un+i,

гд е  €п — б и н а р н а я  с л у ч а й н а я  в е л и ч и н а  с Р(б„ = 0) = р , — с л у ч а й н а я  в е л и ч и н а  с с и м м е т р и ч н ы м
р асп р ед ел ен и ем  Р адем ахера, т. е. Р (^„  = 1) = Р (^„  = —1) = 1/2, а  U„ + 1 — д и ск р етн ая  сл у ч ай н ая  в е л и ч и н а  с 
р а в н о м е р н ы м  р а с п р е д е л е н и е м  н а  { 1 , . . .  п }. П о сл е д о в а те л ь н о с ти  с л у ч а й н ы х  в е л и ч и н  {б„}, } и  [U„ }
н е зав и си м ы  в совокуп н ости , а  такж е н е зав и си м ы  друг  от друга. З ам ети м , что  о р и ги н ал ь н ая  м о д ел ь  ERW 
в ы г л я д е л а  н еск о л ь к о  и н а ч е , н о  в [6] б ы л о  п р о д е м о н с т р и р о в а н о , что  у к а з а н н а я  в ы ш е  к о н с т р у к ц и я  ей  
сто х асти ч еск и  эк в и в ал ен тн а . Д и сп ер си я  Х„ и м еет  в и д

2р  — 1
г  ( п + 2 Р ) _ 1

Г (2р  )Г (п  + 1)

(2s — 1) Г (п  + р )

Г (р  + 1)Г (п)

2

З н ач ен и е  р  = 1 /2  явл яется  к ри ти ч еск и м : если  р  < 1 /2 , то  д и сп ер си я  растет  аси м п то ти ч ес к и  л и н ей н о , так  
ж е, к ак  и д л я  обы ч н о го  сл у ч ай н о го  б л у ж д ан и я , но  д л я  р  > 1 / 2  п р и  б о л ь ш и х  п в ы п о л н я ет ся  D [X „] ~  п 2^ , 
что  характерн о  д л я  су п ер д и ф ф у зи о н н ы х  реж им ов . В [7] эта  м о д ел ь  б ы л а  р а с ш и р е н а  за  счет возм ож н ости  
с н е к о т о р о й  в ер о ятн о сть ю  со х р а н и т ь  т ек у щ у ю  п о з и ц и ю  н а  к а ж д о м  ш аге , ч то  п о з в о л и л о  п о л у ч и т ь  и 
су б д и ф ф у зи о н н ы й  р еж и м , к о гд а  D [Х„] ~  пУ с у  < 1.

В [8], ср ед и  п р о ч его , б ы л  р а с с м о т р е н  ст о х а с т и ч е с к и й  п р о ц есс , д л я  к о то р о го  с л у ч а й н о  в ы б р а н н ы е  
п р о ш л ы е  з н а ч е н и я  я в н ы м  о б р азо м  оп р ед ел я ю т  его з н а ч е н и я  н а  к аж д о м  ш аге:

Хп+1 = Хп + Х и„, Хо = 1 ,

где и„ и м еет  р ав н о м ер н о е  р асп р ед ел ен и е  н а  { 0 , . . .  п}. З атем  в [9] б ы л и  п о л у ч ен ы  то ч н ы е  в ы р аж ен и я  для  
п ер вы х  д вух  н ач ал ьн ы х  м о м ен то в  этого п роцесса, а  такж е п р о д ем о н стр и р о в ан о , что  эти  м о м ен ты  им ею т 
л о гар и ф м и ч еск у ю  аси м п тоти к у . О дн ако  сразу  после п у б л и к ац и и  эти х  д вух  и ссл ед о ван и й  в 1969 г. м од ел ь  
б ы л а  за б ы т а  п о ч т и  н а  п о л в ек а . Л и ш ь  в н а ч а л е  2000-х гг. п о я в и л а с ь  сер и я  работ , где  и зу ч а л и с ь  д р у ги е  
свойства  этого п р о ц есса  и обсуж дал и сь  н екоторы е д р у ги е  м о д ел и , п о стр о ен н ы е  п о  т о м у  ж е п р и н ц и п у  — 
и х  р е ф е р а т и в н ы й  обзор  м о ж н о  н а й т и  в [10] .

Е сли  и сп о л ь зо в а т ь  т е р м и н о л о г и ю  о б у ч е н и я  с п о д к р е п л е н и е м , то  з н а ч е н и я  сл у ч ай н о го  б л у ж д а н и я  
м о ж н о  с ч и т а ть  с о с т о я н и я м и  (states), а  п р и р а щ е н и я  — р е ш е н и я м и  (actions). С э т о й  т о ч к и  з р е н и я  ERW  
о п и сы вает  п овед ен и е  актора, к о то р ы й  м ож ет сл у ч ай н ы м  образом  п овторять  ран ее  п р и н я ты е  р еш ен и я . Н о 
во зм о ж ен  и д р у го й  п одход , к о гд а  п ам ять  ассо ц и и р о ван а  не с р еш ен и я м и , а  с в н у тр ен н и м и  состоян и ям и  
ак тора , п о д о б н о  т о м у  к а к  это  б ы л о  сд ел ан о  в [8] . М о ж н о  п р е д л о ж и т ь  р а з н ы е  п р и к л а д н ы е  за д а ч и , в 
к о то р ы х  тот и л и  и н о й  м е х а н и зм  я вл я ется  более ад е к в а тн ы м  и сходя  и з с п ец и ф и к и  п р е д м е т н о й  области . 
Т ак, п р и  м о д е л и р о в а н и и  с о ц и о к у л ь т у р н ы х  п р о ц ессо в  (н ап р и м ер , д и н а м и к и  и  п о л я р и з а ц и и  м н е н и й  в 
сообщ ествах) п ам ять  о р е ш е н и я х  каж ется  более п о д х о д я щ ей , п о ско л ьк у  и зм ен ен и е  м н е н и я  важ н ого  для  
н ас  чел о в ек а  с б о л ьш ей  вероятн остью  п р и в ед ет  к  и зм ен ен и ю  н а ш е й  собствен н ой  п о зи ц и и . А  п р и  работе 
с м о д е л я м и  п о п у л я ц и о н н о й  д и н а м и к и  и  д е м о гр а ф и и , н а п р о ти в , п о д х о д  с п р и п о м и н а н и е м  со сто я н и й  
п р ед став л я ется  более  у д а ч н ы м .

Н асто ящ ая  р аб о та  п о с в я щ е н а  и зу ч е н и ю  м о д ел и , м ак си м ал ь н о  п р и б л и ж е н н о й  к  ERW, но и сп о л ьзу ю ­
щ е й  в торой  м ех ан и зм  п ам я т и  — с п р и п о м и н а н и е м  п р о ш л ы х  состояни й. П онятно , что  м еж д у  дв у м я  так и м и  
м о д е л я м и  есть  с у щ е с т в е н н ы е  м а т е м а т и ч е с к и е  о тл и ч и я : р а с п р е д е л е н и я  п р и р а щ е н и й  ERW -п р о ц есса  
всегд а  и м ею т о д и н ак о в ы й  н оситель, а  дл я  п роц есса  с п р и п о м и н а н и е м  состоян и й  п р и р а щ е н и я  ф орм ал ьн о

n



о гр ан и ч ен ы  л и ш ь  п р ед ш еств у ю щ и м и  эк стр ем ал ь н ы м и  зн а ч е н и я м и  сам ого  п роцесса , п о это м у  его п о в е ­
д ен и е  д о л ж н о  бы ть  м ен ее  р егу л я р н ы м , ч ем  ERW. П ом и м о у п о м я н у ты х  в ы ш е, н еоб ход и м о  отм ети ть  ещ е 
н ескол ьк о  работ, где  в о зн и к а л и  к о н стр у к ц и и , тесн о  св язан н ы е  с к о н ц е п ц и е й  п р и п о м и н а н и я  состоян и й . 
Т ак, в [11] р ассм атр и в ал и сь  п роц ессы , н а зв а н н ы е  сл у ч а й н о -в о зв р а тн ы м и  (occasionally reverting processes). 
И сслед ован н ая  там  м о д ел ь  оч ен ь  п о х о ж а н а  ту, что  буд ет  р ассм о тр ен а  здесь, и н екоторы е их резу л ьтаты  
будут н еп о ср ед ствен н о  н ам и  и сп о л ьзо в ан ы . О дн ако  там  р ассм атри вал ось  только  р ав н о м ер н о е  р асп р ед е­
л е н и е  в е л и ч и н  Un, о п р е д е л я ю щ и х  д ей ст в и е  м е х а н и зм а  п а м я ти . Е щ е о д и н  д и с к р е т н ы й  сто х асти ч еск и й  
п роц есс , п о р о ж д а е м ы й  к о н к у р е н ц и е й  д и ф ф у зи и  и сл у ч ай н о го  п р и п о м и н а н и я , бы л  р ассм о тр ен  в [12] — 
та м  он  в о зн и к а е т  в р е зу л ь т ате  д и с к р е т и з а ц и и  о д н о го  у р а в н е н и я  с п р о и зв о д н ы м и  н ец ел о го  п о р яд ка .

2. М о д е л ь  и  ее  о б щ и е  с в о й с т в а . Б у д ем  р ассм атри вать  сл ед у ю щ и й  сл у ч ай н ы й  п роц есс  с ди ск р етн ы м  
в р ем ен ем :

Х п + 1  = €п+ 1  {Хп + ^n+i) + (1 -  £n+i) Х и „ , п е  N . (2)

Здесь  е„ -  н езав и си м ы е  в совокуп н ости  сл у ч ай н ы е в ел и ч и н ы  с р асп р ед ел ен и ем  Б ер н у л л и , таки е что  Р(б„ = 
1) = р , -  н езав и си м ы е  в совокуп н ости  д и ск р етн ы е сл у ч ай н ы е  в ел и ч и н ы  с к о н еч н ы м и  м атем ати ч ески м
о ж и д а н и е м  ^  и  д и с п е р с и е й  а 2, а  U„ -  н е за в и с и м ы е  в со в о к у п н о с ти  д и с к р е т н ы е  с л у ч а й н ы е  в е л и ч и н ы  
с н о с и т е л е м  { 0 ,1 , . . .  п}. Все т р и  п о р о ж д а ю щ и е  п о с л е д о в а т е л ь н о с т и  т ак ж е  н е за в и с и м ы  д р у г  от друга . 
Н ач ал ьн о е  зн ач ен и е  счи тается  за д а н н о й  д и ск р ет н о й  с л у ч ай н о й  в е л и ч и н о й  Х 0, в о зм о ж н о  вы р о ж д ен н о й , 
к о т о р ая  н е з а в и с и м а  от  {б„}, {^„} и  {U„ }. Н е о г р а н и ч и в а я  о б щ н о с т и  р а с с м о т р е н и я , б у д ем  в сю д у  д ал ее  
сч и тать  Х 0 = 0. Р ас п р е д е л е н и я  и  U„ явл я ю тся  св о б о д н ы м и  п ар ам ет р ам и .

С л у ч а й н ы й  п р о ц есс  (2) ф о р м и р у е тс я  к о н к у р е н ц и е й  д в у х  б а зо в ы х  м е х а н и зм о в : д и ф ф у з и о н н о г о  и 
эред и тарн ого . Д и ф ф у зи я  зд есь  п р и н и м а е т  в и д  обы чн ого  сл у ч ай н о го  б л у ж д ан и я  с ш а га м и  . М ехан и зм  
п а м я т и  р е а л и з о в а н  к а к  я в н о е  в о зв р а щ е н и е  к  о д н о м у  и з  р а н е е  п р и н и м а в ш и х с я  зн а ч е н и й . П ар ам етр  р  
о п р е д е л я е т  у д е л ь н у ю  з н а ч и м о с т ь  д и ф ф у з и о н н о г о  м е х а н и зм а . Н а  к а ж д о м  ш а г е  п р о ц е с с а  р е а л и зу е т с я  
д е й с т в и е  л и ш ь  о д н о го  и з  э т и х  м е х а н и зм о в . В это м  за к л ю ч ает ся  о сн о в н о е  о т л и ч и е  от м о д е л и  и з  [11] -  
та м  р а с с м а т р и в а л с я  п р о ц есс , к о т о р ы й  в п р и н я т ы х  н а м и  о б о з н а ч е н и я х  и м е е т  в и д  V„ = е„п + (1 -  е„)U„, 
Х „ + 1 = Ху„ + ^п+1. Д р у г и м и  сл о в ам и , д и ф ф у з и о н н о е  с м е щ е н и е  т а м  п р и б а в л я е т с я  всегд а , д аж е  есл и  
д ей ств у ет  э р е д и т а р н ы й  м ех ан и зм .

М ы  б у д ем  р а с с м а т р и в а т ь  л и ш ь  н ек о то р о е  п о д м н о ж е с т в о  всех  в о зм о ж н ы х  р а с п р е д е л е н и й  л аго в , 
к о торое  м о ж н о  зад ать  в ви д е

П
P(Un = s) = , w„ = V  Us, п е  N  и  {0}.

w„ Ŝ =0

Это д о стато ч н о  б о л ь ш о е  сем ей ство  в к л ю ч ает  в себя м н о г и е  и зв е с т н ы е  р а с п р е д е л е н и я . Н а п р и м е р , п р и  
Us = 1 л а г и  Un б у д у т  и м е т ь  р а в н о м е р н ы е  р а с п р е д е л е н и я . Л егко  у б ед и т ься , од н ак о , что  н е  всякое  
р асп р ед ел ен и е  м ож ет бы ть  п р ед став лен о  в так о м  виде. К п р и м ер у , п усть  р а зр е ш е н о  во звр ащ аться  л и ш ь  
к  д в у м  п р е д ы д у щ и м  з н а ч е н и я м  с р а в н ы м и  в ер о ятн о стям и , так  что

P (u„  = s ) = --------2-------- , "  >  1.

П он я тн о , что  так о е  р а с п р е д е л е н и е  н е  м о ж ет  б ы ть  п о р о ж д е н о  е д и н с т в е н н о й  п о сл е д о в ат ел ь н о сть ю  Us -  
м ы  не м о ж ем  « р асц еп и ть»  здесь связь  м еж д у  s и п, в о зн и к аю щ у ю  и з -за  того, что  н о си тел ь  U„ п остоян н о  
у в ел и ч и в ается .

М еж ду м о м ен т ам и  во звр ата  к  п р о ш л ы м  зн а ч е н и я м  п роц есс  (2) п редставляет  собой  простое сл учай н ое 
б л у ж д ан и е . Е сли бы  в о звр ат  осущ ествл ял ся  к  к аком у-то  ф и к си р о в ан н о м у  зн ач ен и ю  (н ап ри м ер , к  нулю ), 
то  Х„ п р е д с т а в л я л  бы  соб ой  п р и м е р  п р о ц е с с а  в о с с т а н о в л е н и я , св о й ст в а  к о то р о го  х о р о ш о  и зу ч е н ы . 
Б о л ее  того, есл и  бы  д аж е  в о зв р а т  в ы п о л н я л с я  к  к а к о м у -н и б у д ь  с л у ч а й н о м у  зн а ч е н и ю , н е за в и с и м о м у  
от  п р е д ы с т о р и и  сам о го  п р о ц есса , то  эт а  к о н с т р у к ц и я  все р а в н о  б ы л а  б ы  п р о ц е с с о м  в о с с т а н о в л е н и я . 
И м ен н о  в о звр ат  к  с л у ч ай н о  в ы б р а н н о м у  и з  к о гд а-л и б о  р ан ее  п р и н и м а в ш и х с я  зн а ч е н и ю  о тл и ч ает  этот 
с л у ч а й н ы й  п р о ц есс  от д р у ги х  сто х асти ч еск и х  м о д ел ей .

В ведем  н ек о то р ы е  в сп о м о гател ь н ы е  в е л и ч и н ы . П усть

L„ = m ax к : ^ ( 1  -  £s) = п -  1 >, п е  N

Д р у ги м и  словам и , р а в е н  п о сл е д н ем у  и н д ек су  п -й  « д и ф ф у зи о н н о й  сери и »  -  н е п р е р ы в н о й  п о сл ед о ва­
т е л ь н о с т и  д и ф ф у з и о н н ы х  ш аго в . И ли , ч то  то  ж е сам ое, и н д е к с у  н еп о с р е д с т в е н н о  п е р е д  п -м  п р и п о м и ­
н а н и е м . Л егк о  в и д еть , что  L„ я в л я е т с я  с у м м о й  н е з а в и с и м ы х  в со в о к у п н о с ти  с л у ч а й н ы х  в е л и ч и н  Yk с 
г е о м е тр и ч е с к и м  р ас п р е д е л е н и е м , п р и ч е м  Yk и м еет  см ы сл  д л и те л ь н о с ти  к -й  д и ф ф у з и о н н о й  сери и . М ы  
будем  считать, что  д и ф ф у зи о н н ая  сери я всегд а  н ач и н ается  с м о м ен та  во звр ата  (е„ = 0), так  что  Yk >  1. С ам



L„ как  су м м а  н е зав и си м ы х  сл у ч ай н ы х  в ел и ч и н  с гео м етр и ч еск и м  р асп р ед ел ен и ем  и м еет  отри ц ател ьн ое  
б и н о м и а л ь н о е  р а с п р е д е л е н и е . Д л я  п р и м е р а  н а  ри с . 1 п о к а з а н а  о д н а  в ы б о р о ч н а я  т р а е к т о р и я  п р о ц есса , 
к о гд а  д и ф ф у зи о н н ы е  см е щ е н и я  и м ею т си м м етр и ч н о е  р асп р ед ел ен и е  Р адем ахера . Зд есь  U4 = 2 и U9 = 6 , 
Y1 = 3 (н ач ал ьн о е  зн а ч е н и е  не п р и н а д л е ж и т  п ер в о й  д и ф ф у з и о н н о й  сери и ) и  Y2 = 5.

Рис. 1. Пример выборочной траектории процесса (2). Точки, в которых действует механизм памяти,
показаны  как выколотые 

Fig. 1. Sample trajectory of the process (2). Points where reversions occure are depicted as punctured

С л ед у я  [11], м о ж н о  п о к а за т ь , ч то  п р о ц есс  с т о х асти ч еск и  э к в и в а л е н т е н  (в ш и р о к о м  см ы сл е , т. е. 
совпадаю т все к о н еч н о м ер н ы е  ф у н к ц и и  р асп р ед ел ен и я) сл у ч ай н о й  сум м е сл агаем ы х т и п а  . П родолж и м  
р а с с м о т р е н и е  п р и м е р а  с ри с . 1. Н а  п е р в о м  ш а г е  Х 1 = Х 0 + ^1, за т е м  Х 2 = Х 0 + ^ 1 + ^2 , а н а л о ги ч н о  д л я  
Х 3 . К о гд а  в п е р в ы й  р а з  д е й с т в у е т  м е х а н и з м  п а м я т и  (п = 4), п р о ц есс  в о зв р а щ а е т с я  к  св о ем у  п р о ш л о м у  
з н а ч е н и ю  п р и  п = 2, к о то р о е  р а в н о  Х 0 + ^ 1 + ^2 . Н а  с л е д у ю щ е м  ш а г е  п о л у ч и м  Х 5 = Х 0 + ^ 1 + ^2 + ^5 . 
П о н я тн о , что  п р о д о л ж а я  дал ее , м ы  в се гд а  б у д ем  п о л у ч а т ь  с у м м у  Х 0 и  н е к о т о р ы х  . Т а к и м  об р азо м , 
сп р ав ед л и в о  п р ед став л ен и е

Тп
Хп = Х 0 + J  *̂̂ , (3)

к=1

гд е  {^^} — в с п о м о г а т е л ь н а я  п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь  н е з а в и с и м ы х  в со в о к у п н о с ти  с л у ч а й н ы х  в е л и ч и н , 
и м е ю щ и х  то  ж е  сам о е  р а с п р е д е л е н и е , что  и  . П ри  Т„ = 0 б у д ем  сч и тать , ч то  с у м м а  в п р а в о й  ч ас ти  
о б р ащ ается  в н оль. В аж но, что  и Т„ не зав и ся т  д р у г  от д р у г а  п р и  л ю б ы х  п и к . У п р ав л я ю щ и й  п роц есс  
Т„ м о ж ет  б ы ть  за п и с а н  в в и д е

Тп = £п( 1 + Тп—1) + ( 1 — е„) Ти„, Тс = 0 (4)

и п р и н и м а е т  зн ач ен и я  в д и ап азо н е  { 0 , . . .  п }. Ф актически  Т„ сам  явл яется  п роц ессом  т и п а  (2) с вы р о ж д ен ­
н ы м и  д и ф ф у з и о н н ы м и  с м е щ е н и я м и . О т м е т и м  так ж е , что  в в е д е н н ы й  зд есь  п р о ц есс  Т„ о т л и ч а е т с я  от 
и сп о л ь зо в ан н о го  в п. 3.2 [11] л и ш ь  сд в и го м  и н д е к с а  н а  ед и н и ц у .

3. Р а с п р е д е л е н и я  и  х а р а к т е р и с т и ч е с к и е  ф у н к ц и и .
П о л о ж и м  Р(Х „ = к) = Pk^n, где  к  е  Z. Т о гд а  у р а в н е н и е , о п и с ы в а ю щ е е  эв о л ю ц и ю  р а с п р е д е л е н и й  

п роц есса , п р и н и м а е т  в и д
  П

Рк,п+ 1  = —"," + ^^,". (5)
г 5=0

Зд есь  Vr = Р(^п+1 = г ) зад аю т р асп р ед ел ен и е  д и ф ф у зи о н н о го  с м ещ е н и я  ^ „ + 1 . С ам о у р ав н ен и е  следует  из 
теорем ы  о п о л н о й  вероятн ости . Д ей стви тельн о , п о п асть  в к  за  счет д и ф ф у зи и  м ож но , если  н а  п р ед ы д у щ ем  
ш а ге  п роц есс  н ах о д и л ся  в к  — г и  б ы л  р е а л и зо в а н  ш аг, в т о ч н о сти  р а в н ы й  г . Л ибо  п о п асть  в к  м о ж н о  за  
счет  м е х а н и зм а  п а м я т и , есл и  н а  s -м  ш а ге  п р о ц есс  так ж е  н ах о д и л ся  в то м  с о ст о я н и и  и  б ы л  р е а л и зо в а н  
сдвиг, в то ч н о сти  р а в н ы й  s . П оскольку  все у п о м я н у т ы е  со б ы ти я  явл яю тся  н есо вм естн ы м и , в ы р аж ен и е  в 
п р а в о й  ч асти  (5) я в л я ется  су м м о й  с со о тветств у ю щ и м и  к о эф ф и ц и ен там и .

Л егко м о ж н о  убедиться , что  у р ав н ен и е  (5) сохран яет н о р м и р о во ч н о е  условие: п р и  лю бом  п су м м а  Р^,„ 
п о  к  в се гд а  р а в н а  е д и н и ц е . У р ав н ен и е  со х р ан я ет  так ж е  и  си м м етр и ю : есл и  р а с п р е д е л е н и я  н а ч а л ь н о го  
з н а ч е н и я  Х 0 с и м м е т р и ч н ы  о т н о с и т е л ь н о  к ' , а  р а с п р е д е л е н и е  д и ф ф у з и о н н ы х  ш а го в  с и м м е т р и ч н о  
о тн о си тел ьн о  н уля , т. е.

Pk'+mfi = Pk' — mfi, = V — „  Vm Ф 0,

то P]cji такж е остается си м м ет р и ч н ы м  отн оси тел ьн о  к ' п р и  лю бом  п > 0 н езави си м о  от р асп р ед ел ен и я  Un. 
Д о к азат ел ь ств о  п р о в о д и т с я  и н д у к ц и е й  п о  п. П усть  у ж е  и зв ест н о , ч то  п р и  п = 0 ,1 , . .  .п '  р а с п р е д е л е н и е



си м м етр и ч н о , т о гд а  д л я  п р о и зв о л ь н о го  т

Рк'+т,п'+1 = ^  ^  ^-гРк'+т+г,п' + ^аРк'+т^п' ^  ^  Рк'+т-г,п' + ----- ^  UsPk'+m,s =
r=1 r=1 s=0

+w +w n'

^  Pk'-(m+r),n' + ^aPk'-m,n' ^  ^  ^-rP k '-(m -r),n ' ' + ^  ' UsPk'-m,s = Pk'-m ,n' +1 .= P

С о о т н о ш е н и е  (5) п р е д с т а в л я е т  соб ой  у р а в н е н и е  в ч а с т н ы х  р а зн о с тя х , н о  за в и с и м о с т ь  от о д н о го  и з  
д и ск р етн ы х  ар гу м ен то в  м о ж н о  у стран и ть , п ер ех о д я  от р ас п р е д е л е н и й  к  х ар ак тер и сти ч еск и м  ф у н к ц и ям . 
Ф акти чески  так о й  п ер ех о д  о зн ач ает  в ы п о л н е н и е  п р е о б р а зо в а н и я  Ф урье -  С тилтьеса:

фп+1 ( ^ ) =  E [ e ‘"^ "+1 ] ^  P k , n + l e ^ ^ ^  =  ^  Х  ( ^ ) =
к к г  5=0

    п п

=  (^ - ") + ( ^ ) =  ( ^  ) ^ ^  ( ^ ) + ( ^ ) .

Здесь ^ ( а )— характери сти ческая  ф у н к ц и я  ^„+1 . Д ля удоб ства  н о тац и и  далее  будем  оп ускать  зави си м ость  
от а . В ведем  такж е о б о зн ач ен и е  х  = р ф . Е сли р асп р ед ел ен и я  ^П+1 с и м м е т р и ч н ы  отн о си тел ьн о  н уля , то ф 
я в л я е т с я  в е щ е с т в е н н о з н а ч н о й  ч е т н о й  ф у н к ц и е й  — в сю д у  д а л е е  м ы  б у д ем  п р е д п о л а га т ь  в ы п о л н е н и е  
этого  тр еб о в ан и я .

У р ав н ен и е  д л я  х а р а к т е р и с т и ч е с к и х  ф у н к ц и й  м о ж н о  п е р е п и с а т ь  б ез  с у м м и р о в а н и я , к а к  о б ы ч н о е  
р а зн о с т н о е  у р а в н е н и е  второго  п о р яд к а . Д ей стви тел ьн о , есл и  в

П

(фп+1 -  хфп )Wn =
5=0

у в е л и ч и т ь  и н д ек с  п н а  ед и н и ц у , п о л у ч и м

п+1 п

(фп+2 -  хфп+1 ) ^п+ 1 = ^  ^  ' Usфs = ^  ^  ' Usфs + ^ип+ 1 фп+1 = (фп+1 -  хф п)'^п  + ^ип+ 1 фп+1 .
5=0 S=0

В ы п о л н и в  н есл о ж н ы е  п р ео б р азо в ан и я , о к о н ч ат ел ьн о  п р и х о д и м  к

фп+2 -
Wn

X + q + р - фп+ 1  + ф„ = 0 . (6)
^ п + 1 } ^ п + 1

З д есь  м ы  в о с п о л ь зо в а л и с ь  о ч е в и д н ы м  р а в е н с т в о м  Wn+ 1 = Wn + и„+1. В и д н о , ч то  вся  за в и с и м о с т ь  от 
р а с п р е д е л е н и я  д и ф ф у з и о н н о г о  с м е щ е н и я  р е а л и зу е т с я  ч е р е з  п а р а м е т р  х , п о э т о м у  н е к о т о р ы е  о б щ и е  
у т в е р ж д е н и я  м о ж н о  сд ел ать , н е  в ы б и р а я  к а к о е -н и б у д ь  о п р е д е л е н н о е  р а с п р е д е л е н и е  с м е щ е н и й . Н о, 
р а зу м е е тс я , ч то б ы  в о с с т а н о в и т ь  п о  х а р а к т е р и с т и ч е с к о й  ф у н к ц и и  сам о  р а с п р е д е л е н и е , за в и с и м о с т ь  х  
от  а  н у ж н о  б у д ет  н е к о т о р ы м  о б р азо м  к о н к р е т и зи р о в а т ь . В п р о с т е й ш е м  сл у ч ае , д л я  с и м м е т р и ч н о го  
р а с п р е д е л е н и я  Р ад ем ахера , х  = р  cos а .

У р ав н ен и е  (6) я в л я е т с я  ф у н к ц и о н а л ь н о -р а з н о с т н ы м  и  л и н е й н ы м  п о  фп. Л егк о  п о к а за т ь , ч то  есл и  
ф0 ( х ) = 1  (это  со о тве тств у ет  Х 0 = 0), то  ф„ я в л я ю т с я  п р и в е д е н н ы м и  п о л и н о м а м и  п -й  с т е п е н и  п о  х . 
Р ек у р р е н т н а я  зав и си м о ст ь  (6) п о х о ж а  н а  ту, что  в в о д и т ся  д л я  п о сл е д о в ател ь н о ст и  Ш еф ф ера  (см . гл. 2 в 
[13]) — р а з н и ц а  зак л ю ч ает ся  в п о с л е д н е м  сл агаем о м , гд е  п о я в л я е т с я  у м н о ж е н и е  н а  х . Т ем  не м ен ее  не 
у д ал о сь  н а й т и  работ, где  так и е  п о л и н о м и а л ь н ы е  п о сл е д о в ател ь н о ст и  у ж е  б ы л и  бы  и ссл ед о ван ы .

З н ая , ч то  р е ш е н и я  я в л я ю т с я  п р и в е д е н н ы м и  п о л и н о м а м и  п -й  с теп ен и , м ы  м о ж е м  р е д у ц и р о в а т ь  
зав и си м о сть  от х , п ер ей д я  к  систем е св язн ы х  р азн о стн ы х  у р ав н ен и й  дл я  к о эф ф и ц и ен то в  этих  п оли н ом ов . 
П о ло ж и м П

фп (х ) = А п ,0Х + А п , 1 Х + . . .  + А п ,п - 1Х + Ап,п = ^  ' A„j^х  ,
к=0

А п 0  = 1 и будем  счи тать  А п^к = 0, если  к  > п. Т огда п осле п о д стан о вк и  в (6), п р и р ав н и в ая  в ы р аж ен и я  п ри  
о д и н а к о в ы х  степ ен ях , п о л у ч и м , что  н е о п р е д е л е н н ы е  к о эф ф и ц и е н т ы  п о д ч и н я ю тс я  си стем е  у р а в н е н и й

Ап+2,к = (Ц + Р ^п  )Ап+ 1,к- 1  + Ап+ 1 ,к -  ^пА п,к - 1, ^  ^  0, к  = 1 , 2 , . .  .п  + 2 .
^ п + 1

В ведем  такж е о б о зн ач ен и е  fn,k = (q + р ^ п )A„+i^k -  ̂ пА„^к. Д ля к оэф ф и ц и ен то в  п р и  в торой  стар ш ей  степ ени  
п о л у ч и м

п - 2

А п + 2 , 1 -  Ап+ 1 ,1  = fn ,0 А п ,1  -  А 1 ,1  fs .0 = (1 -  ) .
s=0 s=0



К о э ф ф и ц и е н т  А \^1 р а в е н  q, т. к. ф1 ( х ) = х  + q — это  л егк о  у с т а н о в и т ь  н а п р я м у ю . Т еп ер ь , зн а я  А„,1, м ы  
м о ж е м  о п р е д е л и ть  /„ ,1, а  зн а ч и т , н а й т и  A „^  и  т. д. У р ав н ен и е  д л я  св о б о д н о го  ч л е н а  А„^„ и  его  о б щ ее  
р е ш е н и е  в ы гл я д я т  н ескол ьк о  и наче:

п—2

Ап+2,п+2 = (я  + р ^ п )^ п + 1,п+1  ̂  ̂ Ап,п = q (q + p ^ s ) , ^  ^  2 .
5=0

Ф орм ально, зн ая  характери сти ческую  ф ункц ию , м ы  м ож ем  в ы ч и сл и ть  все остальны е п ред ставляю щ и е 
и н тер ес  в е л и ч и н ы . П усть д и ф ф у з и о н н ы е  с м е щ е н и я  и м ею т ас и м м е т р и ч н о е  р а с п р е д е л е н и е  Р адем ахера , 
т. е. Р(^п = 1) = г , Р (^„  = —1) = 1 — г , где 0 < г < 1. В этом  случае ф + (1 — г ) е —'“ . Т огда сп равед ли во

к / т '
фп ^  An,n—kР^ {ге^- + (1 — г )е —'“ )"  ^  A^^n—kР ^

к=0 к=0 S=0 '
(1 — г )^ —" (2^—̂ ) , (7)

что  п о зво л я ет  в ы ч и сл и ть  вероятн ости  — он и  будут к о эф ф и ц и ен там и  п р и  в и тоговом  вы р аж ен и и  
д л я  фп. К п р и м ер у ,

L«/2J
Г) Л „2т  „.\тPQ,n ^  /  Ап,п—2тр Г ( 1 — Г) ,

^  тт=0  ̂ '

су м м и р о в ан и е  в ы п о л н я ется  п о  ч е т н ы м  и н д ексам , п о ск о л ьк у  во в н у т р е н н е й  сум м е в (7) п р и  н еч ет н ы х  к  
н ет  чл ен о в , п р о п о р ц и о н а л ь н ы х  ед и н и ц е .

4. У р а в н е н и я  д л я  н а ч а л ь н ы х  м о м е н т о в  п е р в о г о  и  в т о р о г о  п о р я д к о в .  М о м е н ты  Хп  м о гу т  
б ы ть  н а й д е н ы  с п о м о щ ь ю  д и ф ф е р е н ц и р о в а н и я  х а р а к т е р и с т и ч е с к о й  ф у н к ц и и , о д н а к о  у ж е  д аж е  д л я  
второго  п о р я д к а  это п р и в о д и т  к  достаточ н о  гр о м о зд к и м  и у то м и т ел ь н ы м  в ы ч и сл ен и я м . П оэтом у  дл я  их 
и ссл ед о в ан и я  у д о б н ее  р аб о тать  н еп о ср ед ст в ен н о  с р е к у р р е н т н ы м и  с о о т н о ш е н и я м и . В п ер ву ю  оч ер ед ь  
зам ети м , что  м о м е н ты  п р о ц есса  Хп  м о ж н о  в ы р ази ть  ч ер е з  м о м е н ты  у п р ав л я ю щ его  п р о ц есса  Тп. В ведем  
о б о зн ач ен и я  вп = E [Т„] и А„ = Б[Т,2]. Т огда и з п ред став л ен и я  (3) и и звестн ы х  тож деств  В альда и Г и р ш и к а  
сл едует

E [Хп ] = E[Xn] + ^в„, D[X„  ] = D[Xn] + а 2 в„ + А „.

У р ав н ен и е  д л я  в„ п р и н и м а е т  в и д

П
е „ + 1  = р  ( 1 + вп ) + ^  У  Us 9s. (8)

П ри  в ы в о д е  его  м ы  с н а ч а л а  в зя л и  у с л о в н о е  о ж и д а н и е  о т н о с и т е л ь н о  е„ , а  п о т о м  о т н о с и т е л ь н о  U„ и
в о с п о л ь зо в а л и с ь  тем , ч то  все п о р о ж д а ю щ и е  п р о ц есс  с л у ч а й н ы е  в е л и ч и н ы  н е за в и с и м ы  д р у г  от друга .
Т ак  ж е к ак  и в у р а в н е н и я х  д л я  р а с п р е д е л е н и й  и х ар ак тер и сти ч еск и х  ф у н к ц и й , зд есь  м о ж н о  и зб ав и ться  
от с у м м и р о в а н и я  в п р ав о й  части , и с п о л ь зу я  тот ж е сам ы й  п р и ем , что  п р и в о д и т  к

9п+2 — Рпдп+ 1  + Р ^п  = PYn+ 1 , Рп = 1 + Р ^п, Yn = . (9)
“ п

В озвод я  о п р е д е л е н и е  (4) в к вад рат , ф о р м ал ьн о  п о л у ч и м

'^п+ 1  = ^п+1 [1 + Тп] + (1 — £п+1) 7(7  ̂ + 2 £п (1 — £п)(1  + Тп )Ти„.

Л егко п ровери ть , что  E [б2] = р  и Е[б„ (1 — €„)] = 0 п р и  лю б ы х п. Т огда, п о л ьзу ясь  тем  ж е сам ы м  п р и ем о м  
с у с л о в н ы м  м ат е м а т и ч е с к и м  о ж и д а н и е м  и у ч и т ы в а я  н езав и си м о ст ь  п о р о ж д аю щ и х  п роц есс  сл у ч а й н ы х  
в е л и ч и н  д р у г  от друга , п р и х о д и м  к

П
А„+1 = р  ( 1 + 2вп + А „ ) + —  У м ,  А ,. (10)

У каж ем  и  второе у р а в н е н и е  д л я  А „, не со д ер ж ащ ее  су м м ы  в п р ав о й  части :

А п+2 — Рп А п+ 1  + Р ^п = РУп + 2Р (^п+ 1  — ) . (11)

У р ав н ен и я  в р а зн о с т н о й  ф орм е удоб н ее  д л я  в ы ч и с л е н и й , п о ск о л ьк у  не н у ж н о  х р ан и ть  все п р е д ы д у щ и е  
зн ач ен и я , а  ф орм а с су м м и р о в ан и ем , как  будет п о к азан о  далее, в н екоторы х  случаях  удоб н ее  дл я  п о и ск а  
а н а л и т и ч е с к и х  р е ш е н и й .



5. Р е з у л ь т а т ы  д л я  р а в н о м е р н о г о  р а с п р е д е л е н и я  с д в и г о в . П р о сте й ш и м  сл у ч аем  я в л я ет ся  р а в н о ­
м ерн ое  р асп р ед ел ен и е  U„, п о р о ж д ен н о е  п оследовательн остью  Us = 1. Здесь  w„ = п + 1, а„ = 1 -  1 /(п  + 2), и

.^^-2  ̂ и . „ I - !  р  ^  (1 -  Р )(2  -  р ) . . .  ( ^  -  р )А п,1 = q + ^
s=0

гд е  Нп — г а р м о н и ч е с к и е  ч и сл а . П о л у ч и ть  в ы р а ж е н и я  д л я  д р у г и х  к о э ф ф и ц и е н т о в  в за м к н у т о м  ви д е , 
к о то р ы й  м о г  бы  бы ть  п о л е зе н  д л я  д а л ь н е й ш е го  а н а л и за , н е  удалось .

Д л я  м о м е н т о в  у п р а в л я ю щ е г о  п р о ц е с с а  Т„ б у д ем  о т т а л к и в а т ь с я  от у р а в н е н и я  с с у м м и р о в а н и е м  (8) 
и  в в е д е м  п р о и зв о д я щ у ю  ф у н к ц и ю  М ( t ) ^ n t" . Э ту  ф у н к ц и ю  н у ж н о  т р ак то в ат ь  к а к  ф о р м а л ь н ы й
степ ен н о й  ряд , т. е. воп росы  его сходи м ости  нас и н тересовать  не будут. В водны е зам еч ан и я  о ф о рм ал ьн ы х  
с т е п е н н ы х  р я д а х  см., н а п р и м е р , в [14] . У м н о ж и м  обе ч а с ти  у р а в н е н и я  н а  t"  и  с у м м и р у е м  п о  п. Все 
в о зн и к а ю щ и е  п р и  это м  р я д ы  м о гу т  бы ть  в ы р а ж е н ы  ч ер ез  ф у н к ц и ю  М  и  ее п р о и зв о д н ы е , н ап р и м ер ,

+ТС
' ^ ( п  + 1 )9n t" = 9а + 291t + 3 9 zt2 + . . .  = М  + tM ' = ( t M ) ' .
п=0

Здесь ш тр и х  о зн ач ает  д и ф ф ер ен ц и р о в ан и е  по п ер ем ен н о м у  t . Д ля слагаем ого, отвеч аю щ его  за  эр и д и тар - 
н ы й  м е х а н и зм , г р у п п и р у я  в д р у го м  п о р яд ке , п о л у ч и м

+^ п +^ +^ +^

^  ^  ^  > ■ = г - 7  ^  .п=0 S=0 п=0 S =п

Т аки м  образом , п р о и зв о д я щ ая  ф ун к ц и я  М  д о л ж н а  удо вл етво р ять  н е о д н о р о д н о м у  л и н е й н о м у  д и ф ф ер ен ­
ц и а л ь н о м у  у р а в н е н и ю  п ер во го  п о р я д к а

М ' = р
1

t M  + -------
1 -  t l 1  - 1

с н а ч а л ь н ы м  у с л о в и е м  М (0) = 90 = 0. Его р е ш е н и е  и м еет  в и д

М ( t ) = I n F ( t ), A  = ^ , F ( t ) =

З а м е т и м  теп ерь , что  п р о и зв о д я щ а я  ф у н к ц и я  In F  соответствует  п о сл е д о в ат ел ьн о сти  (1 -  ) / п  — чтоб ы
у б е д и т ь с я  в этом , д о с т а то ч н о  п р е д с т а в и т ь  ее к а к  р а зн о с т ь  л о га р и ф м о в , к а ж д ы й  и з  к о т о р ы х  затем  
р азл о ж и т ь  п о  степ ен я м  t . У м н ож ен и е  п р о и зв о д я щ е й  ф у н к ц и и  н а  (1 -  t ) - 1 соответствует су м м и р о в ан и ю  
и сх о д н о й  п о сл ед о вател ьн о сти . О ко н ч ател ьн о , м а те м а ти ч е с к и е  о ж и д а н и я  Т„ и м ею т  в и д

П
9п = А  ^  Vk = А

к= 1

п I-

к= 1  /
V. = . (12)

Н есм отря  н а  каж ущ ую ся  п ростоту , зам к н утое  вы р аж ен и е  дл я  к о н еч н о й  су м м ы  в п р аво й  части  н еизвестн о . 
Н о л егк о  в и д еть , ч то  о н а  п р е д с т а в л я е т  соб ой  ч а с т и ч н у ю  с у м м у  р а з л о ж е н и я  М а к л о р е н а  д л я  ln (1  -  х ) в 
то ч к е  р . О тсю да следует, что  п р и  б о л ь ш и х  п м ат ем ати ч е ск о е  о ж и д а н и е  ведет  себя к ак  А  In п.

П ер ей д ем  т е п е р ь  к  м о м е н т а м  в то р о го  п о р я д к а . Р аб о тать  сн о в а  б у д ем  с п р о и з в о д я щ е й  ф у н к ц и е й  
D ( t ) ^ n t ". И з (10), с и сп о л ьзо в ан и ем  тех ж е п ри ем ов , что  и п р и  вы воде у р ав н ен и я  дл я  п р о и зв о д я щ ей
ф у н к ц и и  о ж и д а н и й , сл ед ует  д и ф ф е р е н ц и а л ь н о е  у р а в н е н и е

(1 -  p t ) D ’ -  р  + ^ ~ — ) С  = 2 р ( tM ) ' + ^
1  -  и  ^ ( ) ( 1 - 1 ) 2 ’

где  М  — уж е и зв естн ая  н а м  ф у н к ц и я . Н ач ал ьн о е  у сл ови е  и м еет  в и д  D (0) = А 0 = 0. П осле н есл о ж н ы х , но 
в есь м а  у т о м и т е л ь н ы х  п р ео б р азо в ан и й , общ ее  р е ш е н и е  п р и н и м а е т  в и д

D ( ) =
1

A 2 ln 2 F ( t ) +  А (1  + 2А) I n F ( t ) -
1 -

П рои звод ящ ая  ф ун к ц и я  ln_F н ам  уж е встречалась  п р и  ан ал и зе  м атем ати ческого  о ж и д ан и я. О сновную  
тр у д н о с т ь  п р е д с т а в л я е т  п е р в о е  сл агаем о е , In F. И с п о л ь зу е м  т о т  ф акт, ч то  п р о и зв е д е н и ю  п р о и з в о д я ­
щ и х  ф у н к ц и й  со о тве тств у ет  св ер тк а  и с х о д н ы х  п о с л е д о в а т е л ь н о с т е й . Т о гд а  в ы р а ж е н и е  д л я  D  м о ж н о  
п р ед ст ав и т ь  в в и д е  ф о р м ал ьн о го  степ ен н о го  р я д а

+ТС п - 1  +ТС +ТС

А^ ^  ^  VkVn-kt" + A ( 1  + 2 А ) ^ ^  Vnt" -  2 р А ^  p " t " .
п= 1  к= 1  п= 1  п= 1

n

+

1



Т еп ерь  н ео б х о д и м о  сн о ва  и сп о л ьзо в ать  тот ф акт, что  м н о ж и тел ь  (1 — t ) 1 соответствует су м м и р о в ан и ю , 
так  что  о к о н ч ател ь н о  д л я  в то р ы х  м о м ен то в  п о л у ч и м  в есьм а  гр о м о зд к о е  в ы р аж ен и е

А п = ^  А ( 1 + 2 A ) Vs — 2 Ар^+ 1 + А 2 ^  VkV. —к
к= 1

П олуч и ть  удоб н ое п р ед став лен и е  для  су м м ы  сверток в п р ав о й  части  здесь  не так  легко. Н о аси м п то ти ч е ­
ское п о в е д е н и е  п о с л е д о в а т е л ь н о с т и  м о ж н о  и ссл ед о в ат ь  н а п р я м у ю , и с п о л ь зу я  то л ьк о  п р о и зв о д я щ у ю  
ф у н к ц и ю . С о о т в е т с т в у ю щ и й  и н с т р у м е н т а р и й  п о д р о б н о  о п и с а н  в [14] . З а м е т и м , что  д о м и н и р у ю щ а я  
о со б ен н о сть  в н а ш е м  сл у ч ае  н ах о д и т ся  в то ч к е  t  = 1 (п о ск о л ьк у  t = 1 / р  > 1 в п р е д с т а в л я ю щ и х  и н тер ес  
случаях). И з таб. VI.5 в [14] следует, что  в е д у щ и й  а с и м п т о т и ч е с к и й  ч л е н  д л я  А„ и м еет  в и д  А 2 In2 п.

В [11] с п о м о щ ью  п р ед ел ьн о й  теорем ы  Д о б р у ш и н а  д л я  н ео д н о р о д н ы х  м арк овски х  ц еп ей  бы ло  строго 
доказан о , что  их версия  уп р авл яю щ его  п р о ц есса  п о д ч и н яется  ц ен тр ал ь н о й  п р ед ел ь н о й  теорем е. П оэтом у 
и  р а с с м о т р е н н ы й  зд есь  п р о ц есс  Т„, к о т о р ы й  о т л и ч а е т с я  л и ш ь  и н д е к с а ц и е й , т ак ж е  ей  у д о в л етв о р я ет . 
Это п о зв о л я е т  в о сп о л ь зо в а т ь с я  п р е д е л ь н о й  т е о р е м о й  Р о б б и н са  [15], и з  к о т о р о й  сл ед у ет , ч то  (Х„ — 

E [Xn  ] ) ^  D [X n  ] сх о д и тся  п о  р а с п р е д е л е н и ю  к  с т а н д а р т н о м у  н о р м а л ь н о м у  зак о н у . З а м е т и м  так ж е, что  
[11] и с п о л ь зу е т  д р у г о й  и н с т р у м е н т  — п р е д е л ь н у ю  т е о р е м у  Э н ск о м б а  — ч т о б ы  п р и й т и  к  т о м у  ж е 
р езу л ь т а т у  д л я  и зу ч е н н о го  и м и  п роц есса .

В ы п о л н е н и е  ц е н т р а л ь н о й  п р е д е л ь н о й  те о р е м ы  х о р о ш о  в и д н о  и  в ч и с л е н н о м  эк с п е р и м е н т е : зн а я  
в ы р аж ен и я  дл я  хар ак тер и сти ч еск о й  ф у н к ц и и , п о л у ч ен н ы е  с п о м о щ ью  о п и сан н о й  в п р ед ы д у щ ем  разд еле  
техн и ки , м ы  л егко  м ож ем  сравн и ть  их с хар ак тер и сти ч еск о й  ф у н к ц и и  стан дартн ого  н о р м ал ьн о го  закона. 
Р езу л ьтаты  дл я  н еско л ьк и х  р  и д и ф ф у зи о н н ы х  см ещ е н и й  с си м м ет р и ч н ы м  р асп р ед ел ен и ем  Р адем ахера 
(д л я  к о то р о го  ^  = 0 и  а 2 = 1) п о к а з а н ы  н а  р и с . 2. П о ск о л ьк у  х а р а к т е р и с т и ч е с к и е  ф у н к ц и и  в это м  
случае такж е си м м етр и ч н ы , п о к а за н а  только  п равая  часть  граф и ка. Д ать теорети ческую  о ц ен к у  скорости  
сходи м ости  затр у д н и тел ьн о , одн ако  в эксп ер и м ен тах  он а  б ы л а  тем  м ед л ен н ее , чем  м ен ьш е  р . Л окальн ая  
п р е д е л ь н а я  т ео р ем а , к о то р ая  п о з в о л и л а  бы  п р и б л и ж е н н о  в ы р а зи т ь  в е р о я т н о с т и  ч е р е з  ф у н к ц и ю  
п л о тн о сти  стан дартн ого  н о р м ал ьн о го  закон а, здесь  не в ы п о л н яется  — это в п ол н е  естественно, п оскол ьку  
д аж е  д л я  н е с л у ч а й н ы х  су м м  т ео р ем ы  такого  р о д а  требую т со б л ю д ен и я  более  т о н к и х  у сл о ви й .

Рис. 2. Характеристические функции Х „ д л я  случая равномерного распределения U„ и  симметричного 
распределения Радемахера при нескольких п, р  = 0.5 (слева) и р  = 0.4 (справа). Характеристическая функция 

стандартного нормального закона показана пунктиром 
Fig. 2. Characteristic functions of under the uniform distribution of U„ and symmetrical Rademacher distribution for
several n values, p  = 0.5 (left) and p  = 0.4 (right). Characteristic function of the standard normal law is depicted as a dash line

6 . Р е з у л ь т а т ы  д л я  п о к а з а т е л ь н о г о  р а с п р е д е л е н и я  с д в и г о в .  П усть  т е п е р ь  Us = г^, г > 0 и  г Ф 1.
Ф о р м ал ьн о  так ая  п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь  д а е т  д в а  к а ч е с т в е н н о  о т л и ч н ы х  р а с п р е д е л е н и я : п р и  г < 1 более  
в е р о я т н ы м  я в л я е т с я  п р и п о м и н а н и е  са м ы х  р а н н и х  ш а го в  (а сам о  р а с п р е д е л е н и е  б у д ет  у с е ч е н н ы м  
гео м етр и ч еск и м ), а  п р и  г > 1 — н аоборот, с ам ы м  в ер о я т н ы м  буд ет  п р е д ы д у щ е е  зн ач ен и е . С л у ч ай  г = 1 
соответствует  у ж е  р а с с м о т р е н н о м у  р а в н о м е р н о м у  р асп р ед ел ен и ю .

У м н о ж и м  со о тн о ш ен и е  (8) н а  t"  и су м м и р у ем  п о  п. В о зн и к аю щ и е  р я д ы  сн ова  м о гу т  бы ть  в ы р аж ен ы  
ч ер ез  п р о и зв о д я щ у ю  ф у н к ц и ю  М , н ап р и м ер :

9n+1 r"+1 t"  = 91г + + e3 r 3 t 2 +
М  ( r t )

О ко н ч ател ьн о , п о л у ч и м  д л я  М  ф у н к ц и о н а л ь н о е  у р а в н е н и е

(1 — t )(1  — p r t )
М  ( r t ) = Н  ( t  )М  ( t ) + F ( t ), Н  ( t ) =

(1 — r t  )(1  — p t )
, F ( t ) =

p ( r  — 1)f

(1 — p t  )(1  — r t  ) 2



О б щ ее  р е ш е н и е  этого  у р а в н е н и я  и зв естн о , см . п . 2 гл. 8 [16], п р и  у с л о в и и , что  г < 1 и  ф у н к ц и и  F  и 
Н  м о г у т  б ы ть  п р е д с т а в л е н ы  в в и д е  с т е п е н н ы х  р я д о в . В н а ш е м  сл у ч ае  о н и  я в л я ю т с я  р а ц и о н а л ь н ы м и  
ф у н к ц и я м и  t , так  что  м огут  бы ть р а зл о ж ен ы  как  су м м ы  п р о стей ш и х  дробей , дл я  к оторы х  п ред ставлен и я  
в в и д е  р я д о в  и зв ест н ы . О д н ак о  это р е ш е н и е  и м еет  к р а й н е  сл о ж н у ю  ф орм у , в ч ас тн о ст и , он о  со д ер ж и т  
ко н еч н ы е  п р о и зв ед ен и я  в ел и ч и н  Н ( г ^ t ) п о  к , которы е не удается  в ы р ази ть  в зам к н у то м  виде, что  делает 
такое ан а л и т и ч е с к о е  р е ш е н и е  н е п р и г о д н ы м  д л я  д а л ь н е й ш е го  ан ал и за .

Т ем  н е  м е н е е  а с и м п то т и ч е с к о е  п о в е д е н и е  р е ш е н и й  (9) м о ж н о  о п и с а ть  и  н е  и м е я  а н а л и т и ч е с к о г о  
р е ш е н и я  — д л я  этого буд ем  и сп о л ьзо в ать  п р и е м ы  гл. 8 и з [17] . В п ервую  очередь, н еобходи м о  п р ео б р азо ­
вать  (8) в о дн ородн ое  у р авн ен и е . Д ля этого ф орм ал ьн о  р а зд е л и м  обе части  н а  у„+1, а  затем  в п о л у ч ен н о м  
у р а в н е н и и  у в е л и ч и м  все и н д ексы  н а  ед и н и ц у , п осле чего  в ы ч тем  и з п о сл ед н его  п ервое. Это п р и в о д и т  к 
у р а в н е н и ю

Cz,n = ,

9п+3 С2,пдп+2 + С 1,пвп+1 Сйп^п = 0,
, Гп+2

Yn+ 1

, о Уп+  ̂ ^  Уп+ 2
С 1,п = р ^ п + 1  + Рп , С0,п = р№„-

Yn+1 Yn+ 1

Т еп ер ь  з а м е т и м , ч то  п о с л е д о в а т е л ь н о с т и  Ct^n и м ею т  к о н е ч н ы е  п р е д е л ы , а зн а ч и т , м о г у т  б ы ть  п р е д ­
ст а в л е н ы  в в и д е  Ck + , гд е  — б е с к о н е ч н о  м а л ы е  п о с л е д о в а т е л ь н о с т и  (по п). Т о гд а  м ы  м о ж е м
и сп о л ьзо в ать  утвер ж д ен и е  8.27 и з [17] п р и  усл ови и , что  Е^,„ удовл етворяю т н еко то р о м у  д о п о л н и тел ьн о м у  
т е х н и ч еск о м у  требован и ю .

П усть г < 1. Т о гд а  c2 = 1 + р  + г , с1 = р  + г + р г  и  Со = р г . О п о р н о е  х ар ак тер и сти ч еск о е  у р а в н е н и е

Я3 — С2Я2 + С1Я — с 0 = 0

и м е е т  к о р н и  1, р  и  г . Д о п о л н и т е л ь н о е  тр е б о в а н и е  зак л ю ч ается  в том , ч то  р я д ы  с ч л е н а м и  д о л ж н ы  
абсол ю тн о  сходи ться  п р и  всех  к . О но д ей ств и тел ь н о  в ы п о л н я ется . Н ап р и м ер , д л я  £ 0,„:

VnUn+Z VnUn+ 2  — rUn+1 Vn+  ̂ j " + 1 + Г^+ 2 +1
^ 0 ,n = : ---------p r  = p ------- : — : -------------- = p r ( 1 — r ) ^ „ + ^ 1 -  p r ( r — 1) r  ,

Иn+2 Un+ 1 ^ n+2 U n+ 1

зн ач и т , со о тветств у ю щ и й  р я д  сходится . Д ля  о стал ьн ы х  к о эф ф и ц и ен т о в  в ы к л ад к и  более гр о м о зд к и е , но 
св о д ятся  так ж е к  м а н и п у л я ц и я м  с ге о м е т р и ч е с к и м и  п р о гр е с с и я м и . Т о гд а  в с и л у  у п о м я н у т о й  те о р е м ы  
в е д у щ и й  ч л е н  в а с и м п то т и ч е с к о м  п р е д с т а в л е н и и  р е ш е н и я  д о л ж е н  и м е т ь  в и д  (1 + о ( 1))1 ", т. к. р  и 
г м е н ь ш е  е д и н и ц ы . Д р у г и м и  сл о в ам и , о ж и д ается , ч то  п р и  б о л ь ш и х  п р е ш е н и е  д о л ж н о  сх о д и ть ся  к  
н еко то р о й  п остоян н ой . И м ен н о  это и в и д н о  в резу л ьтатах  в ы ч и сл и тел ьн о го  э к сп ер и м ен та  н а  рис. 3 слева.

р =  0 .5 , г =  0.5 
р =  0 .4 , г =  0.5

р =  0 .6 , г =  0 .5    р  =  0 .5 , г =  0.25

р =  0 .5 , г =  0.75

р =  0 .5 , г =  0.75 
р »  0 .4 , г =  0.75

р =  0 .6 , г =  0.75 

р =  0 .5 , г =  0.5

р =  0 .5 , г =  0.25

Рис. 3. Зависимости моментов второго порядка А „ от In п для сценариев со стремлением к постоянным значениям: 
показательное распределение с г < 1 (слева) и биномиальное распределение с г < 1 (справа)

Fig. 3. Second order moments А „ versus In n for cases w hen moments stabilize: exponential distribution w ith r < 1 (left)
and binomial distribution w ith r < 1 (right)

О ц е н к и  ск о р о сти  с х о д и м о с ти  к  р е ш е н и я м  о п о р н о го  р а зн о с т н о г о  у р а в н е н и я  с с о о тв е тс тв у ю щ и м и  
п о с т о я н н ы м и  к о эф ф и ц и е н та м и  такж е и зв естн ы  (см. б и б л и о гр аф и ю  к  гл. 8 [17] ), но  строятся  достаточ н о  
сл о ж н ы м  образом  и п о то м у  не п риводятся . В эксп ер и м ен тах  отн оси тел ьн ая  точн ость  такого  п р и б л и ж ен и я  
д л я  с т а ц и о н а р н ы х  з н а ч е н и й  м о м ен т о в  в ар ьи р о в ал ась  от 0.6% до  7% в з а в и с и м о с т и  от р  и  г . К ром е того, 
н у ж н о  и м е т ь  в в и д у , ч то  п р и  р  = г у  о п о р н о го  х ар ак т е р и с т и ч е с к о го  у р а в н е н и я  п о я в л я е т с я  к р а т н ы й  
корен ь . Т ем  не м ен ее  в ы ч и с л е н и я  п о к азал и , что  и в это м  сл учае  м атем ат и ч е ск и е  о ж и д а н и я  стрем ятся  к 
н еко то р о м у  стац и о н ар н о м у  зн ачен и ю . Д ля м о м ен то в  второго  п о р яд к а  си туац и я  ан ал о ги ч н ая . Ф орм ально 
м о ж н о  б ы л о  б ы  п р и м е н и т ь  т у  ж е  сам у ю  т е х н и к у , н о  и з -з а  н а л и ч и я  9п в п р а в о й  ч а с ти  (11) и т о го в ы е  
в ы р а ж е н и я  за н и м а л и  бы  с л и ш к о м  м н о го  м еста.



С трем лен и е м о м ен то в  п ервы х  п ор яд ко в  д ает  н екоторы е осн ован и я  п олагать , что  в о зм ож н о  и р асп р ед е­
л е н и я  в этом  случае стрем ятся  к  н еко то р о м у  п р ед ел ьн о м у  закону . У становить этот ф акт строго с п ом ощ ью  
к ак и х -л и б о  и зв е с т н ы х  тео р ем  д л я  с л у ч а й н ы х  су м м  и  у к а за т ь  ф о р м у  этого  п р ед ел ь н о го  р а с п р е д е л е н и я  
п о к а  н е  у д ал о сь . О д н ак о  в сер и и  в ы ч и с л и т е л ь н ы х  э к с п е р и м е н т о в  у с т а н о в л е н и е  х а р а к т е р и с т и ч е с к и х  
ф у н к ц и й  х о р о ш о  ви д н о .

П усть т е п е р ь  г > 1. П р е д е л ы  к о э ф ф и ц и е н т о в  б у д у т  р а в н ы  с2 = 2 + р / г , с1 = 1 + 2 р /г  и  с0 = р / г . 
О п орн ое х ар актери сти ческое у р ав н ен и е  и м еет  п р о сто й  к орен ь  р / г  и  д в у к р атн ы й  к орен ь  1. В этом  случае 
р е зу л ь т а т ы  р а зд е л а  8.4 и з [17] н е п р и м е н и м ы , к а к  и  д р у ги е  и н с тр у м е н т ы , о п и с а н н ы е  там . В ы ч и сл ен и я  
д ем о н стр и р у ю т , что  м о м е н ты  п ер во го  п о р я д к а  х о р о ш о  соответствую т л и н е й н о й  п о  п зав и си м о сти , в то 
в р ем я  к ак  м о м е н т ы  второго  п о р я д к а  р асту т  п о  п бы стрее , см. ри с . 4.

р =  0 .5 , г =  1.25 

р  =  0 .4 , г =  1.25

р =  0 .6 , г =  1.25   р  =  0 .5 , г =  1.5 р =  0 .5 , г =  1.25 

р =  0 .4 , г =  1.25

р  =  0 .6 , г =  1.25 р =  0 .5 , г =  1.5

Рис. 4. Зависимости моментов первого (слева) и второго (справа) порядков от п для показательного распределения
при некоторых значениях р  и г 

Fig. 4. First (left) and second (right) order moments versus n for exponential lag distribution w ith r > 1

7. Р е з у л ь т а т ы  д л я  б и н о м и а л ь н о г о  р а с п р е д е л е н и я  с д в и г о в . Т еп ерь  р ассм о тр и м  п р и м ер , к о то р ы й  
у п о м и н а л с я  во в в е д е н и и  — схем у  и з [12] . С р азу  ж е зам ети м , что  о сн о в н ы м  о б ъ ек то м  и ссл ед о в ан и я  там  
б ы л  не с л у ч а й н ы й  п роц есс  с си л ьн о й  п ам ятью , а  ди ск р етн ая  схем а, п о л у ч ен н ая  и з д етер м и н и р о в ан н о го  
у р а в н е н и я  с п р о и з в о д н ы м и  н е ц е л о г о  п о р я д к а , к о т о р о й  ф о р м а л ь н о  б ы л  п о с т а в л е н  в со о тветств и е  
сл у ч ай н ы й  п роцесс. К роме того, важ но, что  расп р ед ел ен и е  сдви гов  дл я  м е х а н и зм а  п ам яти , введ ен н ое  там , 
не м ож ет  бы ть  п р ед став л ен о  с п о м о щ ью  о д н о й  п о сл ед о вател ьн о сти  Us. В п р и н я т ы х  зд есь  о б о зн ач ен и ях , 
т а м  р ассм ат р и в ал ся  сц ен ар и й , п р и  ко то р о м

P(Un = S) = ( - 1 )^
/г) г (г  + 1)

S!Г(г  -  S)

II

S = 1 , 2 , . . . п ,  P(Un = 0) = 1 P(Un = S), 0 < г < 1.

Ф ун дам ен тал ьн ы е р еш ен и я  зад ач и  К ош и  д л я  и ссл едовавш егося  там  у р ав н ен и я  и м ею т см ы сл  п ло тн о стей  
н ек о т о р ы х  абсол ю тн о  н е п р е р ы в н ы х  р а с п р е д е л е н и й  и  д ем о н стр и р у ю т  х а р ак тер н ы й  су б д и ф ф у зи о н н ы й  
р еж и м : д и с п е р с и я  а с и м п то т и ч е с к и  ведет  себя к ак  t ^.

В ведем  в р ассм о тр ен и е  сл ед у ю щ и е  п о сл ед о вател ьн о сти :

U0 = 1 , Us = ( - 1 ) *
г п -  г

, Wn = 2  -
S . п .

0 < г < 1 .

В ы раж ени е дл я  см. в п. 4.2.1 в [18] . О сновное отл и ч и е  схем ы  [12] заклю чается  в в ы ч и сл ен и и  вероятн ости  
P (y „  = 0), о д н ак о  и м е н н о  и з -з а  этого  м е н я ю тс я  и  н о р м и р о в о ч н ы е  к о э ф ф и ц и е н т ы  . К ром е того, п р и  
н ек о т о р ы х  со ч е тан и ях  г и  п р ас п р е д е л е н и е  т а м  не я в л я ет ся  м о н о т о н н ы м , т. к. P(Un = 0) < P(Un = 1).

Т о ч н ы е  р е ш е н и я  д л я  м о м е н т о в  п р и  т ак о м  в ы б о р е  Us н а й т и  в е с ь м а  т р у д н о , но м о ж н о  п о п р о б о в ат ь  
и сп о л ь зо в ать  ту  ж е сам ую  тех н и к у  аси м п то ти ч ес к о го  ан ал и за , что  и д л я  п о к азат ел ь н ы х  р асп р ед ел ен и й . 
П р ед ел ы  к о э ф ф и ц и е н т о в  р а в н ы  с2 = 2 + р , с1 = 1 + 2 р  и  с0 = р . О п о р н о е  х а р а к т ер и ст и ч еск о е  у р а в н е н и е  
и м еет  к о р н и  р  (п ростой ) и  1 (д в у к р ат н ы й ), что  сн о в а  п р еп я тст в у ет  и с п о л ь зо в а н и ю  р е зу л ь т а то в  и з  [17] . 
В п р о ч ем , п р я м ы е  в ы ч и с л е н и я  п о к а з а л и , что  и  в это м  сл у ч ае , н е с м о т р я  н а  г о р а зд о  б ол ее  м е д л е н н о е  
у б ы в а н и е  вер о ятн о стей , п р о и с х о д и т  у с т а н о в л е н и е  м о м е н т о в  н а  н ек о то р ы х  п о с т о я н н ы х  зн а ч е н и я х , см. 
ри с . 3 сп рава . Х ар ак тер и сти ч еск и е  ф у н к ц и и  зд есь  такж е сходятся  к  н ек о то р о й  п р е д е л ь н о й  ф у н к ц и и , но 
к ак  и  в сл у ч ае  с п о к а за т е л ь н ы м  р а с п р ед ел ен еи м , д о к азат ь  это  строго  п о к а  в есьм а  затр у д н и тел ь н о .

8 . З а к л ю ч е н и е .  Р ассм отрен н ая  м о д ел ь  явл яется  о д н о й  и з н аи б ол ее  п росты х  в сем ей стве д и ск р етн ы х  
п р о ц ессо в  с я в н ы м  п р и п о м и н а н и е м  п р о ш л ы х  с о сто я н и й . Т ем  н е  м е н е е  т о ч н ы е  в ы р а ж е н и я  у д ал о сь  
п о л у ч и т ь  л и ш ь  в с а м о м  п р о с то м  сл учае , к о гд а  с д в и ги  и м ею т  р а в н о м е р н о е  р а с п р е д е л е н и е . С и т у а ц и я  
здесь си льн о  отли ч ается  от м о д ел и  ERW, п овед ен и е  которой  н а  се го д н яш н и й  д ен ь  и зу ч ен о  м ак си м ал ьн о



п одробн о. Б олее и нтересн о , одн ако , что  в этой  м о д ел и  п о к а  не уд ал ось  н абл ю д ать  ан о м ал ь н о й  д и ф ф у зи и  
(которая х арак тери зуется  степ ен н о й  аси м п то ти к о й  ди сп ерси и ), хотя в ERW  ф о р м и р о ван и е  так и х  р еж и м ов  
во зм о ж н о  уж е п р и  р ав н о м ер н о м  р асп р ед ел ен и и  сл у ч ай н ы х  сдвигов. Д аж е сп ец и ал ь н ы й  вы бор  м ед л ен н о  
у б ы в а ю щ е го  б и н о м и а л ь н о г о  р а с п р е д е л е н и я , д л я  к о то р о го  м а т е м а т и ч е с к о е  о ж и д а н и е  р асх о д и тся , не 
п р и в е л  к  т а к о м у  р езу л ь т а т у . Э то е щ е  р а з  п о д ч е р к и в а е т , ч то  ф о р м а л ь н о е  со о тве тств и е  д и с к р е т н о й  
с х ем ы  н ек о т о р о й  н е п р е р ы в н о й  и н т е г р о д и ф ф е р е н ц и а л ь н о й  м о д е л и  (к ак  в [ 12]) вовсе  н е  га р а н т и р у е т  
с о х р а н е н и е  х а р а к т е р н ы х  св о й ств  п о с л е д н е й . В п р о ч ем , а в то р ы  [12] и  н е  у т в е р ж д а л и , что  о п и с а н н ы й  
и м и  с л у ч а й н ы й  п р о ц есс  д о л ж е н  д е м о н с т р и р о в а т ь  сте п е н н у ю  а с и м п т о т и к у  м о м е н т о в . П р и в е д е н н ы е  
р е зу л ь т а т ы  т ак ж е  п о зв о л я ю т  у к а за ть , что  о д н о го  то л ь к о  л и ш ь  м е х а н и з м а  п а м я т и  н е д о с т а т о ч н о  д л я  
о б ъ я с н е н и я  в о з н и к н о в е н и я  а н о м а л ь н ы х  д и ф ф у з и о н н ы х  р еж и м о в : м н о г о е  з а в и с и т  от к о н к р е т н о й  
р е а л и з а ц и и  этого  м е х а н и з м а  и  его  то н к о го  в за и м о д е й с т в и я  с д р у г и м и  э л е м е н т а м и , у п р а в л я ю щ и м и  
д и н а м и к о й  п р о ц есса . С д р у г о й  сто р о н ы , л о га р и ф м и ч е с к о е  п о в е д е н и е  м о м е н то в  тож е н е  соответствует  
н о р м ал ь н о й  ди ф ф у зи и , так  что, возм ож н о , требован ие и м ен н о  степ ен н о й  аси м п то ти к и  явл яется  и зл и ш н е  
о гр а н и ч и в а ю щ и м .

С то х асти ч ески е  м о д е л и  с я в н ы м  п р и п о м и н а н и е м  п р о ш л ы х  со сто я н и й  п о к а  и зу ч е н ы  слабо. Д аж е в 
п р о с т е й ш е м  сл у ч ае , в р о д е  р а с с м о т р е н н о г о  зд есь , м н о г и е  в о п р о с ы  о стаю тся  п о к а  о т к р ы т ы м и : н а п р и ­
м ер , т о ч н ы е  р а с п р е д е л е н и я  (зд есь  у д а л о с ь  л и ш ь  п р е д л о ж и т ь  сп особ  в ы ч и с л е н и я  х ар а к т е р и с т и ч е с к и х  
ф у н к ц и й  п р и  н еко то р ы х  д о п о л н и т е л ь н ы х  п р ед п о л о ж ен и я х ), а в то к о р р ел я ц и о н н ы е  ф у н к ц и и , п о вед ен и е  
э к ст р ем у м о в , в р е м е н а  п ер в о го  д о с т и ж е н и я  и  т. п . Е щ е о д н и м  н а п р а в л е н и е м  и с с л е д о в а н и й  м о гл о  бы  
стать  и зу ч е н и е  м о д ел ей  в и д а

Хп+к = й 1 Хп+к - 1 + . . .  ak Хп + ЬХи„,

где сл учай н ое  в о звр ащ ен и е  к  п р е д ы д у щ и м  зн а ч е н и я м  к о н к у р и р у ет  с более сл ож н ой  д етер м и н и р о в ан н о й  
д и н ам и к о й . Т аки е  к о н стр у к ц и и  п о  ф орм е п охож и  н а  хорош о  и звестн ы е  м о д ел и  авторегресси и  ARIMA, с 
то й  разн и ц ей , что  в п о сл ед н и х  случай н ость  вводится  с п о м о щ ью  ад д и ти в н о го  в о зм у щ ен и я , н езави си м о го  
от  п р е д ы с т о р и и  п р о ц есса . Н ак о н ец , и н т е р е с н ы м  п р е д с т а в л я е т с я  и  п о в е д е н и е  к л а с с и ч е с к и х  н е л и н е й ­
н ы х  д и с к р е т н ы х  о т о б р а ж е н и й  (н а п р и м е р , к у с о ч н о -л и н е й н о г о  о т о б р а ж е н и я  т е н т  и л и  к в а д р а т и ч н о г о  
о т о б р а ж е н и я  Ф ей ген б аум а), есл и  у  н и х  в п р а в о й  ч а с ти  б у д у т  и с п о л ь зо в а н ы  с л у ч а й н о  в ы б и р а е м ы е  и з  
п р о ш л о го  зн ач ен и я . Р еш ен и е  у к а за н н ы х  зад ач  м ож ет зал о ж и ть  осн ову  дл я  п о стр о ен и я  си стем ати ч еской  
т е о р и и  ф у н к ц и о н а л ь н о -р а зн о с т н ы х  у р а в н е н и й  со с л у ч а й н о  о т к л о н я ю щ и м и с я  а р г у м е н та м и . Т ако го  
р о д а  к о н с т р у к ц и и  м о г у т  н а й т и  свое п р и м е н е н и е  в за д а ч а х  о п т и м а л ь н о г о  у п р а в л е н и я  д л я  си стем , где 
н ево зм о ж н о  гар ан ти р о вать  п остоян н ую  зад ерж к у  си гн ала, и ли  п р и  и ссл ед о ван и и  ал гори тм ов , п р и н а д л е ­
ж а щ и х  к л ассу  « р азд ел я й  и в ластвуй »  — в связи  с п о с л е д н и м  см. [19] . Д ругих  со д ер ж ател ьн ы х  п р и м ер о в  
п р и л о ж е н и я  п о д о б н ы х  у р а в н е н и й  к  м о д е л и р о в а н и ю  р е а л ь н ы х  ф и зи к о -х и м и ч е с к и х , д ем о гр а ф и ч е с к и х  
и л и  со ц и о эк о н о м и ч еск и х  п р оц ессов  п о к а  н ай ти  не удал ось , что  д ает  ещ е одн о  важ н ое н ап р ав л ен и е  д л я  
б у д у щ и х  и ссл ед о в ан и й  в это й  области .
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