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А ннотация. Для обыкновенных линейны х диф ференциальны х уравнений второго порядка, допускаю щ их вы­
рож дение двух старш их коэффициентов, находятся непреры вны е вплоть до точки вы рож дения реш ения. Вид 
реш ения зависит не только от знака в точке вырождения коэффициента перед первой производной, но и от знака 
коэффициента свободного члена. Определены первые асимптотики этих реш ений. Приводятся примеры. 
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1. В вед ен и е. Для линейны х диф ф еренциальны х уравнений с гладким и коэф ф ициентам и особенности 
реш ений  могут возникать ли ш ь в точках обращ ения старш его коэф ф ициента в ноль. Такие особенности 
для уравн ен и й  второго порядка бы ли довольно полно исследованы  в работах [1, 2, 3, 4] . К таком у виду 
также относятся классические уравнения Эйлера, предполагаю щ ие согласование порядка диф ф еренциро­
вания и скорости вы рож дения, кроме того, вы рож даю щ иеся диф ф еренциальны е уравнения, сводящ иеся 
к уравн ен и ю  Э йлера -  П уассона -  Дарбу [5] и др. В отличие от [1, 2, 3, 4] настоящ ая статья посвя­
щ ен а  рассм отрению  вы рож даю щ ихся ди ф ф ерен ц и альн ы х  уравн ен и й , допускаю щ их одноврем енное 
вы рож дение двух старш их коэффициентов с произвольной скоростью. Частные случаи вырож даю щ ихся 
диф ф еренциальны х уравнений были исследованы в [6 ] для уравнений, допускаю щ их факторизацию , т. е. 
представление в виде произведения диф ф еренциальны х операторов первого порядка. М етоды, разрабо­
танны е в [6 ] , прим еняю тся н ам и  к вы рож даю щ им ся диф ф еренциальны м  уравн ен и ям  второго порядка, 
допускаю щ им  одноврем енное вы рож дение двух старш их коэф ф ициентов с произвольной скоростью. С 
пом ощ ью  этих м етодов н ай д ен ы  явны е ф орм улы  для реш ен и й , установлены  их аси м п тоти ки  вблизи  
точки  вы рож дения, а такж е исследована разреш им ость  задачи  Коши.

© А рхипов В. П., Глуш ак А. В., 2026

http://orcid.org/0009-0004-2868-7198
mailto:varhipov@inbox.ru
mailto:Glushak@bsuedu.ru
http://orcid.org/0009-0004-2868-7198
http://orcid.org/0000-0002-0584-155X
mailto:varhipov@inbox.ru
mailto:Glushak@bsuedu.ru


2. В ы р о ж д а ю щ е е с я  д и ф ф е р е н ц и а л ь н о е  у р а в н е н и е  п е р в о го  п о р я д к а . На промежутке [0,d], d > 0 
рассм отрим  вы рож даю щ ееся диф ф еренциальное уравнение первого порядка

М и ( t ) ^  р ( t ) и '( f )  + q ( t ) и (t) = g{t), (1 )

где коэф ф и ц и ен ты  и правая часть д ( t ) у р ав н ен и я  (1 ) — дей стви тельн ы е ф ункции , п р и ч ём  р ( t ) , q ( t ) € 
С“  [0, d ] , р (0) = 0, р ( t ) > 0 для t > 0, q (0) Ф 0, д ( t ) € [0, d] при  к  € N 0.

При t > 0 и д ( t ) = 0 реш ение однородного уравнения (1) им еет вид

U0 ( t ) = exp

/ d

I
q(^) € С^ ( 0 , d ] . (2 )

На ф ункциях из С [0, d] при  q(0) > 0 определим  интегральны й  оператор

( ‘ ) = 1 Ш exp ( -  у

q(^) d^

0 \ г

а при q( 0 ) < 0  определим  интегральны й  оператор другого вида

d / г

dr, (3)

М.
( ' )  = V  exp  ( /

t \  t

q (^)
р  (^)

dr. (4)

В водим ы е равенствам и  (3) и (4) операторы  М- ' и M z '  являю тся о бращ аю щ и м и  для у р ав н ен и я  (1), 
при этом интеграл в (3) является несобственным. В дальнейш ем  для установления асимптотик реш ений 
весьма п олезн ы м и  являю тся приводим ы е в лем м е 1 асим птотические соотнош ения.

Л е м м а  1. Пусть для некоторого tg > 0 функция а ( t ) € С2 [0, ta], а (0) = 0, а( t ) > 0 при t > 0, функция  
h(t)  € С' [0, t0], h ( t ) > 0 при t > 0, а f  ( t ) Ф 0 при t > 0 и

f  ( t ) €  С '  [0,f0],
t f  ' ( t ) 
f  ( t )

= 0 ( ' )  при t ^  0 + .

Если a'(0) = 0, то при t ^  0+ справедливы следующие асимптотические представления:

(5)

J  f  (S) exp z J
t t

h(^)  d^  
a (^)

ds = f  ( t ) h | |  ( '  + 0 ( ' ) ) , (6 )

I f  ( . )  exp - I h(^) d^  

2 (^)
ds = f  (t)  ( '  + 0 ( ') ) . (7)

Еслиже a (t) = a ' t  ( '  + о ( ') )  € С 2 [0,fo], ai > 0, h (t) = ha ( '  + о ( ') )  € С2 [0,fo], ho > 0 и f  (t) € С [0,fo], то при

to I s
h(^)  d^

J  f  (s) exp z J

t \  t

ds =

t 0 ( ') ,  если > ',

^ '  h
t In t 0 ( ')  ^  0 , если h°  = ',

« ' h
fhQla' 0 ( ') ,  если 0  < < ',

a'
t / t

I  f  (s) exp z  I h(^)  d^ ds = t 0  ( ') .

(8 )

(9)

Д о к а з а т е л ь с т в о . Если вы п олн ен о  условие (5), то справедливость п ред ставлен и й  (6 ), (7) вы текает 
соответственно из предельны х соотнош ений

lim  —
t ̂ 0+

/ / (s) exp z J  h (^ ) ia(^ ) ds J f  (s) exp J h ( ^ ) / a ( ^ )  d^  ds

a ( t ) f  ( t ) / h ( t )
= lim

t ̂ 0+
a ( t )f  ( t ) / h ( t ) exp J h ( ^ ) / a ( ^ ) d^



- / ( f) exp

= lim
t ̂ 0+

/  h ( ^ ) / a (^)

((a ( t )/ ( t ) / h ( t ) ) ' -  / ( t )) exp /  h (^ ) / a (^)

= 1 ,

/  / (s) exp -  /  h ( ^ ) /a(^ )  d^  ds

lim
t ̂ 0+ a ( t ) f  ( t  ) / h  ( t )

= lim
t ̂ 0+

/  / (s) exp -  /  h ( ^ ) /a (^ )  d^  ds

f  ( t ) exp

a ( t ) f  ( t ) / h ( t ) exp

-  /  h ( ^ ) /a ( ^ ) d^

-  /  h ( ^ ) / a ( ^ ) d^

= lim
t ̂ 0+

= 1 .

(( a ( t )f  ( t ) / h ( t ))'  + f  ( t ) ) exp -  /  h ( ^ ) /a ( ^ ) d^

А если a ( t ) = a i t (1 + о (1)) e C2[0 ,^0 ], ^ 1  > 0, то справедливость представлений  (8), (9) следует 
соответственно из предельны х соотнош ений

/ 5  \ tQ / 5

(*) exp (■  /  (*) exp (■  /
/ t

а (^)

Ч  / (») exp -  /

\ t

h0
21 ,

\ t

(h0 + h 1^  + о ( 1 )) d^

1
- +  О (1) d^  

\ъ

\ t

t„

t o  ( 1 ),

ds =

t

h0если — > 1, 

h0

й 1^  ( 1  + 0  ( 1 )) 

/ S \ - ^ 0 / 0 1

ds =

/ / S \ - 0̂/o1 
f  (s) exp(0 (1)) ds =

t In t 0  (1) ^  0, если —  = 1,
«1 h

fh°la1Q ( 1 ), если 0 < < 1,
a1

/ • , ,  , f h  (^) d^  , r  , / • - g  ( 1  + 0  ( 1

J  f ( ^) exp ^  ^  Ч  f ( ^) exp ^  ^ 1 (i++-„
0 s s s

3(1)) d^
( 1 ))

ds =

T + 0  ( 1 )
\ Ъ

d£

t

ds ^  f  (s)

0 \  ̂ ' ■ /  0

Для реш ений  уравнения (1) в [6] были построены асимптотики при t ^  0+. П риведем эти результаты  
в удобной для нас форме.

У с л о в и е  1. К оэф ф ициенты  и правая часть д ( t ) у р ав н ен и я  (1) — дей стви тельн ы е ф ункции , п ричём  
р ( t ), q ( t ) e  C“  [0, d], p (0) = 0, p ( t ) > 0 при  t > 0, q (0) Ф 0, g ( t ) e  [0, d] при  некотором  к e  Nq.

Л ем м а 2. Пусть для коэффициентов и правой части уравнения (1) выполнено условие 1 и q (0) > 0. Тогда 
при любой допустимой функции д ( t ) существует единственное ограниченное на [0, d] решение u+(t ; д) этого 
уравнения, определённое равенством

s \ ho/a1
e x p (0 (1)) ds = t O (1).

t t

u+( t ;g) = M ^ 1g ( t ) ^  exp - j

0 \  г

q(^) d^
dr e [0 , d ] {  ]C^+1 ( 0 , d ] . (1 0 )

Д л я  t > 0 общее решение и ( t ) уравнения (1) имеет вид

d

и ( t ) = Cuq( t ) + u+(t ; g) = С exp

t
r  qj ^ ) d l  + r  gj rl exp - f  

J  p (^ )  J  p ( t) p  J
t /  0 г

q(^) d^
dr, (1 1 )

где функция u0 ( t ) определена равенством (2 ), С — произвольная постоянная. При этом для любого j  e  N g

,(]  ̂^  _ ,2 0 р с . ^ ( 0  ̂  Ф с Г0  ^  ^  ^ ( ) (
q (0 )
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Л ем м а 3. Пусть для коэффициентов и правой части уравнения (1) выполнено условие 1 и q (0) < 0. Тогда 
решением уравнения (1 ) является функция и -  ( t ; д), которая определяется равенством

и - ( t ;д) = MZ^g( t ) = ^  exp У

d / т \
д(^)

Р (^)t
dr, (1 2 )

и при этом справедливы утверждения.
' ◦ .  В случае сильного вырождения, когдар(0) = р '(0) = 0,

иz ( t ; д) € [0, d] ^  С^+' (0, d], Uq ( t ) € [0, d], Uq( t ) = о (t^) при t ^  0 + для j  € N.

2°. В случае слабого вырождения, если р (0) = 0, р ( t ) = p ' t  + 1 2 0 ( ') ,  р '  > 0, q ( t ) = qo + t 0 ( ') ,  qo > 0 и
к

g ( t ) = go ^  ^  gjt^ + t ^о ( ')  при t ^  0+, то справедливы включения
j ='

'C^[ 0 ,d], если к < - ,

иz ( t ;g) €

p '
С [-^^/P'] [0, d], если к > - i  N,

JP' P'
C^q '  [0, d], если ko = - €  N, ko < k, g (̂ q) (0) Ф 0,

<f'
[0, d], если ko = - €  N, ko > k, g (̂ °) (0) = 0,

P'

(13)

Uo ( t ) € С [ - «o/^ '] [0, d ] f ]  C"(0 ,  d], Д т+  “ 0 ̂ ) (t) = 0 при j  <
go

P'

Uq( t ) € [0, d] при -  € N, U- ( t ;g) = ^———( '  + о ( ') )  при t —> 0 + .
p '  q (0)

Установленные в лем м ах 1-3 асимптотические соотнош ения (10)- (13) будут использованы  в дальней­
ш ем  при  доказательстве теорем  1-4.

3. В ы р о ж д а ю щ е е с я  д и ф ф е р е н ц и а л ь н о е  у р а в н е н и е  в т о р о го  п о р я д к а  с д в о й н ы м  в ы р о ж д е н и ем .
При t > 0 рассм отрим  диф ф еренциальное уравнение с двой н ы м  вы рож дением

Lv ( t ) = (а (t  )v ' ( t ))'  + t ^ b  (t  )v ' ( t ) + с (t  )v ( t ) = f  ( t ), (14)

коэф ф ициенты  которого удовлетворяю т следую щ ем у условию.
У с л о в и е  2. К оэф ф ициенты  у р ав н ен и я  (14) дей стви тельн ы е бесконечно д и ф ф ерен ц и руем ы е на 

отрезке [0, d] при  некотором  d > 0 ф ункции,

а (t) = a 0f"+™( '  + о ( ') ) ,  а0 = const > 0, Ъ(0) Ф 0, с (0) Ф 0, п ,т € N, п > т.

Если вы полнено условие 2, то в д альн ей ш ем  будет доказано, что сущ ествует двухпарам етрическое 
семейство реш ен и й  у р ав н ен и я  (14), гладкость которы х п ри  t = — определяется зн акам и  к о эф ф и ц и ­
ентов Ь(—), с(—). О тм етим , что одн ород н ы е у р ав н ен и я  ви д а (14) п ри  п = 1 в банаховом  пространстве 
рассм атривались ранее в [5].

Чтобы исследовать поведение этих реш ений при t —  0+, представим входящ ий в уравнение оператор 
L в виде выраж ения, содержащ его произведения двух диф ф еренциальны х операторов 1; первого порядка 
с п одлеж ащ и м и  определению  ф ункциям и  а ; ( t ), b i ( t ), где

LiU(t) = a i ( t )u ' ( t )  + b i ( t ) u ( t ), i = ',  2 .

Рассмотрим  произведение операторов L 'L 2 , которое, как легко видеть, им еет вид

L 'L 2V(t) =

= (а'  ( t )a 2 ( t)v ' ( t ))'  + (-a' '  ( t )a 2 (t) + a' ( t )b 2 ( t ) + a2 ( t  )b'  ( t  ))v ' ( t )  + (a'  ( t  )b'2 (t) + b'  ( t  )b2 ( t  ))v ( t ), (15)

и вы берем  а ; ( t ), b i ( t ) так, чтобы

a ' ( t ) = t ^ , a 2 ( t ) = a—t " ( '  + о ( ') ) ,  a ( t ) = a ' ( t ) a 2 ( t ), b2 (t) = b ( t ), b ' ( t ) =
с( t ) -  a' ( t )b'^(t)

b2 (t)

с (t) = t ^ b ' ( t )  + b ' ( t ) b 2 ( t ), a ( t ) = a 2 ( t ) ( b ' ( t ) -  a [ ( t )) = t " 0 ( ' )  при  t —  0 + . (16)



При этом  все вы бранны е ф ункции  бесконечно диф ф еренцируем ы  на [0, d] и

Ь2 ( 0 ) = Ь(0 ) Ф 0, Ъ1 (0 ) =
с (0 ) 

Ъг (0 )
Ф 0, Ьг (0)Ьг(0) = с(0).

Тогда из равенств (15), (16) следует представление

Lv (t) = (aot"+™ (1 + о (1))а ' ( t ))'  + t ^ b  (t  )v ' ( t ) + с (t  )v ( t ) = (a1 ( t )a 2 ( t  )v ' ( t )) '+

+ (a1 ( t)b 2 ( t ) -  a1 ( t )a 2 ( t ) + аг( t )b 1 ( t ) ) v ' ( t )  + (a1 (t)b'2 (t) + b1 ( t )b 2 ( t ) ) v ( t ) -  аг( t ) (b 1 ( t ) -  a 1 ( t ) )v ' ( t )  =

= L 1L2 V(t) -  a ( t ) v ' ( t ). (17)

Далее будем  находить  р еш ен и я  уравн ен и я  (14), или , эквивалентного  ем у в силу  равенства (17), 
уравнения

L 1L2 V(t) -  а ( t ) v ' ( t ) = f  ( t ), (18)

используя обратимость операторов L1, 12 в некоторой окрестности точки  t = 0. О тметим, что в отличие 
от работ [1-4], вид обратны х операторов зависит не только от знака в точке вы рож дения коэф ф ициента 
перед первой производной, но и от знака коэф ф ициента свободного члена, т. е. в рассматриваемом нам и 
случае от знаков коэф ф ициентов Ь1 (0) и Ь2 (0). П оэтому м ы  разобьём  поиск реш ен и я на четы ре случая, 
при  этом  всегда Ь1 (0 )Ь2 ( 0 ) = с(0 ).

С лучай 1. Ь(0) > 0, с(0) > 0 ^  Ь1 (0) > 0, Ь2 (0) = Ь(0) > 0.
С лучай 2. Ь(0) < 0, с(0) < 0 ^  &1 (0) > 0, Ьг(0) = Ь(0) < 0.
С лучай 3. Ь(0) > 0, с(0) < 0 ^  &1 (0) < 0, Ьг(0) = Ъ(0) > 0.
С лучай 4. Ь(0) < 0, с(0) > 0 ^  &1 (0) < 0, Ьг(0) = Ъ(0) < 0.
В соответствии с определяем ы м и равенствам и (3) и (4) операторам и М - 1, M Z 1 введём интегральны е 

операторы , обращ аю щ ие ! 1 и L2

-^ f  и(т) f  bi(i

' “ ~ - J  exp ^  ^
\ Т

л - 1 “ ) = V  exp /

bi ( ^ ) d l  

(^)

bi ( ^ ) d l

i (^)

dr, если bi (0 ) > 0 , i = 1 , г,

dr, если bi( 0 ) < 0 , i = 1 , г.

(19)

(2 0 )

Используя представление (2), определим  также функции vGi ( t ), i = 1, г, которые будут использованы  
при  построении реш ен и й  однородного уравнения (18). О ни имею т вид

/ d

V0 i ( t ) = exp
J  ai

\ t
, i = 1 , г. (2 1 )

4. В ы р о ж д а ю щ е е с я  д и ф ф е р е н ц и а л ь н о е  у р а в н е н и е  в т о р о го  п о р я д к а . С л у ч а й  1.
Т е о р е м а  1. Пусть для коэффициентов уравнения (14) выполнено условие 2 и Ь (0) > 0, с(0) > 0. Тогда 

для любой функции f  ( t ) e С [0,d] существует единственное ограниченное решение v 1 ( t ; f ) e  С [0,d] этого 
уравнения, определяемое равенством

V1 ( t ; f ) = Y j ( Q 1 )^ V1 ( t ; f  ) e  С [0 ,d], где
k=0
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a i ( t ), b i ( t ), a ( t )  определены в (16). При этом для т > 1 справедлива асимптотика
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V'( t ; f )  = '“( ^ ( '  + о ( ') )  при t —  0+, (25)

а все решения однородного уравнения (14), кроме тривиального, неограничены при t —  0+. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть ф ун кц и я v ( t ) € С [—, П  С2(—,d] является р еш ен и ем  у р ав н ен и я  (14), тогда в 
силу равенств (15), (16), она будет удовлетворять и уравнению  (18). О тм етим , что в условиях теорем ы  1 
вы полнено условие Ь' (0) > 0, Ь2 (0) > 0.

У равнение (18) п олож и м  в основу д ал ьн ей ш и х  п реобразований . П еренесём  свободны й член  этого 
у р ав н ен и я  направо  и п оочерёдно обратим  операторы  в п р о и звед ен и и  L 'L 2v(t) .  После п ри м ен ен и я  
определяемого равенством  (19) оператора ! - '  получим  интегро-диф ф еренциальное уравнение
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где v0' (t) определена равенством  (21), С ' — произвольная постоянная.
Предполагая, что интеграл в (26) сходится, используя равенство, проинтегрируем  по частям последнее 

слагаемое в (26) и получим  уравнение

L2V ( t ) = C'V—' (t) + U' ( t ; f )  + W' ( t ; v ), где (27)
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П рименяя теперь к уравнению  (27) оператор 12 '  из равенства (19), получим  интегральное уравнение

V(t) = C2 V0 2 ( t ) + C 'L- ' v —' (t) + ^ ( t ; f )  + Q'V( t), (28)

где ^ ( t ; f )  и оператор Q'  определены  в (23), (24), а С', С2 — произвольны е постоянны е.
С ледовательно, при  t > — каж дое р еш ен и е ди ф ф ерен ц и альн ого  у р ав н ен и я  (14) удовлетворяет 

интегральном у уравнению  (28), и наоборот.
О братим ся теперь к ин тегральн ом у  уравнению  (28) и при  м алы х  d > — оц ен и м  м одуль ф ун кц и и  

Q'V( t ), если V( t ) € С [0, d] . При t —  0+, используя лем м у  1, будем им еть
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Т аким  образом , из (29) следует, что при  м алом  d > — оператор Q'  о гран и ч ен  в С [—, d ] , У2' Ус < ' ,  а 
реш ен и е уравнения (28) при  С ' = С2 = 0 находится с пом ощ ью  итераций:

ТО
^ ' , 0 ( t ; f )  = ^ ( t ; f ) ,  V' , k( t ; f )  = Q'V',k- ' ( t ; f )  = ( Q ' ) ^ ^ ( t ; f ) ,  v ' ( t ; f )  = ^  V',k(t ; f )  € С [0 ,d],

к=0

и поэтом у для произвольной функции f  ( t ) € С [0, d] существует непреры вное на [0, d] реш ение уравнения 
(14), которое им еет вид (22).

Чтобы получить первые асимптотики построенного реш ения V' ( t ; f ) при т > '  и t —  0+, используя 
равенство V' ( t ; f ) = ^ ( t ; f )  + Q 'V ' ( t ; f )  и лем м у 1, оценим  вначале ^ ( t ; / ) .  Учитывая условие 2, получим
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и из (29) следует, что Q1v 1 ( t ; f )  = о (1) при t ^  0+. Н етрудно такж е проверить, что при этом  интеграл в 
(26) сходится.

Ф ункция v 1 ( t ; f ) удовлетворяет интегральном у уравнению  (28),

^1 ( t ; f )  = ^1 ( t ; f )  + Q1V1 ( t ; f ) ,  

и с( t ) = a 1 ( t )Ь2̂̂ ( 1  ) + b1 (х)Ъг( t ) = f™Ь2( t ) + ^ 1  ( t )Ьг(f), поэтом у при  t ^  0+

^ 1 (^;f )  ^  (1 + ° (1)) = (1 + ° (1)),b1 ( 1 )Ъ2 (t) c(t)

что и доказы вает (25).
Далее исследуем  поведение реш ен и й  Vi(t;0), i = 1,1 однородного  д и ф ф ерен ц и альн ого  уравн ен и я  

(14) или, что то же самое, однородного  и нтегрального  уравн ен и я  (28). Эти р еш ен и я  удовлетворяю т 
интегральны м  уравнениям

Vi( t ; 0) = CiVqi( t ) + C1L2 1v 01 ( t ) + Q 1Vi( t ; 0), i = 1, 2. (30)

Р ассм отрим  вначале интегральное уравнение (30) при  i = 1, Сг = 0. У читы вая л ем м у  1, п ри  t ^  0+ 
получим
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и, как следует из уравнения (30), реш ение v 1 ( t ;0) неограничено при  t ^  0+.
Рассм отрим  теперь интегральное уравн ен и е (30) п ри  i = 1, С1 = 0. П оскольку ф ун кц и я vQ2( t ) ^  + ^  

при  t ^  0+, то v 2 ( t ;0) такж е неограничено при  t ^  0+. Теорема доказана.
З а м е ч а н и е  1. При н ахож дении  аси м п тоти ки  ф ун к ц и и  v 1 ( t ; f )  используется л ем м а  1, которая не 

позволяет вы писать точную асимптотику реш ения v 1 ( t ; f ) при т = 1, однако, она может быть вы числена 
непосредственно с пом ощ ью  аналогичного алгоритм а (см. далее прим еры  в п. 9).

5. В ы р о ж д а ю щ е е с я  д и ф ф е р е н ц и а л ь н о е  у р а в н е н и е  в т о р о го  п о р я д к а . С л у ч а й  2.
Т е о р е м а  2. Пусть для коэффициентов уравнения (14) выполнено условие 2 и Ь (0) < 0, с(0) < 0. Тогда 

для любой функции f  ( t ) e С [0 ,d] существует ограниченное решение vг( t ; f )  e С [0 ,d] этого уравнения,  
определяемое равенством

( t ; / )  = ^ ^ ( Q i ) ^  V i ( t ; f  ) e  С [0 ,d], где (31)
k=0
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a i ( t ), b i ( t ), a ( t )  определены в (16). При этом для т > 1 справедлива асимптотика
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(32)

(33)

(34)

d Т Т

d т



и для однородного уравнения (14) существует стремящееся к нулю при t —  0 решение

ТО
^2 ( t ;0) = ^  (Q2 )^ а—2 ( t ) € с [0,d], V2 ( t ;0) = V—2 ( t ) ( '  + о ( ') )  — 0 при t —  0, (35)

к=0

где V0 2 ( t ) определена в (2 1 ), причём любое линейно независимое с ним решение неограничено при t —  0 +. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть ф ун кц и я v ( t ) € С [—, П  С2 (—,d] является р еш ен и ем  у р ав н ен и я  (14), тогда в 
силу равенств (15), (16) она будет удовлетворять и уравнению  (18). О тм етим , что в условиях  теорем ы  2 
вы полнено условие Ь' (0 ) > 0 , Ь2 ( 0 ) < 0 .

Перенесём свободный член уравнения (18) направо и поочерёдно обратим операторы в произведении 
^ L 2v ( t ). Как и в теорем е 1, после п ри м ен ен и я  определяем ого  равенством  (19) оператора L- ' получи м  
интегро-диф ф еренциальное уравнение (26), которое п риним ает вид (27).

П оскольку теперь Ь2 (0) < 0, то п ри м ен яя  к уравнению  (27) оператор Л - '  из равенства (20), получим  
интегральное уравнение

V( t ) = C2V0 2 ( t ) + С 'Л - ' v —' ( t ) + У2 ( t ; f ) + Q2V(t), (36)

где y2( t ; f )  и оператор Q2 определены  в (32), (33), а С', С2 — произвольны е постоянны е.
П ри t > — каж дое р еш ен и е ди ф ф ерен ц и альн ого  уравн ен и я  (14) удовлетворяет и н тегральн ом у  

уравнению  (36), и наоборот.
О братим ся теперь к ин тегральн ом у  уравнению  (36) и при  м алы х  d > — оц ен и м  м одуль ф ун кц и и  

Q2v ( t ), если V( t ) € С [0, d] . При t —  0+, используя лем м ы  1 и 2, будем  иметь
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Т аким  образом , из (37) следует, что при  м алом  d > — оператор Q2 о гран и ч ен  в С [—, d ] , \\Q2 Ус < ' ,  а 
реш ен и е уравнения (36) при  С ' = С2 = 0 находится с пом ощ ью  итераций:

2̂,0,0 ( t ; f ) = V2 ( t ; f ), a2, k( t ; f ) = Q2V2,k- ' ( t ; f ) = (Q2 )^V2 ( t ; f ), a2 ( t ; f )  = ^  V2, k ( t ; f  ) €  С [0,d],
к=0

и поэтом у для произвольной функции / ( t ) € С [0,d] существует непреры вное на [0,d] реш ение уравнения 
(14), которое им еет вид (31).

Чтобы получить первые асимптотики построенного реш ения v2 ( t ; f ) при т > '  и t —  0+, используя 
равенство V2 ( t ; f )  = V2 ( t ; f )  + Q2V ' ( t ; f )  и л ем м ы  1 и 2, оц ен и м  вначале V2 ( t ; / ) .  У читы вая условие 2, 
получим
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и из (37) следует, что Q2 v2 ( t ; f )  = о ( ' )  при  t —  0+.
Ф ункция v2 ( t ; f ) удовлетворяет интегральном у уравнению  (36) при  С ' = С2 = 0

^ 2  ( t ; f )  = V2 ( t ; f )  + Q2 V2 ( t ; f ) ,  

и с( t ) = a ' ( t ) b 2 ( t ) + Ъ'( t )b2 ( t ) = t ^ b '2 ( t ) + b ' ( t ) b 2 (f), поэтом у при  t —  0 +

что и доказы вает (34).
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Далее исследуем  поведение реш ен и й  Vi(t; —), i = ' , 2 однородного  д и ф ф ерен ц и альн ого  уравн ен и я  
(14) или, что то же самое, однородного  и нтегрального  уравн ен и я  (36). Эти р еш ен и я  удовлетворяю т 
интегральны м  уравнениям

Vi(t; 0 ) = C2V0 2 ( t ) + С 'Л - 'а —' ( t ) + Q2Vi(t; 0 ), i = ',  2 . (38)

Р ассм отрим  вначале интегральное уравнение (38) при  i = ',  С2 = 0. У читы вая л ем м у  1, п ри  t —  0+ 
получим
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и, как следует из уравнения (38), реш ение И'( t ;0) неограничено при  t —  0+.
Рассмотрим теперь интегральное уравнение (38) при i = 2 , С' = 0. Реш ение И2 ( t ; 0) этого однородного 

уравнения находится аналогично нахож дению  реш ен и я v 2 ( t ; f )  и для него справедливо представление 
(35). Теорема доказана.

6. В ы р о ж д а ю щ е е с я  д и ф ф е р е н ц и а л ь н о е  у р а в н е н и е  в т о р о го  п о р я д к а . С л у ч а й  3.
Т е о р е м а  3. Пусть для коэффициентов уравнения (14) выполнено условие 2 и Ь (0) > 0, с(0) < 0. Тогда 

для любой функции f  ( t ) € С [—, d] существует ограниченное решение v3 ( t ; f  ) € С [—, d] этого уравнения,  
определяемое равенством

^3 ( t ; f ) = £  (Q3 )^ V3 ( t ; f  ) €  С [0 ,d], где
k=0
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( t ), h i ( t ), ^ ( t )  определены в (16). При этом для т > '  справедлива асимптотика

^3 ( t ; f )  = ( '  + о ( ') )  при t —  0 +,с ( t )

и для однородного уравнения (14) существует стремящееся к нулю при t —  0+ решение

ТО {f\
й '( t ; 0 ) (Q3 ) ^ L ^ ' v o ' ( t ) € С [0 ,d], V '( t ; 0 ) = ( '  + о ( ') )  — 0  при t —  0 +,

^  Ь ( t )к=0

(39)

(40)

(41)
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(43)

где L- ', v—' ( t ) определены в (19), (21), причём любое линейно независимое с ним решение неограничено при  
t —  0 +.
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть ф ун кц и я v ( t ) € С [—, П С 2 (—,d] является р еш ен и ем  у р ав н ен и я  (14), тогда в 
силу равенств (15), (16), она будет удовлетворять и уравнению  (18). О тметим , что в условиях теорем ы  3 
вы полнено условие Ь' (0 ) < 0 , Ь2 ( 0 ) > 0 .

П еренесём  свободны й ч лен  уравн ен и я  (18) направо  и поочерёдно обратим  оп ераторы  в п р о и зве­
д е н и и  L 'L 2V( t). После п р и м ен ен и я  определяем ого  равенством  (20) оператора Л - '  п олучи м  интегро- 
диф ф еренциальное уравнение
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где a—' ( t) определена равенством  (2 1 ), С ' — произвольная постоянная.
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П роинтегрируем  по частям  последнее слагаемое в (44) и получим  уравнение

LiV ( t ) = C:1Vo1 (t) + й 1 ( t ; f )  + 1V1 ( t ; v ), где (45)
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П рименяя теперь к уравнению  (45) оператор L2 1 из равенства (19), получим  интегральное уравнение

v( t) = CiVqi (t) + ^ 1l 2 1V01 (t) + V3 ( t; f )  + Qsv (t), (46)

где Уз ( t; f )  и оператор Q3 определены  в (40), (41), а (Г1, С2 — произвольны е постоянны е.
С ледовательно, при  t > 0 каж дое р еш ен и е ди ф ф ерен ц и альн ого  у р ав н ен и я  (14) удовлетворяет 

интегральном у уравнению  (46), и наоборот.
О братим ся теперь к ин тегральн ом у  уравнению  (46) и при  м алы х  d > 0 оц ен и м  м одуль ф ун кц и и  

Q3v(t) ,  если v( t)  e С [0, d] . При t ^  0+, используя лем м у  1, будем им еть

1 Q3-0( t)l < / e x p  ( - 1
t t

(bг( ̂ ) -  аК  ̂ ) )d^ 1V1 (Г; v)dT

I 1V1 ( t ; a)| <
a  (t)
a 1 ( t)

a

I
аг (^) аг( т)

d а  ( г])
/ ^

Г h  ( 1;) dI;
dr]

exp
а 1 ( г]) J  а 1 ( ^)

\ t

I ̂ ^1 ( t; g))|
Ьг ( t)

(1 + ( 1)),

/ /

max |a( t)I ^  0 .
[o,d] ' ( ) '

(47)

Т аким  образом , из (47) следует, что при  м алом  d > 0 оператор Q3 о гран и ч ен  в С [0, d] , У2з Ус < 1, а 
реш ен и е уравнения (46) при  (21 = Сг = 0 находится с пом ощ ью  итераций:

ТО
^ 3,0 ( t; f )  = Уз( t; f ) ,  V3,k( t; f )  = Q3V3,k- 1 ( t; f )  = (Q3)^V3( t; f ) ,  V3 ( t; f )  = ^  V3,k( t; f )  e  С [0 , d],

к=0

и поэтом у для произвольной функции f (  t) e С [0, d] существует непреры вное на [0, d] реш ение уравнения 
(14), которое им еет вид (39). И спользуя л ем м у  1, как  и п ри  доказательстве теорем  1 и 2, п олучи м  его 
асим птотику  в виде (42).

Далее исследуем  поведение реш ен и й  Vi( t;0), i = 1, 1 однородного  д и ф ф ерен ц и альн ого  уравн ен и я  
(14) или, что то же самое, однородного  и нтегрального  уравн ен и я  (46). Эти р еш ен и я  удовлетворяю т 
интегральны м  уравнениям

Vi ( t ; 0 ) = СгЩг (t) + C1L- 1Vo1 (t) + Q зй; ( t ; 0 ), i = 1 , 1 . (48)

Р ассм отрим  вначале интегральное уравн ен и е (48) п ри  i = 1, С1 = 1, Сг = 0. У читы вая л ем м у  1, при  
t ^  0 + получим

^-1 ”01 ( ‘ ) = 1  ^02 w  exp - I
d т =

/ d

= exp
f  b 1 ( ^ ) d ^  f  f  h1 ( ^ ) d ^  f

J  J exp J  e x p - J
t 0 r /  \ r

\ г /

/  *
exp

/  0 \ 

/ d

= exp

Ьг( l;) di; 
аг( Ю г( )

( ^ ) d ^  
a 1 ( ^)

1 + 0 ( 1 )

/
г( )

e С [0 , d],

поэтому ограниченное реш ение й1 ( t; 0 ) может быть найдено итерациям и, которые аналогичны  итерациям
для нахож ден и я V3 ( t; f ) ,  п ри  этом  Й1 ( t;0) = L- 1ао1 (t) + Q3V1 ( t;0).  О ткуда, у ч и ты вая  соотнош ение (47),
получим  (43).

П редполож ение о сущ ествовании  ограниченного  н а [0, ] р еш ен и я  у р ав н ен и я  (48) п ри  = г , 
С1 = о, С2 = 1 приводит к противоречию . Теорема доказана.

d

d
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7. В ы р о ж д а ю щ е е с я  д и ф ф е р е н ц и а л ь н о е  у р а в н е н и е  в т о р о го  п о р я д к а . С л у ч а й  4.
Т е о р е м а  4. Пусть для коэффициентов уравнения (14) выполнено условие 2 и Ь (0) < 0, с(0) > 0. Тогда 

для любой функции f  ( t ) € С [—, d] существует ограниченное решение v4( t ; f  ) € С [—, d] этого уравнения,  
определяемое равенством

V4 ( t ; / )  = £  ( Q4 ) ^V 4 ( t ; f ) € С [0 ,d], где
k=0

^4 ( t;

d / T \ / d / ^

) = /  exp ( /  ̂ ^  ( /  exp ( /  ^
\ t / \ T \ T

^  d
^  r  I ^ ( T) v ( T) r  d  ^ ( 11) r  Ьг

J  a '  ( t ) J  a ' ( ^ )  P J  0
t \  T \  \  T

/ \ T \ T

Q4 V( t ) ( t ; f )  =

b ' ( ^ )  d^  
a'  (^)

f  (Л) dn
a'  (^)

dr
й 2 ( t ) ’

b ' ( ^ )d ^

a'  (^)
V(^ )d^

/ /

/ ^

exp /
t

b2 ( ^)d^
a2 (^)

dr
a 2 ( t ) ’

a i ( t ), b i ( t ), a ( t )  определены в (16). При этом для т > '  справедлива асимптотика

^4(^;^ )  = ( ' + ° ( ' ) )  при  ̂ —  о+,

(49)

(50)

(51)

(52)

и для однородного уравнения (14) существуют стремящиеся к нулю при t —  0+ линейно независимые решения

ТО
й' ( t  ;0) = ^  (Q4 )^ Л - 'а —'  ( t ) € С [0,d], й' ( t  ;0) = ( '  + о ( ') )  — 0 при t —  0+, (53)

к=0

Й2 ( t ;0) = ^  (Q4 )^ V—2 ( t ) € с [0 ,d], Z)2 ( t ;0) = v—2 ( t ) ( '  + 0 ( ') )  = 0 ( t ) —  0 при t —  0+, (54)
к=0

где Л - ',  v0' (t), v02 (t) определены в (20), (21).
Д о к аза тел ь ств о . Н ачало доказательства теоремы 4 идентично теореме 3, отметим также, что в условиях 
теорем ы  4 вы полнено условие Ь ' (0) < 0, Ь2 (0) < 0.

П еренесём  свободны й член  у равн ен и я  (18) направо. После п р и м ен ен и я  определяем ого равенством  
(20) оператора Л - '  и интегрирования по частям  в последнем  слагаем ом  (44), получим  уравнение (45). 

П рименяя теперь к уравнению  (45) оператор Л - '  из равенства (20), получим  интегральное уравнение

V( t ) = C2V0 2 ( t ) + (О'Л- ' v —' ( t ) + У4 ( t ; f ) + Q4 V(t), (55)

где y4( t ; f )  и оператор Q4 определены  в (50), (51), а (Г', С2 — произвольны е постоянны е.
При t > о каж дое р еш ен и е ди ф ф ерен ц и альн ого  уравн ен и я  (14) удовлетворяет и н тегральн ом у  

уравнению  (55), и наоборот.
О братим ся теперь к ин тегральн ом у  уравнению  (55) и при  м алы х  d > 0 оц ен и м  м одуль ф ун кц и и  

Q4v ( t ), если V( t ) € С [о, d] . При t —  0+, используя лем м у  3, будем им еть

IQ4 V(t)I <

d
г

/ d \
' f  b2 (^) d ^ IV' ( t ; V )dT

J exp
t

J  a2 (^)
t

a2 ( t  )
Î V' ( t ; у )|

Ib2 (t)I
( '  + о ( ') ) ,

|iV' ( t ; a)| <
a  ( t )
a'  ( t )

/ ^ w
b ' ( ^)  d^f  d g ( ^ ) f  b' ( i  

J  dr] a'(r]) exp J  a '
t \  \  t / /

d^ max ' v ( t )| — 0 .
[0,d ]

(56)

Т аким  образом , из (56) следует, что при  м алом  d > 0 оператор Q4 о гран и ч ен  в С [0,d] , \\Q4\ с  < ' ,  а 
реш ен и е уравнения (55) при  (2' = С2 = 0 находится с пом ощ ью  итераций:

ТО
V4,o(t; f ) = У4 ( t ; f ), V4,k(t; f ) = 6 4 ^4, ^ - ' ( t ; f ) = (Q4)^V4(t ; f ), v4 ( t ; f )  = ^  ^4,^( t ; f ) € С [0 ,d],

к=0

и поэтом у для произвольной функции f  ( t ) € С [0, d] существует непреры вное на [0, d] реш ение уравнения 
(14), которое им еет вид (49). И спользуя л ем м у  1, как  и п ри  доказательстве теорем  1-3, п олучи м  его 
асим птотику  в виде (52).

+



Далее исследуем  поведение реш ен и й  Vi ( t;0), i = 1, 1 однородного  д и ф ф ерен ц и альн ого  уравн ен и я  
(14) или, что то же самое, однородного  и нтегрального  уравн ен и я  (55). Эти р еш ен и я  удовлетворяю т 
интегральны м  уравнениям

Vi ( f ;0 ) = C2Vo2 ( f ) +  ^ 1Л - 1г)о1 (t) + Q4Vi ( f ;0 ) , i = 1, 1 . (57)

Р ассм отрим  вначале интегральное уравн ен и е (57) п ри  i = 1, (Г1 = 1, С2 = 0. У читы вая л ем м у  1, при  
t ^  0 + получим

d / d \
h  ( ( )  d (  

‘■2(« /

dr =

(Ьг(^ ) - а ' г ( ^)) dl; dr  Vo1 ( f ) ( 1  + o ( 1 )) ^  0

аг ( t) IЬг( t)Iг( )
t \ T / \ t /

поэтому ограниченное реш ение й1 ( f ; 0 ) может быть найдено итерациям и, которые аналогичны  итерациям 
для н ахож дения ( f ; / ) ,  п ри  этом  й1 ( f;0) = Л - 1г)01 ( t) + Q4 v 1 ( t;0).  Откуда, у ч и ты вая  соотнош ение (56), 
получим  (54).

Для и нтегрального  у р ав н ен и я  (57) п ри  i = 1, (21 = 0, Сг = 1 р еш ен и е й2 ( t;0)  м ож ет бы ть найдено  
ан алоги чн ы м и  итерациям и, при  этом  v2( t;0) = v02( t) + Q4 V2,( t; 0), и справедливо (53). Теорема доказана.

8 . Н а ч а л ь н а я  за д а ч а  с у сл о в и ем  в т о ч к е  в ы р о ж д е н и я . Классическая постановка задачи  Кош и для 
диф ф еренциальны х уравнений  второго порядка предполагает нахож дение реш ения, удовлетворяю щ его 
в оп ред елён н ой  точке двум  зад ан н ы м  условиям . Как известно, см. [3, 4, 5, 6 ], для вы рож даю щ ихся 
уравнений второго порядка невозмож но задание двух классических условий в точке вырож дения, чтобы 
определить ограниченное реш ение, а одновременное вы рож дение старш их коэффициентов в уравнении 
(14) добавляет к задаче К ош и свои особенности.

Задачей  К ош и для у р ав н ен и я  (14) в точке вы рож ден и я коэф ф ициентов  этого у р ав н ен и я  будем  
назы вать задачу  нахож дения ф ункции  v( t)  e С [0 , d]C\ Сг(0 , d] , удовлетворяю щ ей при  t > 0  уравнению  
(14) и в точке вы рож дения t = 0 условию

lim v( t)  = v0. (58)
t ̂ 0+

Задача (14), (58) ранее была исследована в [6 ] для уравнения вида (14), допускаю щ его факторизацию  в 
виде произведения диф ф еренциальны х операторов первого порядка. Установленные нам и теоремы  1-4 
позволяю т реш ить эту задачу и для уравнений  более общего вида, которые и рассм отрены  в настоящ ей 
статье.

Т е о р е м а  5. Пусть выполнено условие 2 . Тогда ли ш ь  при единственном начальном значении v0 = )-
с( 0 )

задача (14), (58) имеет решение v( t)  и для него справедливы следующие утверждения.
1° .Если Ь(0) > о, с(0) > о, то существует единственное решение v( t) = V1 ( t; f )  задачи (14), (58), которое 
определяется формулами (22)- (24), и для этого решения справедлива асимптотика (25).
1°. Если Ь(0) < о, с(0) < о, то существует однопараметрическое семейство функций v( 1,Сг) = ( t; f )  +
C2v2 ( t; 0), где Сг — произвольная постоянная, v2 ( t; f ) ,  v2 ( t; 0) определены соответственно в (31)- (33), (35), 
каждая функция которого является решением задачи (14), (58). При этом для v2 ( t; f ) ,  v2 ( t; 0) справедливы 
асимптотики  (34) и (35).
3°. Если Ь(0) > о, с(0) < о, то существует однопараметрическое семейство функций v ( t , C 1 ) = v3 ( t; f )  + 
С1й1 ( t; 0), где С1 — произвольная постоянная, v3 ( t; f ) ,  v1 ( t; 0) определены соответственно в (39)- (41), (43), 
каждая функция которого является решением задачи (14), (58). При этом для v3 ( t; f ) ,  й3 ( t; 0) справедливы 
асимптотики  (42) и (43).
4°. Если Ь(0) < о, с(0) > о, то существует двухпараметрическое семейство функций v ( t , C 1 ,C2) = 
V4 ( t; f )  + C1V1 ( t ; 0 ) + C2V2 ( t ; 0 ), гдеС1, Сг — произвольные постоянные, V4 ( t; f ) ,  V1 ( t ; 0 ), ёг( t ; 0 ) определены 
соответственно в (49)- (51), (53), (54), каждая функция которого является решением задачи (14), (58). При  
этом д л я V4 ( t; f ) ,  V1 ( t;0), V2 ( t;0) справедлива асимптотики (52)- (54).
Д о к аза тел ь ств о . Справедливость теоремы 5 вытекает из утверж дений теорем 1—4. Приведем, наприм ер, 
рассуж дения, доказы ваю щ ие п. 4 ° .

В силу теорем ы  4 общ ее реш ен и е уравнения (16) им еет вид

v(t,  С1, Сг) = V4 ( t; f )  + C1V1 ( f; 0 ) + C2V2 ( f; 0 ),

и, учи ты вая  асим п тоти чески е ф орм улы  (52)- (54), получаем  требуемое нам  утверж д ение п ун кта  4° 
теорем ы  5. П ункты 1°-3° теорем ы  5 устанавливаю тся аналогично.

9. П р и м е р ы . Если вы п олн ен о  условие 2, то для п рои звольн ы х  коэф ф ициентов  у р ав н ен и я  (14) 
эл ем ен тарн ы х  вы раж ен и й  для реш ен и й , как правило, не сущ ествует. Но ф ундам ентальную  систему

d d Г



р еш ен и й  и огран и ч ен н ое реш ен и е н еоднородного  у р ав н ен и я  в ряде случаев удаётся определить 
искусственны м и м етодам и. П риведём  соответствую щ ие прим еры .

Далее будем  рассм атривать частны й  случай уравнения (14), а именно:

(t  ' ( t ))'  + b t ^ v  ' ( t ) + cv ( t ) = f  ( t ). (59)

П р и м е р  1. Пусть коэф ф ициенты  и правая часть уравнения (59) имею т вид

п > 2 , т = ', Ъ = const > о, с = пЪ, а ( t ) = (п -  ' ) t" ,  f  ( t ) = ',

а начальное значение в условии (58) v 0 = ■ '.
пЬ

По ф орм улам  (16) определим  входящ ие в равенство (23) коэф ф ициенты  

й ' ( t ) = t, й 2 (t) = t", b2 ( t ) = b, b ' ( t ) = n, f  (t) = ', 

и после м ногочисленны х, но неслож ны х вы числений , из (22)- (24) получим

^ ' (^; ̂ )  = ~nb, ^ ' ^ '  (^; ̂ ) = 0 , ^ '  (^; ̂ )  = ~пь.

Т аким  образом , н а основании  п. ' ° теорем ы  5, ед и н ствен н ы м  р еш ен и ем  задачи  (58), (59), при

сделанны х предполож ениях, является ф ункция V' ( t ; f ) = — .
nb

Отметим, что в рассматриваемом конкретном примере, а также и в дальнейш их примерах, ф ундам ен­
тальную  систему р еш ен и й  и частное реш ен и е неоднородного уравнения удобнее найти, не используя 
п риведённы е в теореме 5 форм улы  для реш ения.

Д ействительно, если подобрать частное р еш ен и е у р ав н ен и я  (59), удовлетворяю щ ее нач альн ом у  
условию  (58), то это и будет определяем ое равенством  (22) р еш ен и е v ' ( t ; / ) ,  поскольку п ри  t —  0+ 
реш ен и я  однородного  у р ав н ен и я  либо стрем ятся к нулю , либо  н еогран и чены . В рассм атриваем ом

прим ере очевидно, что ф ун кц и я V' ( t ; f ) = —  является требуем ы м  частн ы м  р еш ен и ем  неоднородного
пЬуравнения.

После зам ены  w ( t ) = t"+'v' ( t ) в уравн ен и и  (59) получим  уравнение

, ,  , b w ( t ) , , ,
w ( t ) ^  + nbv( t ) = ',

которое после диф ф еренцирования прим ет вид

, , ,  , b w ' ( t )
w ' ' ( t )  + -----------= 0 .

( ) t"

' b '
П оскольку w ' ( t ) = C2 ex^  -------  ^ '  , то ед и н ствен н ы м  огран и ч ен н ы м  р еш ен и ем  будет ф ункция

\ (п -  ' ) t "
w ( t ) = const, а единственное реш ен и е v ( t ) уравн ен и я  (59), удовлетворяю щ ее условию  (58), им еет вид

” ' ( ‘ ■ f ) = i y
П ример 1 является иллю страцией  к п ункту  '°  теорем ы  5. Он подтверж дает постановку начального 

условия, структуру указанного  в этом  пункте реш ения и его асимптотику.
П р и м е р  2. Пусть коэф ф ициенты  и правая часть уравнения (59) имею т вид

п > 2 , т = ' ,  Ь = const < о, с = пЬ, f  ( t ) = ',

ачальное значение в условии (58) v— = — .
nb

После зам ены  w ( t ) = t " v ' ( t ) и последую щ его диф ф еренцирования получим  уравнение

, , ,  , b w ' ( t )
w ( t ) +------------- = о,

( ) t"

общ ее реш ен и е которого им еет вид

w ( t ) = C' + C2 exp
/

t
b

ds,
\ ( n  -  ' ) s " - ' ,

0



откуда находим  требуемое реш ен и е v ( t ) уравнения (59), удовлетворяю щ ее условию  (58),

Ъ
\ ( п  -  ' ) s " - ' j пЬ п J

exp
Ъ

\ ( п  -  ' ) s " - ' }
ds.

И спользование п ри вед ён н ы х  в теорем е 5 ф орм ул (32), (33), (36) для н ахож дения р еш ен и я  более 
громоздко и м ы  проиллю стрируем  их прим енение для частного случая, когда п = 2 , Ь = - ' ,  с = - 2 , при 
этом  а'  ( t ) = t, а2 ( t ) = t 2 , b'  = 2 , b2 = - ' ,  a ( t ) = t 2 .

В результате получим

V2 ( t ; ' )  =

d
' '  ^ f
. t ) (

' / / '  ' ] \

2
exp

\ A  f ,
- '

/

Q2 V ( t ) = -  exp -  ' У  TV ( t ) -  J  ̂  2v (^)

t

'exp —
j ,

dr
T 2

И нтегральное уравнение (36) при  С ' = С2 = 0 прим ет вид

^ 2 ( t ; ' )  = V2 ( t ; ' )  + Q2 (v2 ( t ; ' ) ) ,  

а его реш ением , удовлетворяю щ им  требуемом у начальном у условию , будет ф ункция

( '  ^ t2 -  s2 '  C2

/
' ' '

t
( '

dsexp
s) f 2s 2 = 2 + 2

((exp
Г -  T2 J exp

П ример 2 является иллю страцией  к п ункту  2 ° теорем ы  5. Он подтверж дает постановку начального 
условия, структуру указанного  в этом  пункте реш ения и его асимптотику.

П р и м е р  3. Пусть коэф ф ициенты  и правая часть уравнения (59) имею т вид

n = 2 , m = ',  b = ',  с = - 2 , f  = ',

а начальное значение в условии (58) v 0 = - ' / 2 .
И спользование п ри вед ён н ы х  в теорем е 5 ф орм ул (39), (40), (46) для нахож ден и я р еш ен и я  весьм а 

громоздко, поэтом у м ы  п ри м ен и м  искусственны й способ.
О чевидно, ф ун кц и я v3 ( t ; f )  = - ' / 2  является частн ы м  р еш ен и ем  неоднородного  у р ав н ен и я  (59), 

удовлетворяю щ им  начальном у  условию  (58).
Н айдём  общ ее р еш ен и е однородного  уравн ен и я . После зам ен ы  х  = ' / t ,  v ( t ) = и ( х ) получи м  

вы рож денное гипергеом етрическое уравнение

х и ' ' ( х ) + ( - '  -  X) и ' ( х ) -  2 и ( х ) = о, 

общ ее реш ен и е которого им еет вид (см. [7, §§ 9.9-9.12] )

и ( х ) = С2Х2 ' F ' (4, 3; X) + С'Х 2Т(4, 3 ;х ), 

где 'F'  (4, 3; х ), Т (4,3; х ) — вы рож денны е гипергеом етрические ф ун к ц и и  К ум м ера и Т риком и , п ричём
при  X справедливы  асим птотики

' '
X2 ' F ' (4, 3;X) ^  —  (х + 3)е^ -  - х е ^ , х 2Т (4 ,3 ;х )  г .

^   ̂ ^ X2

Поэтому, при сделанны х предполож ениях, общ ее реш ен и е уравнения (59) им еет вид

'
V(t) = 'F' 4, 3 ; '

Ч
4, 3 ; '  

t t
 , причём  —  Т

^  f—0+ t 2

а реш ен и ем  v ( t ) уравнения (59), удовлетворяю щ им  условию  (58), будет ф ункция

= 0,

.  ( t ) = - 2  Т
'

4, 3; -  
t

'
2 ,

где С ' — произвольная постоянная.
П ример 3 является иллю страцией  к п ункту  3 ° теорем ы  5. Он подтверж дает постановку начального 

условия, структуру указанного  в этом  пункте реш ения и его асимптотику.

T

2



П р и м е р  4. Пусть коэф ф ициенты  и правая часть уравнения (59) имею т вид

п = 2 , т = ', Ь = - ' ,  с = 2 , f  = ' .

Как и в прим ерах 1-3, использование приведённы х в теореме 5 формул (49), (50), (55) для нахож дения 
реш ен и я весьма громоздко, и м ы  опять при м ен и м  искусственны й способ.

О чевидно, ф ун кц и я v4 ( t ; f )  = ' / 2  является частн ы м  р еш ен и ем  неоднородного  у р ав н ен и я  (59), 
удовлетворяю щ им  начальном у  условию  (58).

Н айдём общее реш ение однородного уравнения. Как и в примере 3, после зам ены  х  = - ' / t ,  v( t )  = и(х)  
получим  вы рож денное гипергеом етрическое уравнение

х и ' ' ( х ) + ( - '  -  X) и ' ( х ) -  2 и ( х ) = о, 

общ ее реш ен и е которого им еет вид

и ( х ) = С'Х2 ' F ' (4, 3; х ) + С2Х2Т(4, 3 ;х ), 

причём  при  X —  ТО справедливы  асим птотики

X2 ' F ' (4 ,3 ;X) = ' ( х  + 3)е^ -  ' х е ^ , Т (4, 3;х ) -  ' .
3 3 X2

В озвращ аясь к исходной перем енной  х  = - ' / t  и учиты вая указанную  асим птотику вы рож денны х 
гипергеом етри чески х  ф ун кц и й  К ум м ера и Т риком и , н ай д ём  общ ее р еш ен и е у р ав н ен и я  (59), которое 
удовлетворяет условию  (58). Оно имеет вид

V(t) = 'F'
'

4, 3; —  
t

'
4, 3; —  

t
'

н— , 
+ 2

где С', С2 — произвольны е постоянны е.
П ример 4 является иллю страцией  к п ункту  4° теорем ы  5. Он подтверж дает постановку начального 

условия, структуру указанного  в этом  пункте реш ения и его асимптотику.
Как указан о  в зам еч ан и и  1 , при  н ахож дении  аси м п тоти ки  ф ун к ц и и  v ' ( t ; f )  в теорем е 1 остался не 

исследованны м  случай п = т = ' ,  которы й м ы  рассм отрим  в следую щ ем  прим ере.
П р и м е р  5. Пусть коэф ф ициенты  и правая часть уравнения (59) имею т вид

п = ',  т = ',  Ь = Ь'Ь2, Ъ' = Ь2 = с = f  = ',  а ( t ) = 0 .

Общее реш ен и е уравнения (59), полученного после подстановки у казан н ы х  коэф ф ициентов, им еет 

вид V( t ) = -  (С ' In f + С2 ) + ' ,  V' ( t ; f )  = ' .

Вы числения по ф орм улам  (22)- (24) такж е приводят к указан н ом у результату  для V' ( t ; f ), поскольку 
У '( t ; f )  = ',  Q ' V ' ( t ; f )  = 0 , V' ( t ; f )  = ' .
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