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1. В в е д е н и е . В исслед ован и и  три гон ом етри ч ески х  рядов ш ироко  при м ен яется  теорем а равн ос­
ходим ости  Ш тейнгауза, устан авли ваю щ ая асим птотическую  близость в равн ом ерн ой  м етрике ряда 
от п рои звед ен и я  двух ф ун к ц и й  и ряд а от одн ой  из них, ум н ож ен н ого  на вторую  [1] . П редставляет 
интерес перенос этого классического результата на ряды , полученны е при разлож ении  по собственным 
и присоединенны м  ф ункциям  диф ф еренциальны х операторов. Развитие данного направления в трудах 
В. А. И льина, А. П. Х ром ова и их последователей  показало, что стрем ление к нулю  разн ости  вида 
S„ ( a f ) -  aSn(f ) для частичны х сумм таких разлож ен и й  справедливо в случае р азли ч н ы х  операторов, в 
том  числе несам осопряж енны х [2, 3, 4, 5] .

В работе [4] п олучен  аналог теорем ы  Ш тейнгауза в случае ф ун кц и он альн о-д и ф ф ерен ц и альн ого  
оператора (ФДО) первого порядка с инволю цией, определяемого диф ф еренциальны м  вы раж ением  вида

/ [у](х) = а у ' ( х ) +  Ру' (1 -  х ) +  р 1 ( х ) у (х )  + p z ( х ) у (1 -  х ) .

Н али ч и е нелокальн ы х в о зм у щ ен и й  (типа «отраж ения») сущ ественно услож няет асим птотическое 
поведение спектра и меняет базисные свойства систем собственных и присоединенны х функций (с. п. ф.). 
И сследования спектральны х свойств таких операторов проводились в работах [6, 7, 8, 9] .

В дан н ой  работе устанавливается равносходим ость рядов S ( a f )  и а ( x ) S ( f ) , где S ( f )  — ряд Фурье по 
с. п. ф ФДО с инволю цией, заданного на графе из двух ребер, одно из которых представляет собой цикл. 
При обобщ ении задач на случай геометрического графа исследование различны х вопросов сталкивается с 
трудностями, связанны м и с наличием  внутренних узлов (верш ин сопряж ения ребер) графа, что приводит 
к определенной неоднородности («ветвлению») среды. Граф рассматриваемого вида является простейш им
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графом, для которого можно сформулировать краевую задачу первого порядка с регулярны м и краевыми 
условиям и  [10] .

Равносходимость рядов доказывается методом контурного интегрирования резольвенты  по расш иря­
ю щ имся контурам Я-плоскости, который ш ироко используется при исследовании спектральных свойств 
ФДО [6, 11] . Для этого осущ ествляется переход к оператору Дирака, связанном у с рассм атриваемы м  ФДО.

Результаты  д ан н о й  работы  сущ ественно усиливаю т теорем ы  равносходим ости  из [12], сним ая 
требование равенства нулю средних значений  потенциалов. П риведенная техника и оценки резольвенты  
могут быть использованы  для обобщ ения результатов из [10] на случай более сложного асимптотического 
поведения спектра.

2. О п р е д е л е н и е  ф у н к ц и о н а л ь н о -д и ф ф е р е н ц и а л ь н о г о  о п е р а т о р а  и  с в я з а н н ы х  с н и м  к р а е в ы х  
з а д а ч . В работе использую тся обозн ачен и я  для рассм атриваем ы х операторов и краевы х задач  из [10] . 
В данном  пункте приводятся необходимые результаты  из [10] , а также вспомогательные результаты , полу­
чаемые аналогичны м  образом. Также в пункте 3 приводятся лем м ы  3.1 и 3.2, полученны е соответственно 
в [10] и [12] .

Рассм атривается ФДО L в пространстве вектор-ф ункций  у ( х ) = (уг ( х ), у2( х ))^  (Т — зн ак  тр ан сп о н и ­
рования), зад ан н ы й  н а графе Г = [у 1, у 2 }. Ребро yi  представляет собой цикл, ребро у2 п ри м ы кает к уг. 
О ператор I  им еет вид

а 1у'г (х)  + Р 1у'г ( 1 -  X ) +  р 11 ( х )у 1 (х) + р 1 2 ( х ) у 1 (1 -  х )  

azy'2( x ) +  ^2У2(1 -  ^  ) +  р21 ( х  )У2 ( х ) +  р22 ( х  )У2 (1 -  X) (1)

У1(0) = У1(1) = У2(0). (2)

Здесь предполагается, что х  е  [0,1], Uk, — комплексны е числа, к = 1, 2, ^  0, + 0, pi,j € С1 [0,1].
О бозначим  через L следую щ ий оператор в пространстве вектор-ф ункций  разм ерности  4:

~Lz = Q z ' ( x ) +  Р (х )z ( х ), (3)

M qZ (0) + M1Z (1) = 0, (4)

где Z( x)={z1 ( x) ,Z2 ( x) ,Z3 ( x) ,Z4 ( x ) )^ , Q = diag(Q1,Q2), P(x)  = d iag(P 1 ( x ) ,P2 (x)),  Qk = , Pk(x)  =
\Pk /

(^ ^  2(^ ^  , к = 1, 2; M o, M 1 — квадратны е м атрицы  разм ерности  4, причем  (М0)11 = (Мо)31 =
\Рк2 (1 -  ^ ) Рк 1(1 -  ^ ))
- ( М 0 ) 1 2  = - ( М 0 )зз = 1, ( ^ 1 ) 2 1  = (М 1 ) 4 2  = - ( М 1 ) 2 2  = - ( М 1 ) 4 4  = 1, остальны е элем ен ты  этих  м атри ц  
(Мк )ij = 0.

Т е о р е м а  2.1 [10] . Если комплексное число X таково, что резольвента Ra оператора L существует  
и у (х )  = R x f ,  то вектор-функция z ( х ) = {z1 ( х ) , z 2( x ) , z 3( x ) , z 4( х ) )^ , где z 1 (х)  = у 1 ( х ), z 2(х)  = у 1 (1 -  х),
z 3 (х) = у 2( х ), z 4( х ) = у2(1 -  X), является решением  (3)- (4). Обратно, если z ( х ) удовлетворяет  (3)- (4), и
соответствующая однородная задача имеет только тривиальное решение, то R^ существует и (R^ f  ) ( х ) = 
(Z1 ( х ),Zs ( х ) ) ^ .

Пусть Z( х ) = Z(х, Л) = RaР (в дальнейш ем  для краткости аргумент X в обозначении реш ений  различны х 
задач будем  опускать). Тогда z ( х ) удовлетворяет задаче:

Qz ' ( х ) + Р (х )z ( х ) = Xz ( х ) + F ( х ), (5)

M 0Z (0) + M1Z (1) = 0, (6)

где X — спектральны й параметр.
Л ем м а 2.1 [10] . При больших \Х| неособое преобразованиеz (х)  = В Н (x ,X)v ( х ) приводит краевую задачу  

(5)- (6) к виду
V ' ( х)  + Р\  ( х )v (х)  = XDv ( х ) + т (х,Х),  (7)

U1 (V) = M 0AV (0 )+  М1Я а (1) = 0, (8)

' 1 h \
где В = diag(B1, B 2), Вк = ^  , Ък = ^ - 1 [ i + ак] (к = 1,2), dk = , D = diag(D1, D 2),

Dk = d i a g ( i / ^ d ^ , - i / ^ d k ) ,  H(x ,X)  = H 0 ( x ) +  X- 1H 1 (x),  H 0 ( x ) = d iag (H01 (x'),H0 2 (x)),

H 01 = d iag ( ^ 1  ( x ) ,h 2 (x)),  H 02 = diag(hs ( x ) ,h 4 (x)),  hi (x) = e x p  ^  ]>ц ( t ) ,d t  L p ;;(x)  — диагональные элементы

м ат ри цы  P(x )  (i = 1,4), P ( x ) = d iag ( p 1 ( х ) , р 2 ( x )), Pk ( x ) = B- 1Q- 1Pk ( x)Bk , H 1 (x)  = diag(Hu (x ) ,H 12 (x)),  
H 1k -  кодиагональные матрицы,  представляющие собой единственные решения м а т р и ч н ы х  уравнений  
Н'' .̂ ( х) + р к ( х )Н 0к ( х ) + (Н1к ( x )Dk -  Dk Н 1к ( х )) = 0,



Рх (х)  = Х-1Н -1 (х , Х)[Н[(х ) +  P(x)Hi  ( х ) ] ,т  (х,Х) = Н -1 (x ,X)D B-1F ( х ),
Моя = МоВН(0,А),  М ц  = М 1ВН(1,Х).

3. И с с л е д о в а н и е  в с п о м о г а т е л ь н ы х  к р а е в ы х  за д а ч . И сследуем реш ение вспомогательной задачи

W' ( х ) -  ^ p w ( х ) = т ( х ), (9)

и 1 ( w ) = M 0xw  (0 ) + M 1x w  ( 1 ) = о, (1 0 )

где т(х)  = ( т 1 ( x ) , m z ( х ), гпз ( х ) , mj  ( х ) )^ , (х) е L [0,1] (к = 1,4),
D = diag(1, -1 , d, - d ), d ^  л/d1/ d z, ^  = iX/^d1,  то есть XD = ^ p .

Л ем м а 3.1 [10] . Если комплексное число ^  таково, что матрица  А 1 (^) = U1 ( V ( х , ^ ) ) ,  где 
V ( х , ^ )  = diag (е- ^ (1-^ ), в- ^^ , в- ^^ (1-^ ), в о б р а т и м а ,  то краевая задача (9)- (10) однозначно разрешима  
при любой вектор-функции т ( х ) с компонентами из L [0,1], и ее решение имеет вид

W (х)  = R 1^m (х)  = - Y  ( х , ^ ) А - 1 ( ^)U1 (д^т) + д^т (х),

1 1 
где д^т (х) = j  g ( x , t , ^ ) m  (t) dt, U1 (g^m) = j  U1X ( g ( x , t , ^ ) ) m  (t) dt,

0 0  
(U1x означает, что U1 применяется к g по переменной х ), 
д(х,  t, ^ )  = d iag ( ^ 1  (х, t, ^ ) , g z (х, t, ^ ) ,дз(х,  t, ^ ), ^4 (х, t, ^)) ,  
g k ( x , t , ^ )  = £( x , t )е^“^ (̂ - *), если R e ( ^ a t ) < 0, 
gk ( x , t , ^ )  = - £  ( t ,x )e^^^  (̂ - '̂), если Re( ) > 0, ( k = 1,4),
w1 = 1 , wz = - 1 , ^ 3  = d, a 4 = - d ,  £(x, t ) = 1 при X > t, £(x, t ) = 0 при x  < t .

Рассмотрим  такж е краевую задачу

w ' ( x ) -  ^ i ) w ( x ) = m ( x ), (1 1 )

U0 ( w ) = M 0BH0 (0)w  (0 ) +  M 1BH 0 (1)w  ( 1 ) = 0 . (1 2 )

Л ем м а3 .2  [12]. Если комплексное число ̂  таково, чтоматрица А 0 (^)  = U0 (V  (х , ^ ) )  обратима, токраевая  
задача (1 1 )- (1 2 ) однозначно разрешима при любой вектор-функции т ( х ) с компонентами из пространства 
L [0,1], и ее решение имеет вид

W (х)  = R0^m (х)  = - Y  (х,^)А0-1 ( ^)U0 (д^т) + д^т (х),  (13)

1

где U0 (д^т) = j  U0X(д(х,  t , ^ ) ) m ( t ) d t , (U0X означает, что U0 применяется к д по переменной х ), д ^ т ( х ) и
0

V ( х , ^ )  имеют вид как в лемме 3.1.
Н епосредственно вы числяя элем енты  м атрицы  А0 (^),  получим  корни определителя det А0 (^):

1

= kn i  + - ^  р11 (t  )dt

0

In bz i n k  i f  , , ,
^  * ^ -sJ ^ z1 ( ' ) ^ ‘-

где к  — целы е числа. У далив из ком п лексн ой  ^-плоскости  эти  корни  с круговы м и  окрестностям и 
достаточно м алого радиуса S , получим  область, которую назовем  Sg.

И сходя из л ем м  3.1, 3.2 м ож но получить, что в области Ss сп раведли вы  следую щ ие оцен ки  для 
р еш ен и й  задач (9)- (10) и (11)- (12):

^ R 0 , m = О ( ^ т У1) , У^0^ ^ = О -1 ) ,  (14)

У^1^ т  -  R 0 ^ m = О ( ^ -1 \\тУ1 ) ,  У^1^ ^  -  ^ 0^ f  У^ = О (^ -z ) ,  (15)

где f  ( х ) — вектор-ф ункция, ком п он ен ты  которой — ф ун кц и и  о гран и ч ен н ой  вариации , т ( х ) — вектор- 
ф ункция с компонентам и из L [0 , 1 ], У ■ У^ (У ■ У1) — норм а в пространстве вектор-функций размерности 4 
с ком понентам и  из [0 , 1 ] ( I  [0 , 1 ]).

и



В [10] получено, что

limГ—>00 у  Н (x ,A)[ v ( х , А , Н -1F1 ) -  R 1, ( H - 1F1 )]dA = 0, (16)

\Я \=г

где Р1 (х)  = DB  1Р(х) ,  V(х,Х,Н 1Р1) — реш ен и е задачи  (7)- (8) при т(х,Л)  = Н  1 (х,Л)Р1 ( х ) . 
И спользуя оценки  (14) -  (15), по теореме Банаха -  Ш тейнгауза получим , что

limГ—>00 у  [Н(x ,A)R1^( Н - 1Р 1 ) -  H0R0^ ( Н - 1Р11)]dA = 0 . (17)

\Я\=г

Т аким  образом, из (16) и (17) следует
Л е м м а  3.3. Д л я  любой вектор-функции т ( х ) = ( т 1 ( х ) , т 2( х ) , т 3( х ) , т 4( х ) ) ^ , компоненты которой

mk ( х ) е L [0,1] (к = 1,4), имеет место соотношение

J  [Н (x,X)v ( х , А , Н -1 (х,Х)т)  -  Н 0 ( x )R 0^ (H0^1m)]dAlimГ—>00
= 0 . (18)

\Я\=г

Для реш ен и я (13) краевой задачи  (11)- (12) докаж ем  соотнош ение

lim
Г

j  [ Q ( х )R0^ m  -  R 0^ ( Q m ) ] dA = 0,

\Я\=г

где Q ( х ) = d iag(g 1 ( х ), q1 (1 -  х ), q2( х ), q2(1 -  х )), ф ункции  q1 ( х ), q2( х ) удовлетворяю т условию  Л и п ш и ц а 
порядка 1 и q1 (0) = q1 (1) = q2(0) = q2(1) = 1, m ( x ) — вектор-функция размерности 4, ком поненты  которой 
принадлеж ат пространству L [0,1].

Л е м м а  3.4. Д л я  любой вектор-функции т ( х ) = ( т 1 ( х ) , т 2 ( х ) , т з ( х ) , т 4 ( х ) ) ^ , компоненты которой
mk ( х ) е L [0,1] (к = 1,4), имеет место оценка:

j  [Q ( х)д^т -  ( Qm )] dA

\Я\=г
=  О  ( \ \т II1 ) . (19)

Д о к а за т е л ь с т в о . Для первой ком поненты  вектора в условии лем м ы , учиты вая, что ^  = Ai^^fd[, им еем

(20)

/  [Q(х ) д ^т  -  д ^ (Qm)  1 dA < л[^1 [Q(х ) д ^т  -  д ^ (Qm)]1

1 М=г \ \̂ =Г1

[ Q (x )g ^m  -  g ^(Qm)]1 \ r1df ,

где r1 = r /  л/d! ,  [ ] 1 обозначает первую ком поненту  вектора.
Пусть Re ^  > 0. В этом  случае

1

[д^т]1 = ^  (̂ - *^т1 (t)dt,
X

и первы й интеграл в (20) им еет следую щ ую  оценку:

1 1  / 1 ^
J  n d f  J  (̂ - )̂ ( q1 ( t ) -  q1 ( х ) ) т 1 ( t )d t  = ^  \т1 ( t ) \d ^  т - Re^ ( -̂ '̂) \q1 ( t ) -  q1 ( х ) \ d f

= О

1 2 

J  \т1 ( t ) \d ^  n e - 1̂c°s ^ (*- '̂) \t -  X\d f = О

1 2 

J  \Ш1 ( t ) \ d ^  n e - '-1S n̂ ^(*- '̂) ( t  -  x )dT

= О j  \т1 ( t ) \d ^  Г1б -

ЯГ1 ( t -X )/2
-Г1С1Т (t-X ) (t  -  X)dr

= О

1

/
\m1 ( t ) \dt

= 0

= 0

J  \m1 ( t ) \d^  J  e ^1̂ d ^

\m \\1

СО

оо

оо

оо

оо



Здесь использовано, что | ^ 1  ( t ) -  q1 (х )| <  LIt -  х |, где L > 0 — некоторое число, 1е̂ | =  eRe^ ,
R e^  = г1 cos f , t > X в заданны х пределах интегрирования, функция е- 1̂ ^ ( - ^ ) четная по переменной f ,
sin т > с1т при  т е (0, л /2),  где с 1 — некоторая константа (0 < с1 < 2/ж). П роизведены замены: f  = л /2 -  т 
и ^  = Г1 ( t  -  х)т.

А н алоги чн о  вы п олн яется оц ен ка второго и н теграла в (20) п ри  Re ^  < 0 и остальны х ком п он ен т 
вектора из условия лем м ы . При этом  при оценке третьей и четвертой ком понент вектора производится 
зам ена ^ , и интеграл вы числяется по круговому контуру 1̂ | =  г1 Id|. □

Н епосредственно вы числяя элем енты  м атри ц  в (13), получим
Л е м м а  3.5. Д л я  любой вектор-функции т(х )  = ( т 1 ( х ) , m z (х) ,тз ( х ) , т 4 ( х ) ) ^ , т и (х ) е L [0,1] (к = 1,4), 

для компонент вектора

Q ( х , ^ )  = Q ( x ) V (х ,^ )А - 1 (^)U0 ( д ^ т ) -  Y (х, ^)А - 1 (^ )U 0 (д^ (Qm))  

имеет место представление

(х , ^ )  = 'Z Jki (х , ^) ,
I=1

где к = 1 , 4 , 1 = 1,4  и

/ Jki (x , ^ ) d^

I ̂ \=Г1

Д о к а за т е л ь с т в о . Пусть Re ^  > 0, Re (^ d ) > 0, тогда

= 0(IIm\l1).  (21)

1

J11 (х , ^ ) = (Ь1 -  1 )х 11в^(" - 1^  е- ^ ' (q1 (х ) -  q1 ( t ) ) т 1 ( t ) dt,

0

1

J1 2( х , ^ )  = (b1 -  1)x1ze^ (̂ - 1 ' )hz (1) J  e- ^ (1- )̂ ( ^1 ( x ) -  q1 (1 -  t ) ) m z (t)dt,

0
1

J21 (x , ^ ) = (b1 -  1 )x z1e - ^ ^  e- ^*m 1 ( t ) ( q1 (1 -  x ) -  q1 ( t ) ) dt,

0
1

J2 2 ( x , ^ )  = (b1 -  1 ) x 22e- ^"h z ( 1 ) J  e - ^ (1- )̂ ( ^ 1 (1 -  x ) -  q1 (1 -  t ) ) m z (t)dt,

0
1

J31 (x , ^ ) = (b1 -  1)х з1в^ ^ (̂ -1  ̂ J  e - ^ *( qz(x ) -  q1 ( t ) ) m 1 ( t ) dt,

0
1

J32 ( x , ^ )  = (b1 -  1)x3ze^^ (̂ -1  ̂hz (1) J  e- ^ (1- )̂ (g z (x) -  q1 (1 -  t ) )m z (t)dt,
0

1

J3 3 (x , ^ ) = х ззе^ ^ (^ -1  ̂ e- ^^*(qz(x ) -  qz ( t ) ) т з ( t ) d t +

0
1

^  e- ^*(q1 ( t ) -  qz (x ) ) m 1 ( t ) d t j ,
0

1

<,^) = х з4в^ ^ (" -1) i hz( 1 ) J  e - ^ (1- )̂ (gz(x) -  q1 (1 -  t ) )m z ( t ) d t -

0
1

- h4( 1) J  e- ^^*'1 -*) ( g z (x ) -  qz ( 1 -  t ) ) m 4( t ) d t j ,

J 34 (x ,

J41 ( x , ^ )  = {b1 -  \ ) x 4 1e e (qz (1 -  x )  -  q1 ( t ) ) m 1 (t)dt,

0



J4z( х , ^ ) = (Ь1 -  1 ) x4ze hz ( 1 ) J  е ^ (1 *) (gz(1 -  ̂ ) -  Я1 (1 -  t ) )m z (t)dt,
0

i  1

J4 3 ( x , ^ )  = Х4зе- ^ ^ ^ i j  e- ^^*(qz (1 -  x)  -  qz ( t ) )т з ( t )d t+
0

1

^  e- ^*(q1 ( t ) -  qz (1 -  x ) ) m 1 (

1

J4 4 ( x , ^ ) = Х44в- ^ ^ ^ ih z (1) J  ( -̂1^(qz(1 -  x ) -  q1 (1 -
0

■ t ))mz ( t )d t  -

i

- h 4 (1) J  (  ̂1") (Ч2 (1 -  ^ ) -  4z (1 -  f ) ) ^ 4  ( t )dt  j ,

] 1 3  (X, ^ ) = J14 (X, ^ ) = Jz3 (x , ^ ) = Jz4 (X, ^ ) = 0, 

где Xij — элем енты  м атрицы  А-1 (^)  (их оценки, полученны е непосредственны м  вы числением , приведены  
в [12]), hk (1) — диагональны е элем енты  м атрицы  Н 0 (1).

П родолж им  ф ун кц и и  q1 ( х ) и qz ( х ) п ери од и чески  с период ом  1 на всю действительную  ось. Т ак 
как  q1 (0 ) = q1 (1) = qz ( 0 ) = qz (1), п олучен н ы е п ери од и чески е ф ун к ц и и  н еп реры вн ы  и удовлетворяю т 
условию  Л и п ш и ц а первого порядка.
1. Д окаж ем (21) для J 11 (х, ^ ) . И меем

/
I ̂  \=Г1 Re ̂  >0

J 11 (х, ^ ) d^ < \b -  1\ J  \т1 ( t ) \ d ^  \Х11 IIq1 ( х ) - q1 ( f ) ||e

0

- ^  (t + 1-Х )
Ildnl.

I ̂  1=̂1Re ^ I >0

Так как q 1 (x)  — периодическая ф ункция с периодом 1, то q 1 ( t ) = q 1 (z + t ). Отсюда и из того, что q 1 (х)  
удовлетворяет условию  Л и п ш и ц а первого порядка, получим

Iq1 ( х ) -  q1 ( t )| = Iq1 ( х ) -  q1 (z + t )| < L\x -  z -  t\ = L(z  + t -  x ),

так как 0 < t < 1 и 0 < x  < 1. L > 0 — константа. Тогда, используя оценки для компонент м атрицы  А-1 (^),  
где х 11 = О(е - ^ ), замену f  = л / z  -  г, неравенство sin т > с1т при т е  [0, ж/z]  (с1 — константа, 0 < с 1 < l / n )  
и зам ену ^  = г1 (z + t -  х)т, получим

У  \x11llq1 ( х ) -  q1 ( t ) l \ e - ^ (^+1-^^ I \ d ^ I =  ^  е -  ^ e ̂  (z+^- '̂) ( z  + t -  X ) n d f

'1=̂1 
>r

= ^ J ‘
0

f  e - 1̂C0S f (2+t- ^ ) (2  + t -  x ) r 1 d f  = o f  e - ^1̂ 1̂ (2+^- '̂) ( z  + t -  x ) r1dr  
\*' / \*' /

Г1 (z+1-X) я /z

= ° ( I = 0  (1).

О ткуда следует (21) для к = 1,1 = 1.
2. Докаж ем (21) для J31 (х, ^ ) . И меем

iУ J31 ( х , ^ )  d^  <\Ь1 -  1 lJ \m1 ( t ) ld^  | x з l | | q 2 ( x ) - q1 (t)IIe- ^ (^ (1-^^+̂ ^

' = ^ 1

II I.

m =Г1 Re ^ >0

Так как q1 (x ) и qz (x ) удовлетворяю т условию  Л и п ш и ц а первого порядка, периодичны  с периодом  1, 
и qz ( 1) = q1 (0) ,

Iqz (х ) -  q1 ( t )I = I qz (x ) -  qz ( z ) + q1 ( 0) -  q1 ( t )I < Iqz ( x ) -  qz ( z )I + Iq1 (0) -  q1 ( t )I <

< L 1 1X -  z I + LzI -  t I < L ( z -  X + t ) ,



где L 1 , L2 , L = m ax{ L 1 ,L 2 } -  полож ительны е константы.
Пусть Re ^  < Re( ), тогда Х31 = О(е- ^ ) и

У  \хз1 \\д2 ( х ) - д 1 (t ) \ \e- ^^ (1-- ^- ^^^\ \d^\< ^  е- Re(pd)(1-- )-Re,  ( *+1 ) \ ^ 2  (х)  -  q1 (t)\ \d^\ <

> \ =^1 Ы\ =^1Re ̂  > 0  Re ̂  > 0

< е-  R e ^ (2 + * - ^ ) ( 2  + t -  X) \d^ \,

Re=̂ ^0

где М  > 0 — некоторы е константы , в разн ы х  неравенствах разны е. П олученны й  интеграл оценивается 
так же, как интеграл в пункте 1 данного доказательства.

Пусть Re ^  > Re(^ d ), тогда х 31 = О( е - ^^ ) и

У  \хз1 \\д2 ( х ) - q1 (f)\\ е- ^^ (1- '̂) - ^*) \\d^  \ <  ^  е-  Re (̂ d)(2-. )-Re , t \ ^ 2  (^)  -  ^ 1  (^) \ \^^ \<

Ь \='■1 Ь\ =^1Re ̂  > 0  Re ̂  > 0

< М j  g -  Re (̂ d ) (2+t- х)(2 + f -  ^ ) \^^ \,

> \ = 1̂ Re ^ >0

где М  > 0 — некоторы е константы, в разны х неравенствах разны е. П олученны й интеграл после зам ены  
^ = ^ d  оценивается так же, как интеграл в пункте 1 данного доказательства. Откуда следует справедливость 
(2 1 ) для к = 3,1 = 1 .

А н алоги чн о  доказы вается (2 1 ) для остальны х п оды н тегральн ы х  вы раж ен и й  (х , ^ ) , а такж е для 
случаев, когда и ли  одна, или  обе действительны е части Re (^ ) и Re (^ d ) м еньш е нуля. □

С учетом  лем м  3.4 и 3.5 так же как в [13] доказы вается

Т еорем а3 .1 . Еслиматрица Q (х ) = d iag(g 1 (x ) , q 1 ( 1- х ) , q2 (x ) , q 2 ( 1 -х ) )  такова, что функции q 1 (x ) , q 2 (х ) 
удовлетворяют условию Липшица порядка 1 и q1 ( 0) = q1 (1) = q2( 0) = q2(1) = 1, b1 Ф 1, b2 Ф 0, то длялюбой  
вектор-функции m (x ) с компонентами из L [0,1]

lim
Г /

\Я\=г
Q ( х )R0^m -  R0^(Qm)] dX

00
= 0. (22)

4. О сн о в н ш е  р е з у л ь т а т ы .
Т е о р е м а  4.1. Пусть  А (х ) = d iag (a 1 (х ) , а 1 (1 -  х ) , а 2(х ) , а 2(1 -  х ) ) , а1 ( 0) = а1 (1) = а2( 0) = а2(1), а1 (х ) , 

а2 (х ) удовлетворяют условию Липшица порядка 1, G (х ) = В А (х )В - 1, Ф а'2, + 0
(к = 1,2) . Тогда длялюб ой  вектор-функции F (х ) = ( / 1 (х  ) , f 1 (1 -  х  ) , f 2 (x ) , f 2 (1 -  х ) ) '  ̂ с компонентами из 
L [0,1] выполняется соотношение

lim  \G (х )р , (F , x ) -  р̂г( G F ,x ) \ \ ^  = 0, (23)
Г

где Sr (F , x ) = — — I  р яFdX — частичная сумма ряда Фурье вектор-функции F (х ) по собственным и 
2к1 J

\Я\=г
присоединенным функциям оператора р , включающая слагаемые, соответствующие собственным значениям 
Xk, для которых \Xk \ < г .

1 1

Д о к азател ь ств о . 1. Рассмотрим сначала случай, к о г д ^ У  р 11 ( t ) dt р 21 ( t ) dt  = 0. Тогда для компонент

м атрицы  Н 0 (х)  = d iag(h 1 (х), h2 (х), hs ( х ), h4 ( х )) вы полнены  условия hk (0) = hk (1) = 1 (к = 1,4). Ф ункции 
hk( х ) е С 1 [0,1] и удовлетворяю т условию  Л и п ш и ц а  п орядка 1. П оэтом у в (22) в качестве Q ( х ) м ож но 
взять Н 0( х ). Тогда, используя лем м ы  2 .1 , 3.3 и теорем у 3.1, получим

У  р яFdX = J  В Н (x , X )v (х , Х , Н -1 (x , X )F1) dX = J  BH 0 (х )R0^ ( H -; 1F1) dX + о ( 1 ) =

\Я\=г \Я\=г \Я\=г

^  BR0^(H0H0;1F1)dX + о ( 1 ),

\Я\=г



где 11 о (1)II те ^  0 при  г ^  то, р 1 ( х ) = DB 1Р ( х ). Т аким  образом, им еем

I P  = 1
BR0n (p1)dA + о (1).''■0̂  (Г1)ал + и ̂ ) .  (24)

IAI=r IAI=r

Пусть а1 (0) = а1 (1) = az (0) = az (1) = с, где с — константа, и А ( х )  = сА1 (х). Тогда А 1 (х)  — диагональная 
м атрица, удовлетворяю щ ая условиям  теорем ы  3.1, и в силу перестановочности  ди агон альн ы х  м атри ц  
А ( х ) и D  получаем , что

J "  А ( х )R0^(F1)dA ^  J "  cR0^(A1F1)dA + о (1) ^  J "  R0^(ADB 1F)dA + о (1) =

IAI=r IAI=r IAI=r

^  /  R0^(DAB-1F)dA + о (1) ^  /  R0^(DB-1BAB -1F)dA + о (1).

IAI=r IAI=r

То есть при  г ^  то им еем

У  А (x)R0^(F1 )dX ^  R0^(DB-1GF)dX + о (1).

IAI=r IAI=r

Из (24) и (25) получим

G (x ) J  p AFdX = BA(x )  J  R0^ (F1 )dA + о (1) = ^  R0^ ( D B -1GF)dA + о (1).

IAI=r IAI=r IAI=r

(25)

(26)

П олож им  Ф(х) = G ( x ) F ( x ) = ( ^ 1 ( x ) , f z ( x ) , f 3 ( x ) , ^ 4( x ) ) ^ . Н етрудно проверить и н вари ан тн ость  свой­
ства си м м етри и  ком п он ен т для ф ун к ц и и  Ф(х): f z ( х ) = f 1 (1 -  х ) и f 4( х ) = f 3(1 -  х ). П оэтом у из (26), 
используя преды дущ ие рассуж дения в обратном порядке, получим

G (х) f  Их FdX = В f  R0^ (DB-1Ф)dA + о (1) =

IAI=r IAI=r

= ^  H0 (x)R0^ ( H - 1D B -1Ф)dA + 0 (1) =

IAI=r

= f  B H ( x ,A ) v ( x , A , H -1 (x ,A)DB-1 Ф)dA + о (1) =

IAI=r

= I  p xФdA + 0 (1) = I  p x(GF)dA + о (1)

IAI=r IAI=r

при  r ^  то. О ткуда следует (23).
1 1

2. Пусть т е п е р ^  р 11 ( t )dt  = а1 Ф 0 ^  p z1 ( t )d t  = az Ф 0. Контуры интегрирования в (23) лежат в области р,^0̂, 
0 0

образованной из ком плексной  Я-плоскости удален и ем  чисел Ak = k^y fd !  + а1 и
Ak = к ^ л /dz + л̂/d z in  bz + az (k — целое число) вместе с их окрестностями достаточно м алого радиуса й0. 

Рассмотрим  оператор

h y  =
' а 1у ’' ( х ) +  ^ 1у ' ' ( 1 -  х ) +  p 11 ( х ) у 1 ( х ) +  p 1z ( х ) у 1 (1 -  х )
_ a z y ' z(x ) +  ^zy'^z (1 -  X) +  p z1 (х )y z (х ) +  p zz (х )y z (1 -  х ) ^

У1 (0) = у 1 (1) = y z (0), 

где p 11 ( х ) = р 11 ( х ) -  й 1, p z1 ( х ) = p z1 ( х ) -  az , которы й порож дает оператор

p 1z  = Q z ' ( x ) + p 1 ( х ) z ( х ), M 0z (0) + M 1z (1) = 0.

В p 1 м атрица p 1 ( x ) оп ределяется через p n  ( x ) , p 1z (x),f>z1 ( x ) ,p 2 2( x ) так же, как p ( x ) в (3), м атрица Q такая 
же, как в операторе L.

1 1
Пусть p ^ — резольвента оператора p 1 . Т о г д ^  p>11 ( х )dx  = j  'pz1 ( x ) dx  = 0, и по уже доказанном у

0 0

G (х) 'p ^̂FdA ^  /  p1 (GF)dA + о (1). (27)

IAI=r IAI=r



В (27) интегрирование ведется по круговым контурам, целиком  леж ащ им  в области 5§1, образованной 
удалением  из комплексной плоскости точек Xk = и At  = к ^ л /dz + i In Ъ^л/dz (к  — целое число) вместе
с их окрестностями достаточно м алого радиуса й1.

В области ps = ps0 n  Sg1 справедлива формула:

(pa - p ,̂ )F = p ,̂ (p 1 -  p )p a F.

Из (18) следует, что

paF = BH  (x, X)v( x , l H -1D B -1F) = BH 0 ( x )R 0^ (H- 1 D B -1F) + o (1 ).

Отсюда, учиты вая оценки (14)- (15), для резольвенты  оператора L и аналогично для резольвенты  оператора 
p 1 получаем  ^  ^

F ||то = 0 (II F II1 ), ||i?^F ||то = 0 (II F II1 ) .

О ператор (p 1 -  p ) представляет собой поком п он ен тн ое ум н ож ен и е ф ун к ц и и  z (х)  на скалярны е 
величины , следовательно, для лю бой вектор-ф ункции  F ( х ) с ком понентам и  из L [0,1]

|̂ piF -  p 1 F ||то = ||̂ 1̂1 ('p 1 -  Р ||то = О ( ||( p 1 -  Р ||то) =

= 0  (^|^AF ||то) =0(IIFII1) .

Пусть f  (х)  — вектор-ф ункция, ком поненты  которо^являю тся  ф ун кц и ям и  ограниченной  вариации. 
У читы вая оценки  (14)- (15), для резольвент операторов L и p 1 доказы ваю тся формулы:

Следовательно,

Тогда

p A f |L =  0 (Я- 1), ||i?^^ |L =  0 (Л- 1) .

- p ^{f |L  =  ||-p^ ( p 1 -  p ) p ^ f |L  = ^ (^  1 | | ( p 1 -  p ) ^ ^^ f |L ) = ^ (^ z ) .

J  [-p^f  -p^^ f ]^ я ||^  < M 1 J
^I=r IAI=rIAI=r

где M 1 > 0 ,Mz > 0 — некоторы е числа. Следовательно,

limГ—>00

IM=r

[R ^ f  -  ]dA = 0.

Mz

Т ак как  м нож ество ф ун к ц и й  огран и ч ен н ой  вари ац и и  всю ду плотно в L [0 , 1], по теорем е Б анаха -  
Ш тейнгауза для лю бой вектор-ф ункции F(x)  с ком понентам и  из L [0,1] им еем

limГ—>00
IAI=r

[paF - p .̂ F]dA = 0. (28)

где

Из (27) и (28) следует соотнош ение (23) для p_F . □
Т ео р ем а  4.2. Пусть а(х)  = diag(а1 (х), az (х)),  где а1 (х), az (х)  удовлетворяют условию Липшица порядка 

1, й 1 (х)  = й 1 (1 - х ) ,  az (х) = az(1 - х ) , й1 (0) = й 1 (1) = az (0) = az(1), Ф , fit  Ф 0 (к = i : ! ), p^j е С 1 [0,1] 
( i , j  = 1, z). Тогда для любой вектор-функции f ( x )  = ( f 1 (х), f z (х))'^ с компонентами из L [0 , 1]

lim  Уа(х)Sr( f ,  х )  -  Sr( a f ,  х)Уто = 0, (29)Г ̂ то

Sr ( f , х)  = — — I  B-xfdX — частичная сумма ряда Фурье вектор-функции f ( x )  по собственным и 
zni  J

W=r
присоединенным функциям оператора L, включающая слагаемые, соответствующие собственным значениям 
Xk, для которых IXk I < г.
Д о к а з а т е л ь с т в о . И м еем  [Ra /] 1 = [HaF] 1 , [Rxf] z = ["ИлЛ з , где F(x)  = ( / 1  ( х ) , / 1  (1 -  х),  f z (х), f z (1 -  х) ) '^ . 
П оложим А ( х )  = diag(а1 (x) , j i1 (1 - х ) ,  az (х), az(1 - х ) ) , тогда, перемнож ив м атрицы  в теореме 4.1, получим 
G(x)  = В А ( х ) В -1 = А ( х )  = p ( x ) ,  где
p (x)  = diag(а1 (х),  а1 (х), az (х), az (х))  (так как  а1 (х)  = а1 (1 -  х ), az (х)  = az(1 -  х)),  и соотнош ение (23)
п риним ает вид

p̂ (x) l ^ A F d X ^  p A(^LF)dX + o (1) . (30)

IAI=r IAI=r

СО

оо



Из (30), рассм атривая первую  и третью ком поненты , получим  соотнош ения:

а 1 ( х ) [  [Rx f ] 1dX = f  [Ra ( a f ) ] 1dA + о (1),

\Я\=г \Я\=г

а2 ( х ) !  [Rxf ] 2 dX = f  [Ra(af )] 2 dX + о (1),

\Я\=г \Я\=г

откуда следует утверж дение теорем ы . □
Если потребовать от а ( х ) только лиш ь условий классической теоремы Ш тейнгауза, то удается доказать 

теорем у о п оком п он ен тн ой  равносходим ости  н а вн утрен н и х  ком пактах  ребер графа. Тем  сам ы м  на 
внутренних участках ребер сохраняется классический характер сходимости, а влияние структуры узлов 
локализуется в их окрестностях. Для этого рассм отрим  следую щ ую  краевую задачу:

W ' ( х ) = ^ D w  ( х ) + т ( х ), (31)

и 0 (w)  = W(0) -  W(1) = 0, (32)

где D = diag(1, - 1 ,d, - d ) ,  т (х )  = ( т 1 ( х ) , т 2 ( х ) , т 3 ( х ) , т 4 (х))'^ — вектор-ф ункция с к о м п о н ен там и  из 
L [0, 1].

Удалим из области Ss вместе с круговыми окрестностями радиуса S0 собственные значения = ------
а  j

(к — целы е числа) краевы х задач:

W' ( х ) = W( х ), W( 0 ) -  W(1) = 0 (j  = 1 , 4),

где Ы1 = 1, Ы2 = -1 , = d, ы4 = - d ,  и п олучи вш ую ся область обозначим  Ss0.Т о гд а  в Ss0 краевая задача
(31)- (32) однозначно разреш и м а и ее реш ение им еет вид:

W( х , ^ )  = R2^ m ( х ) = - Y (х, ^ ) А 0̂01 ( ^ ) U 0 (д ^т( х )) + д ^ т ( х ), (33)

где А-;,1 (^)  = и 0 ( V ( х , ^ ) ) ,  а Y (х, ^)  и д ^ т ( х ) те же, что и в лем м е 3.1.
Л ем м а 4.1. Имеет место следующее соотношение:

lim
Г1

f  Н 0J ( х , ^ )d^  

\̂ \= 1̂

= 0, (34)
с  [S1-S ]

где J (х , ^ ) = R0hт (х ) - R2̂ т (х ), г1,k = г 1 = m in \ vi^k\, S е ( 0 , 1 / 2), \ \- \\ с [s 1̂- s ] — норма в пространстве
вектор-функций, непрерывных на отрезке [5,1 -  S ].
Д о к а за т е л ь с т в о . Из (13) и (33) известно, что

J ( х , ^ )  = V ( х , ^ ) А - ^ ( ^ ) и 0 (д^,т(х))  -  V ( х , ^ ) А - 1 ( ^ )U 0 (д ^ т ( х ) )  = h ( х , ^ ) +  J2 ( х , ^ ) ,

где J 1 (х , ^ ) = Y (х , ^ )А-01 (^ )U 0(д^ т (х )), J 2 (х , ^ ) = - Y (х , ^ ) А - 1 (^ )U0 (д^̂ т (х )).
1. Пусть Re ^  > 0, d > 0. Рассмотрим  J1 (х, ^ ). О бозначим  элем енты  м атрицы  
V (х , ^ )  А- ;,1 (^) = {Yij} ( i , j  = 1,4). Для элем ента у11 п олучим  оценку у11 = О (е^‘ (^ - 1>) = О (e- ‘̂s ) =
= О ( е - ^S1) (й1 = min{5, d S }). А налогично мож но показать, что все остальны е ком поненты  этой м атрицы  
им ею т такую ж е оценку. Т аким  образом, получаем , что

У ( х , ^ )А - ;01 ( ^)  = О ( е - !̂ S1).  (35)

Далее рассм отрим

\ \  (д^ т ( х ) ) \ \  ^  = m a ^  m ax /  gt  ( 0 , t , ^ ) mt  ( t ) dt -  gt  ( 1 , t ,^ ) mt  ( t) d t ') =
0<x  <1 \  1< к <4 J  J  /

0 0

1 4
= ^  Y j \ mk ( t ) \d^  = 0 ( \ \m \\ 1) .

0 k=1

О тсю да и из (35) получаем , что \ \ ./ 1 (х ,^ )\ \^  =  О( e- f‘s’1\\т \ \ 1 ) . А н алоги чн о  м ож но п олучи ть  такую  же 
оценку для J2 (х ,^ ) . Т аким  образом, доказано, что при  Re^ > 0, d > 0

\ \  J (х,и )\\ ̂  = О ( е- !̂ s1 \ \т \ \ 1 ) . (36)



А налогичны м  образом  м ож но показать, что при  Re fj < 0, d > 0 будет вы полняться оценка

IIJ ( X, î)II то = 0  ( e^^1IIm IU) .

Тогда

e^^1^ mIhI  dfiI

I ̂ I =Г1

= 0 IЩ  U / e

№I =Г1 Re ^ >0

-̂ncosfS1

IftI = 1 Re i^<0

r1 d(p + eJ  e''1C0S^^1n  d<p) '

(37)

= 0 i h m I I 1 i j  e - ''1C0S^^1nd(p ^  e''1C0S^^1n

Рассмотрим  первы й интеграл:

J  g- n cosfS 1̂ 1 ^  ^ - r1SinrS1̂ 1 ^ ^ ^  e- ’-^1̂ ^1r1dr = 0 (1)

Здесь использованы : зам ена f  = л / z  -  г, оценка sin г  > с1т при т е (0, n / i ) ,  где с1 — некоторая константа 
(0 <  с1 < z / к). Такую же оценку мож но получить и для второго интеграла. Таким образом, получаем, что

( , )

\ti\= Г1
с  [5,1-5 ]

= О (IImI  I1 ). (38)

В силу ограниченности  Н0 (х)  и (38) получаем , что

limГ1^то J H 0J (X ,  ^l)d^l

\ti\= Г1
с  [ 5,1-5]

= 0  ( I Im Ih ) . (39)

2. Пусть теперь ком п он ен ты  m k (х)  = f k (у )̂ есть ф ун к ц и и  о гран и ч ен н ой  вариации . И спользуя п р ед ­
ставление для д^т(х)  из л ем м ы  3.1 и интегри рован и е по частям , п олучим , что 0( g ^ f  )Цто = О (ji- 1) . 
А н алоги чн о  вы полняется и то, что II U0 (g^lf)||то = О (i^- 1) . Тогда отсю да и из (36), (37) получаем  при  
Re > 0, > 0

/ е - !̂ 1̂ \
IU (X, ,̂ )II то = ^ -------- ) .

А налогично, при  Re < 0, > 0

II Л  X ,  ^l)II то = 0  

Тогда, интегрируя по контуру = 1 , получаем , что

l im
Г1^то j  Н 0 [Rо^lf ( x ) - R z ^ i f  (x)]d^i

с  [ 5,1-5]
= 0.

Отсюда и из (39) по теореме Банаха -  Ш тейнгауза получаем  утверж дение лем м ы . □

Т е о р е м а  4.3. Если а(х)  = diag(й1 (х), a z(х)),  й 1 (х), a z(х)  удовлетворяют условию Липшица  порядка 1, 
то для любой вектор-функции f ( x )  = (/ 1  (х),  f z ( х ) ) с  компонентами из L [0 , 1]

l im У ( ) ( , ) -  ( , )У с[ ,1 -  ] = 0, (40)

где 8 е  (0■,1/2), Sr ( f , х )  = — — I  B-xfdX — частичная сумма ряда Фурье вектор-функции f ( x )  по собствен-
z л  i J

W=r
ным и присоединенным функциям оператора L, включающая слагаемые, соответствующие собственным 
значениямXk, для которых IAkI < г.



Д о к а за т е л ь с т в о . С пом ощ ью  лем м  3.3 и 4.1 нетрудно показать, что

f  [ Н ( х , X )v ( х , Х , Н -1F1) - H 0R z^ (H-; 1F1)]dA

W =r

<
с[ ,1-  ]

f  [Н ( X ,  X ) v ( x , A , H -1F 1 ) - H 0 E 0 ,̂ ( H - 1F1)dA 

rn=r 

f  HоRо^̂ ( H - 1F l ) - H о R 2 ,̂( H - 1F1)]dA

IA\=r

+
C [5,1-,5|

— > 0,
с[ ,1-  ]

так как f  H0J (X, n)dj! ^  0 при  r ^  то. О ткуда следует, что

J  paF1d A ^  z ( x ) d A ^  BHоR2^̂ ( H - 1F1 )dA + о(1),

\AI=r \AI=r \AI=r

где IIo(1)II c [s^1-s ] ^  0 при  r ^  то, F1 (x) = В -1Q-1 F(x) ,  p A — резольвента оператора p .
Согласно теореме 2.1 R;[f = (z 1 (x),  z 3 ( x ))'^, где z1 (x)  и z3 (x)  — ком поненты  вектора z (x,  X) — реш ения

задачи  (5)- (6). П оэтому для первой ком поненты  Sг(f , х) ,  как в теореме 5 из [14] , имеем:

(S ,( f ,  х ) ) 1  = - У  Z1 ( х ) dX = - J  [BHоR2 .̂( H - 1F1 )] 1dA = ar, (Я, x )  + o(1),

\AI=r \AI=r

где ari (f 1, x )  — частичная сумма ряда Фурье функции f 1 (х)  по тригоном етрической системе { }'+=то-оэ, 
вклю чаю щ ая слагаемые, для которых \ z л к  \ < п , о(1) ^  0 при г ^  то равномерно п о х  е [S, 1 -  <5]. Отсюда 
им еем  для первой компоненты :

(S r ( f ,  х ) ) 1  = an ( f 1 , х )  + о (1 ) . (41)

По теорем е Ш тейнгауза [1] известно, что

а 1 ( х )ап ( f 1, х )  = an  (a 1f 1 , х )  + о (1 ).

Отсюда и из (41) имеем:

й 1 ( х ) ( Sr ( f ,  х ) ) 1  = й 1 ( х )ап ( f 1 , х ) + о(1) = ап  (a 1f 1, х) + о(1) = (Sr ( a f ,  х ) ) 1  + о (1 ) .

А н алоги чн о  м ож но показать, что az ( х ) ( Sr( fz, x ) ) 2 = (Sr(a f , x ) ) z + o(1), откуда следует утверж дение 
теорем ы . □

5. З а к л ю ч е н и е . В работе установлена равносходимость рядов p (G(x)F)  и G (x ) p (GF), где p (F) — ряд 
Фурье по собственны м  и п ри соеди н ен н ы м  ф ун кц и ям  ф ункционально-диф ф еренциального  оператора 
p , задан н ого  в пространстве вектор-ф ункций  разм ерн ости  4 и связанного  с рассм атри ваем ы м  ФДО L. 
Такж е устан овлен а равносходим ость рядов S ( a f )  и а ( х ) S ( f ) ,  где S ( f )  — ряд  Фурье по собственны м  и 
присоединенны м  ф ункциям  ФДО L, а элем енты  а1 (х)  и az (х)  диагональной м атрицы  а(х)  удовлетворяют 
условию  Л и п ш и ц а порядка 1, а1 (х)  = а1 (1 -  х) ,  az (х)  = az(1 -  х)  и а1 (0) = а1 (1) = az (0) = az (1). Наконец, 
д оказан  аналог теорем ы  Ш тейнгауза, а и м ен н о : равносходим ость рядов ( ) и ( ) ( ), где ( ) —
диагональная м атрица порядка 2, ком поненты  которой удовлетворяю т условию  Л и п ш и ц а порядка 1.
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