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А ннотация. В работе изучается квадратичны й ф ункционал, содерж ащ ий вторые производны е, который равен 
потенциальной энергии системы, состоящей из цепочки ш арнирно соединённых стержней, и пом ещ енны й в 
неоднородную  среду с локализованны ми особенностями. Возникающая краевая задача, как необходимое условие 
экстремума, имеет негладкие реш ения. Трудности, связанные с потерей гладкости у реш ений  возникаю щ их 
граничных задач, мы  преодолеваем, используя концепцию  поточечной трактовки дифференциального уравнения, 
которая показала свою эффективность при анализе реш ений дифференциальных уравнений с негладкими реш ениями 
не только второго порядка, но и более высокого. Получены достаточные условия слабого экстремума квадратичного 
ф ункционала с производны ми Радона -  Никодима.
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Abstract. The paper studies a quadratic functional containing second derivatives, w hich is equal to the potential energy of a 
system consisting of a chain of pivotally connected rods, and placed in an inhomogeneous medium w ith localized features. The 
resulting boundary value problem, as a necessary condition for the extremum, has non-sm ooth solutions. We overcome the 
difficulties associated w ith the loss of smoothness in solutions of emerging boundary value problems using the concept of a 
point-by-point interpretation of a differential equation, which has shown its effectiveness in analyzing solutions of differential 
equations w ith  non-sm ooth solutions not only of the second order, but also of a h igher one. The latter circumstance has 
a simple explanation: at each point, the equations are regarded as a relationship betw een the value of the solution and its 
derivatives up to a certain order, in contrast to the theory of generalized functions, where it is understood as the equality of two 
functionals over the basic space. Sufficient conditions for the weak extremum of a quadratic functional w ith Radon-Nicodemus 
derivatives are obtained.
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1. В вед ен и е. И нтенсивное прим енение производны х по мере началось после выхода работы Ю. В. По­
корного [1] в 1999 году. В д ал ьн ей ш ем  П окорны м  и его у ч ен и кам и  бы ла построена точная параллель 
классической теории обы кновенны х диф ф еренциальны х уравнений  второго порядка вплоть до осцилля- 
ц и он н ы х  теорем  [2, 3, 4, 5] ; и в д альн ей ш ем  результаты  бы ли перенесены  на уравнение с разры вн ы м и  
реш ениям и  [6] и на краевые задачи более высокого порядка [7, 8, 9] . Эффективность этого подхода была 
обусловлена тем фактором, что уравнение рассматривалось как связь м еж ду значениям и  его реш ения и 
производны м и  до определенного порядка, то есть как обы кновенное, в отличие от теории обобщ енны х 
ф ункций , где уравн ен и е расценивается как  равенство двух ф ун кц и он алов  над н екоторы м  основны м  
пространством . В этом  случае приходится говорить л и ш ь  о слабом  р еш ен и и , что для п рилож ений ,
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в больш инстве случаев, недостаточно. Б олее того, сущ ествует ряд  н ер еш ен н ы х  проблем , нап ри м ер , 
у м н ож ен и е обобщ енной  ф у н кц и и  н а  разры вн ую  (см., напр., [10]). В то ж е врем я теория обобщ енны х 
ф ун кц и й  п оказала свою эф ф ективность в спектральны х вопросах (см. работы  [11, 12, 13, 14] и  м ногие 
другие).

2. О н ео б х о д и м о м  у с л о в и и  эк с т р е м у м а  ф у н к ц и о н а л а .  Рассмотрим  ф ункционал

I ..2
Ф ( .)  = 1 '  + 1 '  .X  + 1 '  + 1 '  u , F .  ( ,)

которы й м ож ет бы ть рассм отрен  как  ф ун кц и он ал  п олн ой  эн ерги и  системы , состоящ ей из растянуты х 
стержней, соединенны х ш арнирно. Мы считаем  его заданны м  на множестве Е — абсолютно непреры вны х 
на [0; I] ф ункций , первая п рои звод н ая  которы х ^-аб со л ю тн о  н еп реры вн а н а  [0; I ] , вторая к в ази п р о и з­
водная (х ) — им еет конечное н а  [0 ;I] изм енение. При этом  и (0) = и^(0) = и ( I ) = м^(1) = 0.

В работах [7, 15] было получено необходимое условие экстремума ф ункционала (1) на множестве Е, а 
им енно, если U0 ( х ) дает м и н и м ум  Ф(м) н а  Е, то сущ ествует строго возрастаю щ ая на [0; I ] ф ункция а ( х ), 
которая порож дает на [0; I] меру, такую, что U0 (х)  является реш ен и ем  краевой задачи

-  (ги '^ ^  + М 0; = ;

и(0) = (0) = 0; (2)
и(1) = м; ( I ) = 0.

В [8, 7] зад ача  (2) достаточно подробно и зучена , в частности  п о л у ч ен ы  достаточны е условия её 
одн озн ач н ой  разреш и м ости , доказано  сущ ествование ф ун кц и и  Грина, и зу ч ен  спектр (когда в правой  
части  уравнения и з (2) вместо (х)  ставится ЯМ^ (х) и).

Однако достаточны е условия м иним ум а ф ункционала Ф( и ) н а  Е в указанны х работах не рассматрива­
лись.

3. О с н о в н ы е  р е з у л ь т а т ы . Н ам удобно считать, что производная первого порядка (как к вази п рои з­
водная третьего порядка) задана н а  специальном  расш и рен и и  отрезка [0; I ] , которое м ы  в дальнейш ем  
будем обозначать [0 ,1]^. Строится оно следую щ им  образом. Пусть 1л(х)  — строго возрастаю щ ая и ограни­
ченная на [0; I ] функция; через S(p)  обозначим  множ еством точек разры ва ф ункции 1л(х).  Н а множестве 
[0 ;I ] \  S(p) введем  м етри ку  (х ;у) = \{л(х) -  /л(у)\. Если S(p') Ф 0, что  м ы  и будем  далее предполагать, 
то м етрическое пространство ( [0 ;I ] \  S(p ) ; ) неполное. С тандартное п о п олн ен и е с точностью  до и зо ­

м орф и зм а и  дает нам  [0,1 ]^ . О тм етим , что  в этом  м нож естве вм есто точки  ^ е  S(p') появляю тся два
собственны х элем ента , ^+, которые ранее бы ли сим волам и предельны х переходов (см. рисунок  1).

Рис. 1. Структура множеств [0; I и  [0; I  
Fig. 1. Structure o f the set [0; I  ]g и [0; I

Сохраняя естественную упорядоченность, м ы  будем иметь х  < < ^+ < у  для всех х и у ,  для которых
ранее бы ло х  < ^  < у. Само уравнение и з (2) м ы  считаем  зад ан н ы м  на множ естве [0,1]^ = [0 ,1]^ U S(^), 
в котором  точки  ^ е  S ( а ) «вставлены » н а  свои п р еж н и е м еста (см. ри сун ок  1), п р и ч ем  в этих  точках 
поним ается как равенство

Ар ( ) ;  (^) _  а ( ̂  )(  ̂ ) + ^ (^) a q  ( f ) = (f),

где A v (f)  = v ( ^  + 0) _  v ( ^  _  0) — п олн ы й  скачок ф ункции  y(x) в точке f.
М ы будем  предполагать вы п олн ен н ы м и  следую щ ие условия:

1) X, f i (x ) ,р (х ) ,  г(х),  Q (х), F (x)  — сг-абсолютно непреры вны  н а  [0; I ] ;

2) in f р ( х )  > 0;
X €[0;1 ]



При этих условиях, как нетрудно увидеть, вторая вариация 5^Ф(ио)к им еет вид:

5^Ф(ио)к == [ 1 ph";: + f 1 rh'^ dx  + f 1 h2 dQ,
Jo Jo Jo

(3)

где Uo ( x ) является р еш ен и ем  (2).
Для того, чтобы ф ункция мо ( х ) давала слабый м и н и м ум  на Е, достаточно, чтобы вторая итерация (3) 

бы ла неотрицательна на Е, т. е.
5:Ф(uо)h > о

для всех h € Е .
Заметим, что если пом им о условий 1)-2) дополнительно потребовать, чтобы г ( х ) > 0 и Q'^( х ) > 0, то 

вторая вариация S'2Ф(и0)h  будет неотрицательна.
О днако, если одно и ли  оба этих  требования убрать, то гарантировать н еотрицательность  второй 

вариации  м ы  не можем.
П редполож им , что п ри  некоторой ho ( х ), п ри н ад леж ащ ей  м нож еству Е, вторая вари ац и я (3) отрица­

тельна. Без огран и ч ен и я общ ности  м ы  м ож ем  считать, что h0 ( х ) d a ( х ) = 1, др у ги м и  словам и м ы

м ож ем  считать h0 ( х ) норм ированной  ф ункцией.
Л е м м а  3.1. П уст ь Q ( х ) и г ( х ) -  функции ограниченной на [0; I] вариации. Тогда существуют положи­

тельные константы с1 и с: такие, что неравенства

I ft
rh '2 dx  < c W  h'^l ( x ) d^

0 Jo
(4)

г  h: dQ < C: f 1 h " 2 
J0 J0

( x ) d^ (5)

справедливы для всех функций h, принадлежащих множеству Е .

Д о к азател ь ств о . Из представления h^ ( х ) ^  j  h" ^ ( t ) d ^ ( t ), справедливого для всех х  € [0; I ]^ , и так как 

h € Е,т. е. h '(0 ) = 0, м ы  находим

h ; (х ) h " , ( t ) d^  ( t ) . (6)

П рим еним  к интегралу, стоящ ем у в правой части  неравенства (6), неравенство Кош и, будем  им еть

h'x(х ) < (^ ( l ) -  ^ (0)) f0
h" ,  ( t ) d^  ( t ) . (7)

П редставим ф ункцию  г ( x ) в виде разности  двух неотрицательны х ф ункций: г ( х ) = г+(х) -  г - ( х ). 
У м нож ив обе части  неравенства (7) на г+(х), п роинтегрировав его по м ере х  по всем у отрезку [0 ;I], 

придем  к неравенству

[  r+(x)\h'^ (х ) |: dx  < ( ^  ( I ) -  ^  (0)) -  [  г+(х) dx  [  (х)]2 d^  (х) <
J0 J0 J0

< (^ ( l ) -  ^ (0)) г+(х ) dx  + 1 \h" , (х ) \ d ^ (х ),

а так  как

Ci = ( ^ ({) -  ^ (0))

;а^ /  г ( х )\h'^( х ) \: dx  < /  г+(х)\h'^( х )\: dx , то неравенство (4) будет справедливо при  
J 0 J0

( / '0
г+(х) dx  + 1

Докажем теперь неравенство (5). 
А налогично последовательно получаем

I I f  I г  I ^ 1/:
2 /  i 2  .\ h ( x ) \ ^  \h',{s)\ds ^  \h',(s)\ds < \ h ',(s)\: d ^  1: ds

J0 J0 \J0 J0

Отсюда находим
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Из результатов работы  [16] следует, что сущ ествует такая строго возрастаю щ ая и огран и ч ен н ая  на 
[0; I ] ф ункция а (х), порождаю щ ая на этом множестве меру, что Q (х) является с-абсолю тно непреры вной 
на [0; I ] ф ункцией; причем  а -производная ф ункции  Q (х) является а -сум м ируем ой  ф ункцией.

Тогда Q'„(х) такж е м ож но представить в виде разн ости  двух н еотри ц ательн ы х  ф ункций , п ричем  
м ож но даж е добиться, чтобы обе они  бы ли полож ительны : Q'^(х) = д+(х) _  д_(х).

Н етрудно видеть, что обе они  являю тся ^ -сум м и руем ы м и  ф ункциям и.
На основании  неравенства последовательно получаем

2 I „  ̂  ̂ ^ / .л  / 1'2,h dQ ^  / h Q ' ^ d q + ( x ) h  d a  ^  I W  g+(x) da  W  h ^ (s )d s . (8)
J q J q J q J q

Но, на основании неравенства (7), цепочку  неравенств (8) м ы  м ож ем  продолж ить

1 h2 dQ  < I 2 ■ f 1 q+(x)h2 da  - ( f i ( l ) _ и ( 0 ) ) -  f  l \h ; ; ( f ) \2 
./0 ./0

и неравенство (5) справедливо при

C2 = 12 ■ f  q+(x) d a  ■ ( //( I ) _  / / ( 0 ) ) .
0

Л ем м а доказана.
На основании  лем м ы , из равенства (3) м ы  получаем  оценку для второй вариации

<52Ф( uo)h = j  ( p ( x ) _  ci _  C2 ) h;:̂ 2 ^//. 

Т е о р е м а  3.1. Пусть помимо условий 1-2), выполнено

р( х )  > (fi({) _ М 0 ) ) f0
г+ (х) dx  + 1 + 12 (//(I  ) _ М 0 ) ) ^ (  Q+(f  ) _ е + ( 0 ) )  + £,

где £ — произвольное положительное число и Q +(х) — возрастающая составляющая из жорданова разложения 
функции ограниченной вариации на сумм у возрастающей и убывающей функций.

Тогда функция uq (х ), удовлетворяющая задаче (2), дает слабый м ин им ум  функционалу  Ф( и) . 
Д о к а за т е л ь с т в о . Рассмотрим  разность

АФ(мо) = Ф( Мо + h) _  Ф( Uo),

где h — п рои звольн ая  ф ункция, п р и н ад л еж ащ ая  пространству  Е доп усти м ы х  ф ункций . Как нетрудно 
видеть, разность м ож но представить в следую щ ем  виде

АФ( Мо) = <5Ф( Uo)h + <52Ф( Uo)h,

или, с учетом  того, что и0 — допустим ая экстремаль,

АФ( Мо) = <52Ф( Uo)h. (9)

Но в силу услови й  теорем ы , н а осн ован и и  л ем м ы  3.1, правая часть (9) п р и н и м ает  полож ительны е 
значения для всех h (х) ^  0, п ринадлеж ащ их пространству Е.

Теорема доказана.

4. З а к л ю ч е н и е . В работе доказана теорем а, позволяю щ ая давать ответ: действительно л и  является 
миним алью  функционала Ф( и) функция, удовлетворяю щ ая уравнению  Эйлера -  Пуассона для Ф( м); речь 
идет о слабом экстремуме.

Б л а г о д а р н о с т ь . А вт оры  выражают благодарность доценту кафедры математического анализа  
Зверевой Маргарите Борисовне за ряд ценных рекомендаций, способствовавших улучш ению  рукописи.
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